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PRESENTACIóN 


La exposición sistemática y rigurosa del Cálculo infinitesi- 
■ñtal en ívTX* de Cours d'Analyse, realizada por Cauchy para 
prtlvtfichnÍQÜC, dió la VO'Uta a varias generaciones de 
prna W ar * ar en torno a ™ 

dadáé m éhefsos centros de enaenanzCt superior, esenmales am 
pliaciones que COMertían SU8 cursos en tratados. Méray JoR- 
dan Humbért, GóüRSATí HADAMARD, Valiron... han pro - 
guido dignamente la tradición de OaughY, como su egregio co- 
leaa De la Vallée Poussin, influyendo con hondura en la 
cuitura motemática de la Europa continental y de las ^™f™°f: 
En Alemania fué él §rm trataÁo de Jowak el univenn- 

tario clásico, hasta que lo sustituyeron los de Kowalewskij/ 
VON Mangoldt, y en Italia fueron apareciendo exceleni)es tru- 
tados de DiNi, Levi, Picone, Severi. .. Antes de estos ultimos, 
kttbta realizado García de Galdeano el epico esfuerzo de pu- 
blicaf en caateUmo su ingente obra enciclopedica, con ambi- 
cioso vlan muy superior a sus insuficientes fuerzas, despropor- 
dónque fZZ suniérito. También es meritorio e [ es f^oJf 
distinquido profesor peruano Losada y Puga al publicar su ob a 

en tres voluminosos tomos (1U5-U7-5U). “ 

ronación de varios libros del firmante, pubhcados en las ultimas 

décadas (1916-56), donde se han formado varzas deneraciones 

de esTudiosos hispánicos, muy a fondo 

nados por dos competentes colaboradores, prosigue 

ción con este volumen II (al que pronto seguirá el 

Tratado de Análisis clásico, organizado desde un punto de msta 

modemo con la pretensión de servir no sólo de exposicion di- 

dáctica ’sino también de obra de consulta a los estudiosos his- 

pano-parlantes, que en él encontrarán lógicamente or 9 am [ ado 

multitud de conocimientos cuya búsqueda en numerososl ^ r ™ 

extranjeros (puntualmente citados en minuciosas resena 

blioaráficas) exigirían gran esfuerzo en ei lector. . 

Precisamente para satisfacer mejor a estas ’ 
aue suelen dejar de lado los grandes tratados de otros países, 
llonde cada finalidad tiene su libro adecuado, hemos abando ' 
nado el primer plan de condensar el abundante matenal en dos 
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l'UICHNNTACIÓN 


volíummcn; y gracia.8 a la favorable dixposición de la Editorial 
Kapclusz, estimulada -por la excelente acogida que el público de 
úiioma español dispensó al volumen I, he.mos podido libramos 
de esta traba, desarrollando con holgura, y por ende con mayor 
claridad, las más acreditadas teorías clásicas, con orientación 
actual. 

No se arredre el lector ante la imponente mole; pues la 
preocupación didáctica preside toda la obra, y la muy elaborada 
ordenación facilitará la digestión gradual del abundante conte- 
nido. Sin claudicaciones de rigor, ni escamoteos de dificultades, 
éstas han sido relegadas, como en el volumen I, en algunos ca- 
sos a los párrafos complementarios, impresos en tipo menor, 
para que el principiante salte por ellos, sin desyiarse dyj v "'dauce 
de los conceptos fundamentales, por las aceoy"¿ as secundarias 
cn scgunda lectura, muchas de esta* a\sgresiones que le pare- 
cian oscuras y tediosas , le 'pérfilarán más nítidamente el torso 
conceptual del A'nóXisis, como las costillas precisan y delimitan 
la columttd dorsal. 

Confían los autores en que el abundante material —ausente 
o escaso en muchos tratados — de notas aclaratorias, ejemplos 
cxplicados y ejercicios resueltos, permitirá a profesores y alum- 
U 08 sacar el máximo fruto de la obra; no para aprender todo 
su contenido —frase que sólo tendria sentido para un epíió- 
me—; pero sí para entenderla y manejarla, extraytrcdo de ella 
varios cursos orientados hacia la misma m$ta por senderos di- 
fcrentes. 

J. Rey Pastor. 

Madrid, enero de 1957. 


CONTENIDO DEL VOLUMEN II 


En el plan de la obra incluído en el volumen I se expuso su fvnahdad 
y estructura; ahora nos remitimos sólo a señalar alguna particularidad 
que creemos importante en el desarrollo, enfoque o carácter de\ los temas 
tratados en este volumen, pues el índice general imcial da tambien ei pro- 

grama ordenado de todos ellos. „ r , rTT . , ,, 

La geometría lineal y cuadrática del capítulo XVII se trata con me- 
todo vectorial, cuyo valor sintético queda patente al comprobar que con 
él muchos problemas del plano y del espacio son idénticos. Sigmendo la ten- 
dencia moderna, creemos con Bieberbach que el método yectonal ea rnas 
que un sistema estenográfico, pues su ventaja es preponderantemente con- 
ceptual y especialmente adecuada a la intuición geometnca. 

Con preocupación didáctica de ir siempre de lo sencülo a lo ' compíi- 
cado, de lo particular a lo general, de lo concreto a lo abstracto, tratamos 
inicialmente el álgebra vectorial en forma geométmcamente xntmtiva, aun- 
que en las notas intermedias van señalándose los conceptos y proposiciones 
que estructuran una teoría axiomática general, cuyo esbozo y trascenden- 
cia se pergeña en las notas de fin de capítulo. Se abrevia la exposición 
del álgebra lineal incluyendo en los ejercicxos muchos teoremas sencüLos 
con demostración resumida en las respuestas al ftn del volumen. Ln ia 
impresión es cómodo el uso de caracteres en negrita, a sustituir en la pi- 

zarra por un sobrerrayado. , , . 

Damos a las transformaciones lineales y al conexo concepto dematnz 
toda la importancia que ha adquirido en la matemática pura, aphcada e 
incluso ingenieril. Al final del parágrafo queda expuesta la sistematiza- 
ción que se obtiene por el estudio de los grupos de transforrmciones hnea- 

les seqún el programa de Erlangen. . , 

Un estudio resumido de' las cuádncas trata de obviar deficiencias de 
preparación que dificultan luego la comprensión de su empleo en cuestw- 
nes superiores y en la ejemplificación de la teoría de las funcxones dc 

Varm La V introducción del concepto de tensor doble como función yectorial 
lineal homogénea de la dirección, con significado fteico ° bv }°’f ac "¿ t “J 
cho la comprensión del álgebra tensomal y de su tratamlento abstuicto, 
también incluído. En el producto tensonal de vectores se aclara la cone- 
xión del concepto general con el histórico de dtada o expresion diadica de 
Gibbs, ya incluído en el parágrafo dedicado a ^ansformacxones hneaJes. 
Señalamos bien la importancia de los autovalores y autovectores, y al es- 
tudiar el siano de una forma cuadrática damos una demostracion muy 

smZa deTtZeZ que caracteriza las defmidas positivas. Aphcamos el 

anterior estudio a la clasificación de las cuádricas y aun nos sirve la de- 
mostración constructiva de la ley de inercia para exphcar el rapido y utü 

método de formación de cuadrados. 

El cálculo de matrices posibilita ahora dedxcar una nota de )in d< 
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fíaiiltulo a la reaolución práctica de loa siatcmaa dc ecuacionea hncales, 
hnna de empLeo conatante en La matcmática aplicada y un La que los mge- 
nieroa tanto pueden oprender de los geodestas en ei terreno de lo utiL y 
eficaz. 

En el capituLo XVIII sobre Límites y diferenciación de las funciones 
, vurias variables, señaLamos el cuidadoso tratamiento de Los Limites suce- 
nivoa de la continuidad, de la diferenciabilidad con su sigmficado geome- 
trico y su aplicación a Las funciones compuestas, de las funciones homoge- 
neas. Se empieza el estudio de las funciones impLícitas con la ejempLifi- 
caoión y manejo que familiaricen al estudiante con el concepto, para dar 
Luogo con toda jyrecisión y rigor los correspondientes teoremas de existen- 
o¡a • lo mismo se hace respecto de la dependencia funcional. Cuestion que 
„„ 'fuente de confusión para el técnico que tenga poco desarrollado su 
sontido crítico es la de discriminar en la diferenciación de un sistema de 
ocuacione8 las variables dependientes y las independientes, a cuya üclara- 
ción dedicamos atención y contribuimos con adecuados ejemplos. En dos 
votuH de fin de capitulo sólo se procura señalar la trascendencxa que en 
la matemática modema tiene el estudio de los espacios topologicos y me- 
tricos y el de la compacidad. 

El capítulo XIX se dedica a la fórmula de Taylor con previo trata- 
miento de la derivación sucesiva y su conmutabihdad cuidadosamente es- 
tudiada. Se aclaran con ejemplos las distinciones entre las dxversas ciases 
do extremos absolutos o relafivos en sentido estricto o amplto y se estudxa 
detenidamente su obtención pa/ra las funciones de dos, tres o más varta- 
blos independientes con especial introducción de los casi-extremos en ei 
cuso dudoso, para lo 'cual son muy útiles los resultados del capítuto XVU 
Hobre el signo de una forma cuadrática. Se ejemplifican y exphcan tam- 
bién las paradojas que surgen en el estudio de los extremoa de funciones 
oon variables ligadas, incluyendo el método de los multiplxcadores ae 
I iAGrange. En las aplicacione8 geométricas se estudian los puntos ordi- 
narios y múltiples de las curvas y para el caso de punto parabólico se 
eompletan en los ejercidos los criterios susceptibles de aplicación, todo eLLo 
adecuadamente ejemplificado. 

Creemos haber alcanzado una gran precisión sintética en el trata- 
miento vectorial de las propiedades diferendales de curvas y superftctes 
desarrollado en el capítulo XX. Se analizan las conextones mutuas sobre 
hiH distintas representaciones que pueden darse de las curvas y las super- 
ficies, incluyendo su moderno concepto según Fréchet. En los ejerctctos 
hc introducen los números derivonormados y su aphcacton, en cont-nbucion 
original al teorema de incrementos fimtos para functones vectonales, Lie- 
gnndo así por el método de Zygmünd al teorenut, de L. Scheeffer en 

eate caso. _ 

Se analizan cuidadosamente las distintas definiciones que pueden dar- 
Ho de plano osculador y respecto de éste los dos tipos de curva dextrógira 
o levógira, su distinta nomenclatura según varios autores, con estuclto 
Hintético de las curvaturas de flexión y de tor^ión, quedando el stgno de 
flnta última claramente especificado. Las fórmulas de Frenet con su signo, 
U cl vcctor de Darboux resultan así fácilmente introductdos. 

Con numerosos ejemplos críticos se hace un detemdo estudtd tíe la 
ifloria de envolventes de curvas y superficieit J dadas segun sus dtstmtas 
rnprflsflntaciones. 

El método vectorial resulta especialmente apropiado y se consigue con 
rl una cliira visión sintética, cuando se aplica al estudio de las superftcte s 
i flglnihiH; an nuestra exposición se muestra también, por ejemplo, para La 


Línea de estricción, la fácil dcduoción de largas expresiones cartesianas a 
vartir de las vectoriales, rápida y adecuadamente obtenidas. 

Después de estudiar las formas fundamentales de las superftctes, el 
tensor de curvatura, las aplicaciones del teorema de Meusnier y las hneas 
notables de una superficie, llegando a la demostración del teorema egre- 
gio” de Gauss en los ejercicios, se dedica el último parágrafo de este capt- 
tulo a la representación de superficies, en especial las de Mercator, este- 
reográfica polar, cilíndrica transversa, tanto en el caso de superftcte esfe- 
rica como de elipsoide de revolución, estudio que se complementa en Las 
notas de fin de capítulo con la caracterización incluída en la admtrabLe 
obra de Tissot (citada en nota V, 7) y la obtención de los desarrolLos 
útile8 en los trabajos cartográficos. 

El capítulo XXI se dedica a integrales generalizadas y a series e 
integrales múltiples. La integral de RibmANN-StiELTJES se mtroduce como 
límite según el conjunto dirigido de parttciones del intervalo de deftntctón 
y para dar rigor a la exposición se demuestran los teoremas fundamen- 
tales sobre limites dirigidos o generales. Esta integral generalizada se re- 
laciona con la restringida de Riemann-Stieltjes «ntroductda como Itmtte 
según la norma y tamhién con la ordinaria de Riemann vtsta en el U9 
del volumen I, delicada cuestión adecuadamente aolarada. Del teorema so- 
bre funcionales lineales continuas se da sólo un esbozo de demostractón. 
Se muestra bien la importancia del concepto de integral de Stieltjes en 
la integración por partes, y del segundo teorema del valor medto se dan 
demostraciones sencillas en condiciones muy generales, con mterpretaciones 
gráficas aclaratorias. 

Las integrales simples impropias se estudian detenidamente, dando 
variados criterios de convergencia absoluta y condicional. La generaliza- 
ción de Harnack que sigue la pauta de Cauchy se estudia tambten; en 
la nota II del capitulo XXIV en el volumen III, se verá su entroncamiento 
con la teoria general de la integración. 

Como exordio a las integrales múltiples y complemento al § 22 sobre 
series numéricas, se dedica el § 81 a series múltiples para cuyo estudto 
es también útil el concepto de límite dirigido. Se da una sencilla demos- 
tración del teorema fundamental de las series dobles absolutamente con- 
vergentes y mediante el ejemplo de Cesáro se muestra su distmto com- 
portamiento respecto de las series dobles de términos postttvos. 

Para estudiar adecuadamente las condiciones de integrabilidad (R) 
de una integral múltiple, se introducen los conceptos de conjuntos de ex- 
tensión nula y de medida nula, cuestión a compktar en elcapítulo XXIV 
del volumen III. Se explica en condiciones muy ampltas el calculo de tn- 
tegrales dobles por integrales reiteradas y se da rigurosamente demos- 
trado el teorema de existencia de éstas cuando la integral doble extste, 
aclarando la hoy injustificada invpugnación de Stolz al ejemplo de Du 
Bois Reymond. Se da una cuidadosa demostración del teorema del cam- 
bio de variable en una integral doble, y se tratan extensamente y con 
ejemplos las aplicaciones de las integrales múltiples, introductendo con 
precisión el concepto y cálculo del área de una superficie alabeada; en 
nota de fin de capítulo se da ligeramente modificado el clástco ejemplo de 
Schwarz sobre una definición errónea de este concepto, la interesante ob- 
servación de Fréchet sobre el área de las superficies poliedrales y una 
definición axiomática funcional del concepto como invariante de caracter 
geométrico. En el volumen III y con los recursos de la teoria general de 
la medida se completará este estudio. (Cap. XXIV, nota III). 

El capítulo XXII trata de integrales paramétricas. Como exordio del 
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lema y complemento del § U3 sobre series funcionales, se estudia ahora su 
integración y derivación en condiciones cuidadosamente estableciaas. En 
e l parágrafo siguiente se desarrolla con precisión y rigor el estudio de La 
continuidad, integración y derivación de las integrales paramétHcas pro- 
pias e impropias, mostrando en la gama de teoremas establecidos, ejem- 
plos aclaratorios y ejercicios finales, todos los matices delicados que ofrece 
cl tema. Las integrales múltiples impropias sirven también para tratar 
oon su ayuda la integral de Poisson, las de Fresnel con interesante apli- 
cación de la existencia del límite doble implicando la del límite rexterado, 
y la integral de Cayley que muestra las cuestiones de convergencxa con- 
dicional que surgen en, las distintas definiciones que pueden darse de xn- 
tcgrales múltiples impropias. 

El capitulo XXIII, final de este volumen, se dedica a integrales cur- 
vilineas y análisis vectorial. Las integrales curvilineas se xntroducen pn- 
mero tomadas sobre arcos regulares, aunque luego se consxderan tambien 
las tomadas sobre arcos meramente rectificables, se estudxan cuxdadosa- 
mcnte las convenciones de signo para contomos orientados en el caLculo 
de áreas y momentos por integrales curvilineas y se da la aplxcacion de 
la fórmula de Riemann a la obtención de fórmulas de mtegracxon por 
partes para integrales dobles. La integración de diferencxales exactas y la 
existencia de función potendal, se estudia con precxsión no acostumbrada, 
incluyendo la condición de que el recinto sea simplemente conexo solo donde 
ea exigible. Las integrales de superficie se introducen despues de estudxar 
adecuadamente la orientabilidad de superficies con los limxtados recursos 
topológicos que suele poseer un lector de formación matemátxca aun poco 
avanzada. , 

En el estudio de los campos vectoriales se distinguen bien las Ivneas 
do fuerza o flujo de las lineas de corriente, se da el tratamiento matema- 
tico y la interpretación física de la divergencxa, de la cxrculacxon deL po- 
tcncial y del rotor, así como la aplicación del operador nabla de Hamilton 
a la obtención de relaciones vectoriales y tensorxales. Los teoremas mte- 
gralcs se enuncian y demuestran con intención predomxnantemente fxsxca. 
1,08 operadores diferenciales se tratan también en coordenadas curvxlmeas. 
Se dan aplicaciones fxsicas sobre campos newtonianos, así como a la hxdro- 
dinámica. En los ejercicios se completa ampliamente el contenxdo del texto 
con el potencial logaritmico, polinomios de Legendre y funcxones conexas 
a la teorxa del potencial, tal las armónicas esférxcas ya solxdas, ya de su- 
perficie, cuestión que también será objeto de la nota IV en el capxtulo 
XXVIII del volumen III. 

Al final de este capítulo XXIII, después de un par de notas sobre po- 
tencial newtoniano de doble capa y fórmulas de Green , se traza un breve 
esbozo de análisis tensorial que permita captar xdea de su caracter, asx 
c.omo de las formas diferenciales exteriores y su aplxcacxon al íe W «e 
Stokes dando explicación elemental del cálculo de Grassmann-Cartan 
suficiente para comprender su naturaleza y para justxfxcar el cuxdadocon 
quc sc han tratado las cuestiorws de sxgno en las xntegrales de superfxcxe. 

El volumen III, ya redactado, comprenderá teoría de la rnedxda e xn- 
tcgral de Lebesgue, smes e integral de Fourier con la 
cios funcionales, ecuaciones diferenciales ordmarxas y en derxv/as par 
ciales con cálculo de variaciones y problemas hneales de JJ/ d 

mcn dc la teoría de funciones analüicas y apéndxces sobre 
dhncnsional, ecuaciones integrales, cálculo operacxonal, probabxlxdades 
tcoría de errorcs, y nornograf ía. 
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60. ÁLGEBRA VECTORIAL 


1 , Vectores libres. Combinación lineal. — (i) Elevnentos de 
un vector. — Dentro de la geometría elemental, situados en e) 
espacio euclídeo, ya en § 1 - 6 , 

ejemplo 2 hemos definido un q 5 y 

vector libre mediante la equipo- / / \ 

lencia entre segmentos orienta- / / \ 

dos. Representaremos un vector a/ a/ \b 

a por una flecha PQ de origen / / \ 

P y extremo Q (fig. 192) ; dos / / \ 

flechas equipolentes son dos re- / / v 

presentantes (§ 1 - 6 ) de un mis- 

mo vector (a = PQ = RS), que Fie. m 

así queda determinado por es- 

tas características: 

1*) Módulo : 

mód a = | a | = | PQ | — a * 

indicado por la longitud de la flecha en una cierta unidad, 

2^) Dirección : la del haz impropio (§ 1-6, ej. 1) formado 
por las rectas sobre las que actúan las flechas que lo repre- 
sentan; 

3») Sentido , indicado en cada dirección por los signos -f 
ó —. 


Ejemplo. En los vectores a = PQ = RS y b _ UV de la fígura 192, 
ss a = 6 pero a f b. 

Notas : 1. A1 único vector de módulo 0 lo indicaremos con 0í en él 
están indeterminados dirección y senüdo. Convendremos en considerailo 
como paralelo a cuálquier otro vector y tambien a cualquier plano. 

2. Por oposición a los vectores, las magnitudes independientes de 
sistema de coordenadas cuyas cantidades pueden ordenarse coxnc» el con 
junto de Iob números reales, se llaman escalares. P or S0 " 
res: el beso, densidad, volumen, modulo de un vectoi, trabajo, potenc . 

En cambio, la proyección de un vector sobre un e 3 e de referenm 
(que puede cambiarse) no es un escalar, a pesar de expresarse por 
núinero real (cfr. § 63-1, a). 
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8. Otraa relaciones de equivalencia entre segmentos dirigidos o fle- 
rnnducen a definir otras clases de vectores. . , 

El veotor aooial o deslizante resulta de considerar corao eqmvalentes 
a dos flechas sólo cuaflde ademés de aer equipoleni£2 ; actuan ^ una m _ 
mu recta, llamada entonces linétt dü AéúiÓñ del vector. Un ejci.- r 
fuerea en sistemas rígidós. ., , . , , .. , 

E1 vector fijo resulta de Considerar éqüivalentes dos flechaa que 
más de ser equipolentesj tienen el mismó ofiféflj llamado punto de ap i- 
cación del vector (ej.: fuerza en sistemás defÓfmáflléS). Aphcar un 
tor libre a al punto P es considerar el vector fijó dé óngefl P equipo- 
iente al a. 


b) Producto por un número real. — Definiremos el produc- 
to Xa del vector a por el número real 1 ponienaO Oa “ 0 (nota 
1), y si X=+0, comó el vector paralelo a a, de igual ü OfiüeátO 
sentido según sea l > 0 ó k < 0, y de módulo 

| Aa| = \k\ . |a| = \l\ . a. 

Un vector de módulo i se llatna vector unitario o vector 
normat o normalizado o versor. Versor de a '=£■ 0 es eí vérsor 
'Podo vector a + 0 es igual al producto de su módulo por su ver- 
«or: a = a(a _1 a). 

Es X 2 b = Xia, para adecuados h y h reales no simultánea- 
mente nulos, cuando y sólo cuando los vectores a y b son pa- 
ralelos. Para a + 0 puede hacerse l 2 = 1. (Ver nota 1). 

c) Suma. — Se define la suma a + b como el vector que se 

obtiene colocando a y b 
sucesivamente, es decir, 
uno a continuación del 

y\b otrdj a partir de ün pun- 
/ X to 0, y cohsiderahdo la 
flecha que va desde el 
/ origen deí primero has- 
0'<T / ta el extremo del último 

/' (cfr. § 9-5, a). Cualquie- 

ra que sea el punto 0, 
fík. i98 se obtienen flechas equi- 

polentes, y por tanto el 
mismo vector (fig. 193; 
cfr § 2-4, ej.). La suma 
de vectores es conmuta - 
tiva, pues sumando en 
el orden inverso se com- 
pleta un paralelogramo 
(fig. 193). También se 
Fig. m demuestra geométrica- 

mente que es asociativa 
(fig. 194), por cuya razón pondremos a + b + c para indicar 

(n | b) + c = a 4 (b + c). 




d) Diferencia. Combinación lineal. — Definiremos (cfr. 

§ 60-2, nota 3) la diferencia d = a — b de dos vectores así: 
d = a + (—l)b. 

Poniendo (—l)b = —b (vector opuesto a b) resulta 
[60-1] d = a — b = a+ (—b). 

Más generalmente, las operaciones introducidas en b y en 
c permiten definir una expresión de la forma 

[60-2] r = "KiSli + taa 2 + ... + kn& n , 

que será un nuevo vector llamado combinación lineal de los 

vectores ai, a 2 , a 3 , ..., a n , con los coeficientes Xi, X 2 , kz, ..., ta* 

Nota 4. Cualquiera sea el punto 0 se tiene PQ = OQ OP, por lo 
cual suele usarse la notación PQ = Q —P de un vector como diferencia 

de ^Convlniendo en que la expresión P + a = Q signifique a = Q —P, 
la operación de sumar a un punto un vector significa aplicar al punto la 
traslación correspondiente. E1 nombre “vector” proviene de transportar 
(latín: vehere). 

2. Dependencia lineal. — a) Diremos que los vectores ai, 
a 2 , ..., a n son linealmente dependientes si existe entre ellos 
una relación lineal 

[60-3] M-i + k 2 & 2 + ... + k n a n — 0 , 

con coeficientes no todos nulos. Se llamarán linealmente inde- 
pendientes si no son linealmente dependientes, es decir si de 
[60-3] se deduce h = A 2 = h = ... = X» = 0. 

EJBMPLO. Si ai = 0, los vectores ai, a a , ...» a. son linealmente de- 
pendier.tes, pues se verifica [60-3] con Ái = 1, Xa — á s — ... á. — . 

b) Los siguientes teoremas caracterizan geométricamente 
los conceptos de combinación lineal y dependencia lineal. 

Teor. 1. Condición necesaria y suficiente para que dos 
vectores ax y a 2 sean paralelos es que sean linealmente depen- 
dientes. 

Si uno al menos de los vectores es nulo, ambos son paralelos (§ 60-1, 
nota 1) y linealmente dependientes (a, ej.). Si son ambos no nulos el 
teorema es inmediato, pues 

Áiai + X 2 aa = 0, (Ái+0), equivale a ai = (—WXi)a a . 

Si varios vectores libres son paralelos a un mismo plano, 
los llamaremos coplanares, pues en tal caso pueden represen- 
tarse en un mismo plano. 

Teor. 2. Dados dos vectores e a y e 2 no paralelos (y por 
lo tanto no nulos), toda combinación lineal es coplanar con 
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cllos, y recíprocamente, todo vector r coplanar con y e 2 pue- 
'lv cxpresarse unívocamente como combinación lineal de ellos. 

Dem. l^) Es XkC k paralelo a e*, y los vectores Xie,, X 2 e 3 y Xie, + 

| XnCa son coplanares, pues con ellos puede formarse un triángulo. 

2 9 ) Se demuestra geométricamente 
que todo vector r coplanar con ei y e a pue- 
de descomponerse en una suma r = ri + r 2 
de dos vectores paralelos a e, y e 3 (fig. 
195), y como por § 60-1, 6, es r,= X,ei, 
r 2 = >, a e 2 , resulta 

[60-4] r = XiGi + X 2 e a . 

Si r = Á'iei + X' a e 2 resulta de [60-4] 

(ta— X\) e, + (ta — Á' 2 )e a = 0, 

pero al ser ei y ej no paralelos, son lineal- 
mente independientes por el teorema 1, y 
entonees X\ = Xi, X' a = h, es decir, la ex- 
presión [60-4] es única. 

Teor. 3. Condición necesaria y 
suficiente para que tres vectores ai, 
a 2 , a 3 sean coplanares, es que sean 
linealmente dependientes. 

Dem. I 9 ) Si dos de los vectores, por ejemplo a 2 y a 3 , son paralelos, 
los tres son coplanares, y linealmente dependientes por serlo el subcon- 
junto ]a 2 , a 9 [ por el teorema 1. 

2 1 - 1 ) Si a a y a 3 no son paralelos, la relación lineal 

Xiai + X 2 a 2 + X 3 b 3 = 0, (Xi 0, teor. 1), 

oquivale a a, = (— ta/Xi)a a + (—ta/Xi)a 3 , lo que a su vez por el teorema 
2 oquivale a que a, es coplanar con a 2 y a 3 . 

En forma análoga al teore- 
ma 2 ae prueba, como se indica 
'.ísencialmente en la figura 196: 

TEOR. 4. Dados tres vecto- 
rcs e,, e 2 , e 3 no paralelos a un 
mismo plano, cualquier vector 
del cspacio euclídeo de tres di- 
mc.nsiones puede expresarse 
nnívocamente como combina- 
ción lincál de ellos: 

160-5] r = Xiei -f- X 2 e 2 -f- X 3 e 3 . 

Oonsecuencia de los teoremas anteriores es: 

Tisor. 5. En el espacio euclídeo de tres dimensiones, cua- 
Iro (o más) vectores son siempre linealmente dependientes. 

BfiHta tomar tres do ellos y aplicar el teorema 3 ó el 4 según áean 
o iio cofilanures. 



Fiff. 196. — Expresión de un vector co- 
mo combinación de tres no coplanares, 
previa descomposición: r = r 0 + r s = 
= r ! + r 2 + r 3 = XiC, + X 2 e a + X 3 e 3 . 
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Notas : 1. Los conjuntos: E,, de todos los vectores de (paralelos a) 
una recta; E 2 , de los vectores de (paralelos a) un plano; E 8 , de todos 
los vectores del espacio euclídeo de tres dimensiones; forman grupos 
abelianos (§ 5-12, b) respecto de la suma, y se cumplen para esta opera- 
ción y el producto por un número real las leyes distributivas, asociativa 
y modular: 

[60-6] X(a + b) = la + M>; (X + M-)a = Xa + na; 

[60-7] (Ma = A.(|xa); 

[60-8] 1 . a = a. 

Por consiguiente (Cap. II, nota III, b), Ei, Ea y E 3 son espacios vecto- 
riales o lineales respecto al cuerpo de los números reales. Ver tambien 
nota I de este capítulo. 

2. De los teoremas 1 a 4 resulta que un vector e, =+ 0 es una base 
(Cap. II, nota III, b) para el espacio Ei de los vectores paralelos a él; 
dos vectores ei y e 2 no paralelos forman una base para el espacio E 2 de 
los vectores coplanares con ellos; y tres no coplanares ei, e 2 , e 3 una base 
del espacio E,. Entonces (Cap. II, nota III, b) E,, E 2 y E 3 son espacios 
vectoriales de 1, 2 y 3 dimensiones respectivamente. Ver también nota I. 

3. En la definición axiomática de espacio vectorial, el vector 0 es 
el módulo del grupo aditivo. Dicho módulo coincide con 0. c para un 
vector c arbitrario, pues en virtud de [60-8] y la segunda [60-6] es 
c = (1 + 0) c = c + 0 . c y basta sumar a los miembros extremos el ín- 
verso de c en el grupo aditivo para obtener por la ley asociativa de la 
suma 0 = 0.c. De aquí deducimos que el vector opuesto (— 

al b es también su inverso en el grupo aditivo, pues b + ( b) — 
= (1 —l)b = 0.b = 0. 

Por tanto, aplicando la propiedad asociativa de la suma, se prueba 
que la diferencia definida en [60-1] es la operación inversa de la suma, 
P ues 

d + b= (a — b) + b = a + (— b) + b= a + 0_a. 

Recíprocamente, si se define la diferencia d como operación inversa 
de la suma d + b = a, basta agregar —b a ambos miembros para obte- 
ner [60-1]. , 

3. Expresión en coordenadas. — a) Consideremos un siste- 
ma de coordenadas cartesianas ortogonales en el espacio 
0{x,y,z), determinado por tres ejes por O, dos a dos perpen- 
diculares, y una unidad sobre cada uno: OA, OB, OC, que en 
adelante y mientras no se diga lo contrario, supondremos igua- 
les (fig. 197, a). Con esto sabemos por Geometría analítica * que 
a cada punto del espacio corresponde una terna de números 
reales (sus coordenadas) y recíprocamente. Recordemos tam- 
bién que dos ternas ortogonales O (x,y,z) y O'(x',y',z') no 
siempre se pueden superponer ordenadamente mediante un mo- 
vimiento; por ejemplo, no puede superponerse ordenadamente 
una terna con su imagen en un espejo. Por ello convendremos 
en clasificar los sistemas de coordenadas cartesianas en direc- 
tos e inversos como lo indica la figura 197, donde los ejes x y x' 
se suponen hacia adelante. 

Adoptaremos el sistema directo, llamado también destror- 

* Ver, por ejemplo, J. Rky Pastor, L. A. Santaló y M. Balanzat, Geometría ana~ 
litica (Kapelusz, Buenos Aires, 19)6), § 33. 
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sum, dextrógiro o inglés', el segundo se llama también sinis- 
trorsum, levógiro o francés. 

b ) E1 sistema de coordenadas queda determinado por el 
origen 0 y los versores en la dirección y sentido de cada eje 
(versores fundamentales) : i = OA, j = OB, k = OC. 



ii) Sistema dirccto: el observador situado se- 6) La imagen especular de un aistema 
Ktín Oz ve superponerse Ox con Oy girando directo forma un sistema mverao. 

un Angulo menor que un llano en el sentido 
positivo de la trÍKonometría. 


Un sistema cualquiera (no necesariamente ortogonal) que- 
da determinado en la misma forma, con la única condición de 
que los versores fundamentales no sean coplanares. 

Como consecuencia del teorema 4 de § 60-2, cualquier vec- 

tor a del espacio euclídeo tri- 
dimensional se puede expre- 
sar unívocamente como com- 
binación lineal de los verso- 
res fundamentales i, j, k (fig. 
198): 

[60-9] a = oii -f- «- 2 j 4* ^sk 

que llamaremos expresión li- 
neal del vector a en el siste- 
ma 0(i, j, k). Los vectores 
<Xii, a 2 j, a-sk (o también los 
números reales a u a 2 , a 3 , cfr. 
§ 60-4) suelen llamarse com- 
ponentes del vector a respec- 
to del sistema O (i, j, k). 
Dados varios vectores por sus expresiones lineales, es muy 
lYicil formar sumas, diferencias y otras combinaciones lineales 
con ellos. 



KJBMPLO. Si a = 3i — 2j + k, b = i + 3j — 2k, tendremos: 

3» — 2b = 3(3i — 2j + k) — 2(i + 3j — 2k) = 7i — 12j + 7k. 
Conviene ordenar los cálculos escribiendo en columna los vectores y 
fmnl.o u cadu uno el rcspectivo coeficiente numérico: 


§ 60 -4 
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3) a = 3i — 2j + k 

—2) b = i + 3j — 2k 

3a — 2b = 7i — 12j + 7k. 

Nota. E1 vector a = PQ de origen P (*„ y it sh) y extremo Q (x a , y*, z%) 
tiene por expresión lineal 

[60-10] a = (*■ —*i)i + (2/3 — 2/i) j + (za — sh)k. 

En efecto, es a = OQ — OP siendo 

OQ = xá + y 2 j + a¡k , OP = xd + yij + zik. 

4. Proyección de un vector sobre un eje. — Un eje es una 
recta orientada, es decir, una recta sobre la cual se ha fijado 
un sentido, indicado por una flecha; por ejemplo, los ejes de 
un sistema de coordenadas. 

Llamaremos medida de la proyección (ortogonal) a e de un 
vector a = PQ sobre un eje e, o comyonente o valor del vector 
en la dirección y sentido del eje (cfr. § 60-3, b), a (la medida 
de) la longitud del segmento orientado P'Q' determinado por 



Fig. 199. — o, > 0, pues P'Q' tiene el sentido de e, en cambio b, < 0. 


las proyecciones del origen y extremo de a. E1 signo será + 
ó — según que dicho segmento esté orientado en el sentido del 
eje o en el sentido contrario (fig. 199). 

Teor. 1. La medida de la proyección de un vector sobre 
un eje es igual al yroducto del módülo del vector yor el coseno 
del ángulo que el eje forma con dicho vector: 

[60-11] a e = a.coscp. 

En efecto, en el triángulo rectángulo PQ"Q (fig. 199), se 
tiene 

a e = P'Q' = PQ" = PQ • cos tp = a-coscp. 
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Para medir el ángulo 
cp = (e, a) deben tener- 
se en cuenta los senti- 
dos del vector y del eje 
[fig. 199, ip = (e, b)]. 

Es inmediato (fig. 
200) el siguiente teore- 
P' Q' P/ e ma: 

F¡g. 200 . — | a + b |, = a e + b,. Teor. 2. Lu proyec- 

ción de la suma de dos 
(o más) vectores es igual a la suma de las proyecciones de los 
mismos : 

[60-12] |a + b | e = a e + b e . 

5. Multiplicación escalar. — a) Definición y propiedades. — 
Se llama producto escalar o interno a. b de dos vectores, al 
escalar 

[60-13] a . b = ab cos(a, b) , 

producto de los módulos por el coseno del ángulo de los vec- 

tores. 

De b cos(a, b) = b„ y a cos(a, b) = acos(b, a) = a b (§ 60-4, 
teor. 1) resulta 

[60-14] a . b = ob a — ba b , 

es decir: el producto escalar de dos vectores es igual at módulo 
de uno de ellos por la proyección del otro sobre él. 

De la definición [60-13] resulta la propiedad conmutativa 
y la asociativa con la multiplicación por un número: 

í 60-15] a.b = b.a , 

[60-16] (Áa) . b = a . (lb) = Á(a.b). 

De [60-14] y el teorema 2 de § 60-4 resulta la distributi- 
vidad respecto de la suma vectorial; en efecto 

rcnivT a. (b + c) = a|b + c | a = a(b a -\-c á ) = 
l bü - 17 J = ab a + ac á = a.b + a.c. 

b) Expresión en coordenadas. — Para los versores funda- 
mentales (§ 60-3, b) de un sistema ortonormal de coordenadas, 
se tiene por [60-13] : 

[60-18] i.i = j.j = k.k = 1 , i.j = j.k = k.i = 0. 
Por consiguiente, si 

[60-19] a = ad + a<¿ j + a 3 k , b = b-d + b 2 ] + 6 3 k , 

tendremos por [60-17] y [60-16]: 

[60-20] a .b = a.]6i + a<¿b 2 + a a b$. 
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Nota 1. Si a y b se expresan como combinaciones lineales de tres 
vectores ei, e 2 , e 3 no coplanares 

a = u¡e¡ + a^e i + CC 3 G 3 , b = + b 2 e 3 + 6ae 3 , 

resulta para el producto escalar la forma bilineal (ver nota II, a a ) 
a . b = Zgikd.bk , con g lk = e¡ . e k = g k ¡ , 
componentes del determinante simétrico (llamado determinante de Gram 
de la terna e,, e 2 , e 3 ) g = det \ g¡ k ¡- > 0, pues veremos (§ 60-7, nota) que 
es igual al cuadrado del volumen del paralelepípedo construído sobre ei, 
e 2 , e 3 como aristas. 

c) Condición de perpendicularidad. — De [60-13] resulta 
que ía condición necesaria y suficiente para que dos vectores 
no nulos a y b sean perpendiculares es (cfr. nota II, a 3 ) 

[60-21] a.b = 0. 

Nota 2. Esto nos muestra que el producto escalar admite divisores 
del cero (cfr. § 5-12, c). Por otra parte, como un vector (no nulo) no 
puede ser perpendicular a todo vector del espacio, se tiene la llamada 
condición de plenitud (cfr. § 97-7) : 

[60-22] Si a . b = 0 cualquiera que sea a, es b = 0. 

d) Módido y cosenos directores. — dO Llamaremos norma 
o cuadrado escalar de un vector a, al producto escalar del vec- 
tor por sí mismo, indicado por a- = Na. De [60-13] resulta 
a 2 = a . a . cos 0 = ai 1 , es decir: la norma es igual al cuadrado 
del módulo. Se deduce entonces de [60-20] (con b = a) la ex- 
presión del módulo 

[60-23] a = + y/ar + a<¿ ¿ + a-¿f. 

d¿) Si llamamos cxi, a 2 , a 3 a los cosenos de los ángulos que 
los ejes de coordenadas forman con a (cosenos directores), se 
tiene proyectando sobre éstos: 

[60-24] a x = acos (i,a) = aa^ , a<¿ = aa¿ , a 3 = aa 3 , .'. 
[60-25] a t = a~'a r , a 2 = a~'a-¿ , a 3 = a~'a-¿ ; 

es decir: los cosenos directores de un vector a son las compo- 
nentes de su versor cr n a. Éste se expresa entonces en la forma: 

[60-26] cr 1 a = aii + a 2 j + a 3 k. 

Diremos “dirección [ai, a 2 , a 3 ]” para caracterizar una^ di- 
rección y sentido por un versor a x i + a 2 j + a 3 k. Si tres núme- 
ros son proporcionales a los cosenos directores a^, se llaman 
parámetros 0 coeficientes directores del vector a, 0 de su direc- 
ción. En especial lo son las coordenadas 0 componentes a¡. 

De [60-26] resulta la relación fundamental entre los cose- 
nos directores de una dirección: 

[60-27] ai 2 + a 2 2 + a B 2 


= 1. 
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«) Ángulo de dos vectores. — De [60-13], [60-20] y [60-23] 
roBulta: 


160-28] cos (a, b) = 


ci\b\ -j- cbzbz -|- ct.363 

\ja i 2 + a 2 ¿ + a 3 2 V&i 2 + & 2 2 + V 


o l>ien en base a los cosenos directores, con [60-26] y su aná- 
Ioru b-'b = pj + |3 2 j +p 3 k, 

[60-29] cos(a, b) = a x pi + a 2 p 2 + 03 ^ 3 - 

En algunos casos interesa expresar sen(a, b). Restando de 
lu igualdad l=(ai 2 + a 2 2 + a 3 2 ) (fb 2 + p 2 2 + (3 3 2 ), la que resulta 
de elevar al cuadrado ambos miembros de [60-29], se obtiene 
después de simplificar: 

rcn ofli sen 2 (a, b) = (a 2 p 3 — a 3 p 2 ) 2 + (a 3 pi — ai§ 3 ) 2 + 
[6 °' 30] +(a 1 0 2 -a 2 fl 1 ) 2 . 


Nota 3. Por cumplir el producto escalar las condiciones [60-16], 
[00-16], [60-17], [60-22] se dice que los espacios vectoriales Ea, Ej, E« 
(8 60-2, notas 1 y 2) son euclídeoa (nota II, a t ), y propiamente euclídeos 
(notu II, b) por ser la norma definida positiva Na = a.a> 0 y sólo = 0, 
h¡ a = 0. Én muchos textos se designan como espacios seudoeuclídeos a 
lott euclídeos que no lo son propiamente. En la nota II se generaliza el 
concepto de espacio euclídeo para un número cualquiera de dimensiones, 
definiéndose el ángulo mediante el producto escaiar. 

f) Trabajo de una fuerza, — Si un vector F representa una fuerza 
coiiHtante, y otro e el desplazamiento de un punto al que se aplica, el 
producto escalar F.e representa el trabajo, por ser igual al desplaza- 
mlento por la componente de la fuerza sobre él. 


6. Multiplicación vectorial. — a) Llarrmremos producto vec- 
t.orial o externo a A b de dos vectores, a otro vector p de mó- 
dulo p = | a A b | = a . b sen(a, b), perpendicular al plano (a, b), 
y que forma con a y b un triedro (a, b, p) del mismo sentido 

que el elegido para el triedro de 
, coordenadas (§ 60-3, a), en nuestro 

p QAb caso, directo. 

E1 módulo del producto vectorial 
es, por lo tanto, igual al área del pa- 
ralelogramo construído sobre los dos 
vectores (figura 201). 

A1 permutar a y b cambia el sen- 
b tido del triedro, luego: 

V" [60-31] aAb = — bAa. 

\ p |aAb| b) Condición necesaria y sufi- 

\ \ ciente para que dos vectores a y b 

V ..sean paralelos es a A b = 0. En par- 

ticular a A a = 0. 


i' tir. 201 
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Una condición más sencilla de paralelismo, que resulta de 
§ 60-2, teór. 1, es que existan X y \i tales que AUi + F>i — u > 
0 sea si &i + 0: 

ajb\ = a 2 /o 2 = a$/o$ , 

y si por ejemplo 61 = 0 : a\ — 0 , 02/62 = ajbs- 

c) Probaremos que el producto vectorial de los vectores 
[60-19] está dado en forma de determinante por: 


* ^ a 2 a 3 . , 03 » 11 4 . a i a 2 . 

[60-32] a A b = Oi o 2 a 3 = ^ 1 + ^ &i |3+ bl ’ 

b\ 6 2 63 

para lo cual bastará verificar que este vector cumple las con- 
diciones de la definición dada en a). 

ci) El cuadrado del módulo es: 

(ctaÓ« — OtbaY + {Oabi - Oíbz ) 3 + («ífea Oj&i) 3 , 

expresión que mediante [60-24J, su análoga para el vector b, y [60-30], 
se reduce a a 3 6 a sen* (a, b). 

c») Es perpendicular a a y a b pues, por ejemplo, su producto es* 







Ui 

Oa 

a a 

I a« 

| bi 

Ot I 

Oi + 

0« 1 

Os 

b , 

Oi „ , 

, Oa + 

Oi 

| Ox 

1 bx 

* a 3 = Oi 
ba 1 bi 

a 2 

bt 

ffia = 0. 

b 3 


c 3 ) Para ver que el sentido es el que corresponde al triedro de coor- 
denadas basta aplicar [60-32] al caso a = i, b = j. Resulta 

i i k 

iAj = 10 0 = k. 

010 

A1 variar las componentes de a y b en [60-32], por continuidad el 
sentido de la terna será siempre el mismo. 

d) De la expresión en coordenadas [60-32] y la regla de 
descomposición de un determinante en suma de otros de ígual 
orden (§ 13-4, Ci), resulta la propiedad distributiva 

[60-33] aA(b + c) = a Ab + aAc. 

e) E1 área del triángulo de vértices P(»j, Vi,Zi), Q{xt,ya,z a ), 
R(x 3 , Va, z,) es por a) , [60-32], § 60-3, nota, y [60-23] 

S = M PQAPR I = 


— + 1 / y» — yi z« — Zi ' x« —Xi z« — Zi + x« —Xi y 2 —yi 

2 f y« — yi Z 3 — Zi X 3 — Xi Z3 — Z, Xa Xi y« yi 

Cada determinante de segundo orden representa el área de la pro- 
yección del rectángulo construído sobre los vectores, sobre una cara del 
triedro de coordenadas. 

f) E1 producto vectorial se ha introducido como una generalización 
natural del momento de un vector a fijo, o bien axial (§ 60-1, nota á) 


y« — yi z 3 — zi | 


Xa — xi y 2 — y, 
xs — xi y« — y, 
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tlc un punto P, al cual podremos ahora definir como producto 
rccloi itil dcl vector que tiene el origen P y el extremo en la recta de a, 
i>or ol veotor a. 

1)(> |(i()-!53] resulta: el momento de una suma de vectores es la suma 
ilc huk momentos. 

g) Notaciones vectoriales. — Todavía se usan diversas notaciones 
pui u el producto vectorial, única operación nueva de la Aritmética vec- 
Itirinl, ya que el producto escalar, por ser generalización del producto de 
númcros, debe designarse como se hace en Álgebra, es decir, con un punto 
t» Hin signo ninguno, de igual modo que la adición y la sustracción se 
Higuen representando por + y —. 

E1 signo A de Burali-Forti es usado por los autores italianos y 
l.umbión por algunos de otros países (Butty, Garnier, Lainé, ...). Al- 
gunos alemanes siguen usando la notación (A.B) para el producto esca- 
lnr y la [A . B] para el vectorial. 

E1 cómodo signo X se va imponiendo en los libros modernos france- 
ittin (Juvet, Veronnet, ...), alemanes (Kowalewski, Lagally, ...), 
cHpañoles, etc., aunque por usarse también en muchos textos, sobre todo 
italianos, para representar el producto escalar, puede dar lugar a confu- 
Hiones. Para evitarlas, representamos el producto escalar por el punto . 
y el vectorial por A que cuando son usados tienen para todos los autores 
CHtos significados. 

7. Productos reiterados. — a) E1 vroducto mixto (aAb).c 
PH un escalar cuya expresión en coordenadas se obtiene aplicando 
[60-20] a los vectores [60-32] y c = Cii+ c 2 j + c 3 k: 

a\ a<¿ a¡\ 
b\ &3 
C\ c 2 c z 

Como la otra manera de asociar los factores, aA(b.c), ca- 
rcc.t' de sentido, puede omitirse el paréntesis. Puesto que un 
detorminante de tercer orden no altera permutando cíclicamen- 
l.o las filas, resulta 

160-34] aAb.c = bAc.a = a.bAc , 

por lo cual pueden suprimirse también los signos A y . , indi- 
cMtnlo (4 producto mixto así: (a, b, c). 

I'j'I ¡iroducto mixto es en valov absoluto igual al volumen 
drl varalelepívedo construído sobre los tres vectores como aris- 
las coucurrentes , indicando su signo el sentido directo (+) o 
inverno (■—) del triedro formado vor ellos. En efecto, si 
íi a b p, tendremos por [60-14], (a, b, c) = p . c = pc p , repre- 
Houl.ando (4 primer factor la base (§ 60-6, a) en sentido di- 
rocto, y (4 sogundo la altura orientada, del paralelepípedo en 
cuestión. 

I’nr consiguiente: condición necesaria y suficiente pcoct gue 
trcn vectores sean coylanares, es que se anule su yroducto 
mixto. 


(a A b). c = 


a<¿ cc 3 1 

ba bz 


a\ a 2 1 
b\ b¿ 
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Nota. Multiplicando por filas (§ 13-6) los determinantes que expre- 
san en coordenadas los productos mixtos, se tiene por [60-201 


a. a' 

a. b' 

a. c' 

b. a' 

b.b' 

b. c' 

c. a' 

c. b' 

c. c' 


este determinante, formado por productos escalares, se llama determinante 

( cL b c \ 

a' b' c' ) ’ y 6S enton ' 

ces igual al producto de los volúmenes de los paralelepípedos construídos 
sobre cada terna, con signo + ó — según que ambas tengan igual sen- 
tido o no. Si las dos ternas coinciden se tiene el determinante^ de Gram 
ya considerado en § 60-5, nota 1; G(a, b, c) ^ 0, y sólo = 0 si a, b y c 
son coplanares. 

b) E1 doble producto vectorial a A (b A c) es un vector situado en 
el plano (b, c) por ser normal al vector bAc que a su vez es normal al 
plar.o. Será entonces (§ 60-2) combinación lineal de b y c, y se demues- 
tra (ver ejercicio 21 de § 60) que 

.r-, . * /U * _ I b C 


[60-35] 


a A (b A c) = 


a . b a . c 


8. Aplicaciones: rectas y planos. — a) Recta y ylano en 
formas vectorial y yaramétrica. — <x t ) Recta. — Una recta 
queda determinada por la condición de pasar por un punto 
Po(^ 0 , yo, Zo) y ser paralela a un vector a = aj + a 2 j + a 3 k + 0. 
Es P (x,y,z) un punto de la recta si y sólo si son pa- 
ralelos los vectores P 0 P y a, y entonces (§ 60-2, teor. 1) 
P 0 P = wa. o llamando r 0 = OP 0 , r = OP a los vectores que si- 
túan los puntos P 0 y P con respecto al origen O 
P 0 P = OP — OP 0 = r — r 0 = wa. 

Así, resulta 

[60-36] r = r 0 + u& , (a + 0) , 

llamada ecuación vectorial yaramétrica de la recta. Para cada 
valor del yarámetro u se tiene un punto P de la recta, dado 
por el vector que lo sitúa desde el origen, y recíprocamente. 

Notas: 1. En un espacio vectorial E„ (nota I) los vectores r — r 0 for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota I, ct.-,) de una dimension, sien- 
do a una base. Por tal razón los vectores r dados por ^ [60-36] defmen 
(nota I, ao) una variedad lineal de una dimensión, tambien llamada linea 

2. En E 3 , [60-36] es equivalente a poner (r — r„)A a = 0, es decir: 

» j k 

x — x 0 y — y o z — z 0 =0. 

(ii a 2 a 3 

Ejercicio 1. Condiciones para que [60-36] y 
[60-37] r = ri + ub , (b + 0) , 

representen la misma recta. 


Proyectando [60-36] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k sucesivamente, se obtie- 
nen las ecuaciones yaramétricas de la recta 

[60-38] x = x 0 -\-ua\ , y = y 0 + ua^ , z = z 0 -\-ua*. 
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Si a es unitario o normal (§ 60-1, b), de componentes (co» 
hcuob directores, § 60-5, d x ) ai, a 2 , a 3 , se tienen las ecuaciones 
paramétricas normalizadas 

[60-39] x = x 0 + uax , y = Vo + ua 2 , z = z 0 + wa 3 . 

Nota 3. E1 parámetro u en [60-36], [60-38] ó ['60-39] es la abscisa 
Mobre la recta, en un sistema de origen Po, unidad a = | a |, y sentido e 
de n. En particular, en [60-39] es u = distancia entre Po y P. 

a 2 ) Plano. — Un plano queda determinado por la condi- 
ción de pasar por un punto P 0 (x 0 ,y 0 , z 0 ) y ser paralelo a dos 
vectores no paralelos, o sea_ (§ 60-2, teor. 1) linealmente m- 
dependientes a = aá + a 2 j + a 3 k y b = 6ii + & 2 j + o 3 k. Us 
P (x,y,z) un punto del plano, si y sólo si son coplanares los 
vectores P 0 P, a y b, o sea (§ 60-2, teor. 3) si y sólo si existe 
entre ellos una relación lineal. En ella ha de ser no nulo el coe- 
ficiente de P 0 P, pues de lo contrario serían a y b hnealmente 
dependientes contra lo supuesto; entonces puede despejarse 
P 0 P = OP — OP 0 = r — r 0 dando 

r — r 0 = wa + ■yb , 

o sea 

[60-40] r = r 0 + ua + vh , 

(a, b linealmente indeyendientes), 

llamada ecuación vectorial paramétrica del plano. Para cada 
par de valores de los parámetros u, v, se tiene un punto P 
del plano, dado por el vector que lo sitúa desde el ongen, y 
recíprocamente. 

Notas : 4. En un espacio vectorial E„ (nota I) los vectores r ro for- 
man un subespacio vectorial o lineal (nota I, ct 5 ) de dos dimensiones, 
HÍendo a, b una base. Por tal razón los vectores r dados por [60-40J 
definen (nota I, a e ) una vanedad lineal de dos dxmensiones, tambien lla 

mada plano. . . , . _ n 

5 . En E a , [60-40] es equivalente a poner (r — r 0 ) . (a a b) — u, es ae 

cir (§ 60-7): 

x — x 0 y — í/o z — z 0 

«1 Ct: a e — 0. 

bi b e bi 

Ejercicio 2. Condición para que [60-40] y 

|(50-41] r = ri + mc + vd , (c, d linealmente independientes), 

rcprosenten el mismo plano. 

Proyectando [60-40] sobre cada eje de coordenadas, o sea 
multiplicando escalarmente por i, j, k, se obtienen las ecuacio- 
ncs paramétricas del plano 

1 60-42] x = x 0 + ua x + vb x , y = 2/ 0 + Wh + » 

z = z 0 -\- ua z vb 3 . 

NOTA 6. Los parámetros u, v en [60-40] ó [60-42] son coordenadas 
cartcnianas en el plano, en un sistema de origen Po y vectores de refe- 
rcnciu a, b. 
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b ) El plano como variedad ortogonal. Otras formas de la 

ecuación del plano. — b i) Un plano en E 3 queda también de- 
terminado por la condición de pasar por un punto P 0 (a: 0 , y 0 , z 0 ) 
y ser perpendicular a un vector n = n x i + n 2 j + % 3 k + 0. E1 
punto P(x,y,z) estara en el plano si y sólo si son perpendi- 
culares los vectores n y P 0 P = OP — OP 0 = r — r 0 , o sea 
(§ 60-5, c) si y sólo si 

[60-43] (r — r 0 ) . n = 0 , (n + 0) 

llamada ecuación vectorial del plano como variedad ortogonal. 
Si n es unitario, el primer miembro de [60-43] representa la 
distancia de P al plano [60-43] (§ 60-5, a). 

En el plano, [60-43] representa la recta perpendicular al vector n 
por el punto P 0 tal que OP« = r 0 . 

En un espacio vectorial E» (nota I) los vectores r — r<> son por 
[60-43] todos los ortogonales a n (o al subespacio vectorial Ei de base n) 
y forman un subespacio E«-i de n — 1 dimensiones, llamado subespacio 
ortógonal de n (o de Ei). Entonces los vectores r forman (nota I, Oo) una 
variedad lineal, que por tener dimensión n — 1 se llama hiperplano. En el 
espacio E 3 los hiperplanos son los planos; en el plano los hiperplanos son 
las rectas (nota 5). 

Ejercicio 3. Condición para que [60-43] y 
[60-44] (r — ri) . m = 0 (m^O) , 

representen el mismo plano. 

Expresando [60-43] en coordenadas (§ 60-5, b) se tiene la 
ecuación cartesiana del plano por un punto 

[60-45] (x — x 0 )n x + (y — y 0 )n 2 + (z — z 0 )n 0 = 0 , 

donde n x , n 2 , n 3 son parámetros directores (cosenos directores 
si n es unitario) de la normal al plano; se los llama también 
parámetros directores (cosenos directores) del plano. 

Ejemplo 1. E1 plano por P 0 (l, 0,—2) y perpendicular al vector 
n : ;{i — 4j + Ok tiene por ecuación: 

‘¿(x — 1) — Ay + 0(2 + 2) = 0 ó 3x — 4y — 3 = 0. 

Sus cosenos directores (cosenos directores de la normal) son 3/5, 
4/5, 0, y entonces el plano es paralelo al eje z (por ser su normal n 
perpendicular a z). 

b.¿) Ecuación normal o hessiana. — Por la distributividad 
del ]>roducto escalar (§ 60-5, a) puede escribirse [60-43] en 
la forma 

160-46] r . n = r 0 . n , 

y observando que si n es unitario: 

l^) Sus componentes son los cosenos directores del plano, 
i|m‘ llamaremos ai, a 2 , a 3 ; 
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29) r 0 .n, por ser (§ 60-5, a) la proyección de r 0 sobre n, 
díi ln distancia y del origen 0 al plano (medida desde 0 al 
plano en el sentido elegido para n); tendremos: 

[60-47] xa x + ya .2 + za 3 = V • 

En esta ecuación, llamada 
normal o hessiana, la distancia 
de O al plano es y > 0 si se 
elige n hacia el semiespacio 
que no contiene el origen O 
(fig. 202). 

Nota 7. En el plano, la ecua- 
ción normal o hessiana de la recta 
es (cfr. nota 5) 

[60-48] xcti + yo.i = p , 

siendo p la distancia del origen O a 
la recta, y «i, aa los cosenos direc- 
tores de su normal. 

ó 3 ) Ecuación general. Cosenos directores y distancia a un 
yunto. — Vimos (b u b 2 ) que un plano se representa por una 
ecuación de yrimer grado en x, y, z. Reciprocamente, toaa 
ecuación de primer grado 
[60-49] <HX + a 2 y + a & z + = 0 

con a u a 2 , a z no simultáneamente nulos, representa un plano, 
por lo cual se llama a [60-49] ecu ación general d el ylano. En 
efecto, dividiendo [60-49] por ± \/a x 2 + a 2 2 -\- <h 2 se la lleva a 
la forma normal [60-47], y entonces los coeficientes a u a 2 , a z 
son parámetros directores del plano [60-49] siendo sus cose- 
nos directores, y la distancia del origen a él, dados por: 



[60-50] <x, = 


± V cti 2 + ct-2 2 + a z ¿ 


(i = 1, 2, 3); 


[60-51] 



En general (cfr. nota 8) elegiremos el signo de las raices 
de modo que resulte p > 0 (cfr. b 2 ). En la aplicación practi^ 
c.h importante recordar que si un coseno director resulta pos 
tivo (negativo) se refiere a un ángulo agudo (obtuso). 


EJEMPLO 2. Sea el plano 2x — + 5. , , j. 

I,n ecuación no es normal, pues la ra íz de la suma de cuadrados d 

1„, cooficiontea directorea ea V4 + 9 + S6 = 7. pero se convierte en nor- 
mal dividiendo por 7 y resulta: 

2x JVy__ 6*_L 

“7 7 + 7 “ 7 * 
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Los cosenos directores son: 2/7, —3/7, 6/7, y la distancia del origen 
al plano es 6/7. 

Nota 8. En los haces de planos paralelos conviene adoptar para to- 
dos éstos los coeficientes ai de uno (lo que equivale a fijar un sentido 
en la normal) y entonces toma p valores positivos o negativos según la 
posición del plano. 


La distancia entre dos planos paralelos: 

a& + a 2 y + a 3 z + a 4 = 0 ; a x x + a 2 x + a 3 x + a\ = 0 

es por consiguiente a\ — a 4 si estas ecuaciones están en forma 
normal. En caso contrario, habrá que dividirlas precisamente 

( Xq, y 0 , z 0 ) al plano [60-49] se ob- 
tiene trazando por este punto el plano paralelo 

a x (x — * 0 ) + a 2 (y — y 0 ) + a 3 {z — z 0 ) = 0 , 

o sea 

[60-52] a x x + a 2 y + a 3 z = a x x 0 + a 2 y 0 + a 3 z 0 , 

y la distancia del punto al plano [60-49] es la distancia entre 
los planos [60-49] y [60-52], es decir 


por Va-i 2 + a 2 * + a 3 2 . 
La distancia del 


[60-53] 


a x x 0 ± a 2 y 0 a 3 z 0 ± a± 
\/a> + a 2 2 + a 3 2 ~ 


Luego, la distancia de un yunto a un ylano es el valor que 
toma en ese yunto el cuatrinomio de la ecuación normál. 

Para x 0 = y 0 = z 0 = 0 se obtiene el signo de d en [60-53] 
que corresponde al lado del plano donde está el origen, una vez 
fijado el signo del radical del denominador. 


óí) Casos particulares. — l 9 ) La condición para que el plano [60-49] 
pase por el origen es a t = 0, es decir que se anule el término indepen- 
diente (cfr. fe 2 ). 

2 ^) Si y sólo si en [60-49] falta una variable, es decir se anula su 
• imficiente, el plano es paralelo al respectivo eje de coordenadas. Por 
i'jrmplo si a 3 = 0, la ecuación 

a¡x + a 2 y + a 4 = 0 , 

iiun oii ul plano (x, y) representa una recta s, representa en el espacio 
( >•,//, ) un plano por s y paralelo al eje z, pues si Po(»o,2/o) es un 
piiiilo ili' h, satisfacen a la ecuación todos los puntos del espacio ( Xo,yo,z) 
i i>ii ni liitrario. Cfr. ejemplo 1. 


ó n ) Plano yor tres yuntos. — Dados tres puntos no alinea- 
doH (x u y x ,z x ), (x 2 ,y 2 ,z 2 ), (x 3 ,y 3 ,z 3 ), la ecuación 


X 

y 

z 

1 

X x 

2/i 

z x 

1 

x 2 

2/2 

Z 2 

1 

x 3 

2/8 

z 3 

1 



160-54] 


= 0 
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(>s <l<* primer grado y se satisface por las coordenadas de los 
I res puntos; luego, representa el plano determinado por éstos. 
Otro modo de escribir la misma ecuación es: 

x — Xx y — yi z — zi 

[ 60 - 55 ] x 2 — xx y 2 — yi z 2 — zx =0 

x 3 — x x y 3 — y\ z 3 — Zi 

que se deduce restando la segunda fila de cada una de las 
otras. 

Wjemplo 3. Plano determinado por los puntos (2,—1,5), (4,0, 3), 

(1.2,1). 

x — 2 y + 1 2 — 5 

2 1 —8=0. 

— 1 3 —4 

Notas: 9. En el caso en que la ecuación [60-54] o su equivalente 
[60-55] tenga todos los coeficientes nulos, es decir, sean nulos los tres 
menores complementarios de los elementos de la primera fila de [60-55J 
y por tanto se verifique: 

Xi — a?i _ V'i — Vi _ z 3 — Z' 

x 3 — x 1 ~ 2/3 — 2/1 **— Zi 

están alineados los tres puntos en virtud de [60-39]. 

10. Los puntos V(x,y,z) y P< (x t , y¡, z<), (i = 1 , 2 , 3 ), son coplanares 
8i y sólo si lo son los vectores PiP, P 1 P 2 , P 1 P 3 y asi resulta tambien de 
§ 60-7, a, la ecuación [60-55] y su equivalente [60-54]. Esta deduccion 
muestra también que para cualquier punto ¥(,x,y,z), el volumen del te- 
t.raedro de vértices P y P<, es la sexta yarte del ynmer miembro de 
[60-64], en valor absoluto. 

b u ) Forma segmentaria. — Si los parámetros directores »i, a», a ,. y 
(*1 término independiente a.< de [60-49] son distintos de cero, es decir (o 4 ) 
si el plano no es paralelo a ningún eje de coordenadas ni pasa por el 
origen, obtenemos una interpretación geométrica interesante. Haciendo 
II 2 = 0, el segmento a que el plano interseca con el eje ®, o sea ia 
abscisa de la intersección con el eje de abscisas, resulta a = — cu/ai. 
Análogamente (fig. 202) b = — a,la,, c = — a,l a*. Luego, dividiendo 
[00-49] por — a, resulta esta ecuación, que puede formarse directamente, 
conocidos a, b, c 

[60-56] V + T' + V = l* 

E.templo 4. Plano que interseca sobre los ejes segmentos 2, + 3, 
I. La ecuación de dicho plano es 



n) Otras formas de las ecuaciones de la recta. — Cx) For- 
mas direccionales. — Cn) Rectas por un punto. Eliminando 
<»1 |>arámetro u entre las [60-38], 0 bien [60-39], resultan es- 
tas formas (la segunda normalizada) de las ecuaciones de la 
rocta por un punto P y parámetros (cosenos) directores a^ 
«u (oi» a¡¿, a 8 ) : 
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rcn cm 

X - 

- Xo 

y_ 

— 2/0 

z — z 0 

|_bU-o < J 

dl 


a 2 

a 3 

rcn CQ1 

X - 

-X 0 

y_ 

— 2/0 

z — z 0 

[Ov-OoJ 

ai 


a-¿ 

«3 


Nota 11. Si se anula uno de los cosenos dii-ectores, el reemplazo di- 
recto en [60-58] pierde significación, pero al ser la recta perpendicular 
al correspondiente eje, es constante la respectiva coordenada, de modo 
que por ejemplo si a 3 = 0 las ecuaciones de la recta son 


[6 0.59] ; z — 2 0 = 0. 

ai a a 

Con el convenio de anular el numerador cuando se anula el denomi- 
nador, pueden adoptarse las ecuaciones [60-58] como válidas en todos los 
casos. 


C 12 ) Recta por dos puntos. — Si la recta [60-57] pasa tam- 
bién por Pi(íCi, y ít z^), las diferencias de coordenadas homólo- 
gas Xx — x 0 , y 1 — 2/o, Zi — Zq son parámetros directores (§ 60-3, 
nota) y resulta entonces de [60-57] 


[60-60] 


x — xp _ y — y 0 _ g — z 0 

xi — x 0 y 1 — 2/0 zx — z 0 


Nota 12. Si P u y Pi tienen dos coordenadas homólogas iguales, el 
reemplazo directo en [60-60] pierde significación; pero al ser la recta 
perpendicular al correspondiente eje, es constante la respectiva coorde- 
nuda, de modo que por ejemplo si z u =Zi las ecuaciones de la recta son 
(cfr. nota 11) 


160-61] 


X — Xo 

y — vo 

Xi - Xo 

2/i — 2/o 


Co) Forma general de las ecuaciones de la recta y conse- 
cuencias. — c 2 i) Vimos en c^ que una recta se representa por 
ilos ecuaciones de primer grado en x, y, z. Pero recíproca- 
nicnte, un par de ecuaciones de primer grado en x, y, z: 

mn roi / P = a i x + a ‘¿y + a sZ + a 4 = 0 

l Q = bxX + b 2 y + b 3 z + b. t = 0 , 

n’lnvMenta una recta como intersección de dos planos. Pues los 
piiiiloH ( .v,y,z ) que satisfacen ambas ecuaciones [60-62] son 
lim <|ii<‘ eslán en ambos planos a la vez, es decir los de su in- 
lei Mirción y sólo ellos. 

<• ..,) (huilquiera sea \, el plano 
| 60 68] P — ÁQ = 0 

p.iMu por la recta [60-62], pues todo punto de la recta 
I’ Q 0 verifica [60-63]. Considerando \ como un paráme- 
l,rn, [60-63] representa un haz de planos de arista P = Q = 0. 
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c, 2Vi ) Entre los planos del haz [60-63], los que proyectan la 
recta [60-62] paralelamente a cada eje de coordenadas se ob- 
tienen eliminando entre ambas ecuaciones [60-62] la corres- 
pondiente variable ( 64 )* Procediendo así se obtienen las lla- 
madas ecuaciones reducidas de la recta 
[60-64] y = mx-\-h ; z = nx + k , 

como intersección de dos planos proyectantes. 

Ejemplo 5. Planos proyectantes de la recta de ecuaciones 
3x — 2y + 2 = 1; 
x + y — z = 2. 

Sumando, se elimina z y resulta: 4 » — y = 3 

Sumando a la ecuación el duplo de la 2^: 5x— z = 5 

Restando de la ecuación el triplo de la 2*: hy— 4z= 5. 

Si se desea proyectar la recta P = Q = 0, desde un punto 
propio (*!, Vi, *i), el método más sencillo y rápido es este: para 
que un plano del haz [60-63] pase por el punto (%, 2 /„ *i), este 
debe satisfacer a la ecuación, y sustituyendo las coordenadas 
se despeja el valor de l. 

EJEMPLO 6. Sea la recta de ecuaciones: 

2x — 3y — z = 2 
x + 5j/ — 2z = 2. 

E1 plano que la proyecta desde el origen, se obtiene eliminando el 
término constante, y para ello basta restar, resultando asi el plano. 

Para proyectar la misma recta desde el punto (1, 2,1), restare- 

mos de cada una de ellas, la otra multiplicada por A. 

(2x — Sy — z — 2) = Á(cc + 5j/ — 2z — 2). 

Y sustituyendo las coordenadas (1,—2,1) resulta: ^ = '“/»• 

Por tanto, la ecuación del plano proyectante es: 31* — 14j/— - 

= 36. 

Nota 13. Ley de dualidad. — Los coeficientes u, v, w de la ecua- 
ción del plano: 

ux + vy + wz + 1 = 0 

no llaman coordcnadas plückerianas del mismo. Fijados, x, y, z t , todos los 
nlanos (u,v,w) que satisfacen a esta ecuacion forman la radiacion que 
) iono cse vértice. Toda propiedad de incidencia de puntos, rectas y P la ™> s 
ticSo su corrclativa o dual "sustituyendo los puntos por planos y viceversa. 

d) Ángulos, yaralélismo y perpendicularidad. Teniendo 
presente que los cosenos directores de un plano son los de su 
recta normal, que el ángulo de dos planos es ígual al de sus 
normales y el que forma una recta con un P lano es 
mentario del que forma con su normal, que una recia es pe 
pendicular (paralela) a un plano si y_solo» si es P aralel * ^ er ' 
pendicular) a su normal, resulta de §§ 60-5, c y e, y 60-6, a, 
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que si (cq, a 2 , a 3 ) y (Pi, p 2 , Ps) son ternas de cosenos directo- 
res de dos elementos geométricos de los que estamos conside- 
rando (rectas y planos) : 

di) Para elementos homogéneos (recta con recta o plano 
con plano) : 

[60-65] cos 0 = a^! + a 2 p 2 + a 3 |3 3 , (6 = ángulo que forman ). 

[00-66] — = — = 3., y en especial «* = ± fr: paralelismo. 

b i Ó2 b 3 

[60-67] a+x + a 2 p 2 + a 3 (3 3 = 0: perpendicularidad. 

d‘¿) Para elementos heterogéneos (recta con plano) : 
[60-68] sen 0 = afa + a + 2 + a + 3 ,(0 = ángulo que forman). 
[60-69] OíPi + a 2 pa + a 3 p 3 = 0: paralelismo. 

[60-70] = ~t~~ , V en especial «* = ± /?*: 

b 1 b-> O 3 

perpendicularidad. 


Ejercicios 

1 . Verificar que con la notación de § 60-1, nota 4, se tiene: 

(A — B) + (R— C) + (C — D) = A — D , 
es decir, el mismo resultado que simplificando formalmente. 

2. Dada la recta r, (y = 2x — 1, z =— x + 3) determinar: l^) Las 
componentes del vector axial cuya línea de acción es dicha recta r, forma 
ángulo agudo con el semieje z>0 y tiene modulo 6 ; 2 9 ) E1 modulo y 
las otras componentes del vector axial cuya línea de accion es la recta r 
y tiene como segunda componente + 4. 

3. Módulo, componentes y línea de acción orientada r del vector fijo 
cuyo origen es el punto (0, —1, 3) y el extremo (2, 3, 1). 

4. Probar que la condición necesaria y suficiente para que los ex- 
liemos de tres [cuatro] vectores a, b, c [a, b, c, d] con el mismo ongen, 
«mtón en una recta [plano] es que existan tres [cuatro] numeros a, | , y 
|«, fl,Y, 5] no simultáneamente nulos y tales que: aa + pb + vc —«, 
(i | - (3 + y = 0, [aa + (3b + yc + 8 d = 0, a + |3 + v + 8 — OJ* 

5. Determinar una relación entre las componentes a. del vector a 
pnra que sean linealmente dependientes los vectores a(« 1 ,«*,«•), 
1,(2,— 1 , 7 ) y c (3,— 6,3). Caracterizar geométricamente la condicion ha- 

llada. 

6 . Descomponer el vector a = 14i —13] — 3k en tres vectores r, s, t 
ciiyas respectivas direcciones tengan parámetros directores 

( 2,4,0), (—1,—3,4). Discusión de casos imposibles e índetermmaaos. 

7. Probar que la ecuación OX OA = OA. OA representa un plano 
pot A y perpendicular a OA. 

8 . Demostrar el tcorema del coseno c 2 = a 2 + b 2 — 2a6 cos C mediante 
i | producto escalar. 

I). En el plano de dos vectores a y b no paralelos, dar un vector c 
lu'rpendicular a a. 
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10. Si en un tetraedro ABCD dos pures de aristas opuestas son orto- 
jjfonulos, lo mismo ocurre con el tercer par. 

11. Seu AHC un triángulo esférico, O el centro de la esfera, Bi y Ci 
lnn proyecciones de B y C sobre OA. Multiplicando escalarmente las 

Igunldades: „ . _ _ _ 

OB = OBi + BiB , OC = OCa + CiC , 

olitriici- d tcorema dcl coseno de la trigonometría esférica: 

cos a = cos b cos c + sen b sen c cos A. 

12. Probar e interpretar geométricamente las identidades: 

!<?) (a + b) a + (a — b) 2 = 2(a 2 + b 2 ); 

20) ( a —b) A (a + b) = 2a Ab. 

1 ¡{. Si cada cara de un tetraedro se representa por un vector normal 
luicia el exterior y de módulo proporcional a su área, la suma de los vec- 
tores es 0. 

14. Siendo la incógnita el vector x, resolver: l 9 ) »Ax = aAb; 
2'-’) a.x = a.b; S 9 ) E1 sistema de las dos ecuaciones anteriores. 

15 Probar que si a, b, c no son coplanares, el sistema de ecuacio- 
nos: a . x = a; b . x = (3; c.x = y tiene la solución única 
x = [abAc + |3c A a + ya A b]/(a,b,c). 

10. Dada la base (e,,e.o, e 3 ) y definida la base recíproca (e J ,e*,e s ) me- 
diunte las condiciones 

e r . e" = 8 r . , (8 r . = 0 si r+=s; =1 si r = s) , 

probar que es 

e 1 = (e a Ae,)/(ei,e a ,e.) ; e 2 = (e 3 A ei)/(e„e a , e 3 ) ; 

e 3 = (eiAea)/(ei,e a ,es) ; (e„ e 2 , e s ) (e 1 , e 9 , e 3 ) = 1. 

Aplicarlo al caso 

©! = 2i + j + 5k ; e a = — 2i + 4j ; e, = — li — 3j + 4k. 

17. Condición necesaria y suficiente para que una base sea auto- 
recíproca. 

18. Demostrar que las componentes llamadas contravariantes 

(u\ u a , u a ) de un vector u respecto de la base (e„ e„ e,) se encuentran 
mediante u' = u . e‘ (»=1,2, 3), mientras que las componentes llamadas 
covariantes (vj,v 2 ,v 3 ) de un vector v respecto de la base reciproca 
(e l ,e a ,e 8 ) se encuentran mediante v t = v . e„ (»— 1, 2, 3).^Demostrar qu 
<‘l producto escalar viene dado por u.v = S< w ‘ v < = • 

19. Productos escalar y vectorial de los vectores 

u = 5e, — 3e a + 2e a , v = 3e, + e a — 4e a 
Hirviéndose del sistema recíproco (e 1 , e a , e 8 ) del (e„ e 2 , e,) donde 

e, = 2i + j + 5k , e a = — 2i + 4j , e a = — li — 3j + 4k. 

20. Determinar el volumen del paralelepípedo abarcado por tres vec- 
tores u, v, w referidos a una base cualquiera (e„e a ,e 3 ); aplicar a ios 
datos del ejercicio anterior con w = 2ei + 4e a 7e 3 . 


21. a) De la ortogonalidad deuA(yAw) a u y a vAw deducir 
que ha de ser 

1 v w 

u A (v A w) = A, ; 

v | uv uw 

b) Aplicando la fórmula anterior a vA(vAw), mediante el módulo, 
dirccción y sentido de -¡ v A (v A w) \ A v, demostrar que es 

I v w 

v A (v A w) = ,, i 

1 ' V- vw 


0 ) Deducir de ésta que en a) es siempre l = + 1, es decir, [60-35]. 


(5 00 Ej. 


ÁUJKIUtA VMOTORIAL 


28 


22. a) Demostrar [60-85] mediante las expresiones en coordenadas; 
b) Do ella deducir u A (v A w j + v A (w A u) + w A (u A v) = 0. 

23. Indicar los casos en que se cumple (uAv)Aw = uA(vAw). 

24. De [60-34] y [60-35] deducir la identidad de Lagrange para el 
producto escalar de dos produetos vectoriales: 


(u A v) . (u' A v') = 


u . U U . V 
V . u' V . v' 


25. Del ejercicio anterior deducir (Cauchy-Schwarz, cfr. nota II, 

b) : 

(u A v) a = u 2 .v a — (u.v) a > 0 , 

dándose la igualdad cuando y sólo cuando u y v son linealmente depen- 
dientes. 

26. De [60-31], [60-34] y [60-35] deducir: 

(aAb)A(cAd) = (c, d, a)b — (b,c,d)a = (d,a,b)c — (a,b,c)d. 

27. Del ejercicio anterior deducir la siguiente expresión de un vector 
d como combinación lineal de tres vectores no coplanares a, b, c: 

_ (b, c, d) _ (c,d, a) , (d,a,b) 

(a, b,c) (a, b,c) (a, b,c) 

28. Sea ABC un triángulo esférico y O el centro de la esfera de ra- 
dio 1 que lo contiene. Aplicando el ejercicio 26 a los vectores OA, OB, 
OC, OA y OA, OB, OC, OB, deducir la relación (teorema del seno ): 

s en q _ sen b _ sen c 

sen A — sen B ~ sen C 

29. a) Ecuación de la recta que pasa por el punto (3,—2,1) y es 
perpendicular al plano 3x — y-\-z ■=. 5; b) Ecuación del plano que pasa 
por (2,4,—3) y es perpendicular a la recta y = 3¡k + 2, z = 2x — 1; 

c) Ecuaciones de los planos perpendiculares a la recta anterior y a la 
distancia 2 del origen. 

30. Ángulo de la recta x/ Vs = y, 2 = 0 , con el plano 2 x + V3 y + 
+ V2 2 = 4. 

31. Intersección del plano 3x — 2y + 2 = — 6 con la recta de ejerci- 
cio 29, b. 

32. Probar que el punto G tal que (cfr. § 84-6) : 

_ _ miOA i + ... + m k OA k 
— »h+ ... + m» 

Tlamado baricentro del sistema de puntos A„ ..., A», con las masas 
m 1 , ..., m k , no depende del punto O, y en consecuencia (tomando O = G) 
está caracterizado por la propiedad: ^miGAi = 0. 

33. Probar que si a cada punto A ( (ejercicio anterior) se aplica una 
fuerza m<g, la suma de los momentos GAi Amig respecto del baricentro 
G es nula cualquiera sea el vector g, y respecto de otro punto M, igual al 
momento de una única fuerza f = (mi+ ... +m*)g (resultante), aplica- 
da en G. 

34. Interpretar geométricamente las identidades triviales: 

(a + b + c) = ( a + 2-^y^-) = ( b + 2- 0 ^ -) = ( c + 2 * ) » 

cuando a = OA, b = OB, c = OC. 

35. Probar que dados un punto O y dos vectores libres u y m tales 
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que u.m = 0, existe un único vector deslizante Ju,rM§ 60-1, nota.3, 
vector u en la recta r) de momento m respecto de 0. Entonc^ el vector 
deslizante puede indicarse 0(u,m), por sus coordenadas vectonales res- 
pecto del punto 0. 

36. Probar que si 00' = a, es (ejercicio anterior): 

0(u,m) = 0'(u, m —a Au). 

§ 61. Transformaciones LINEALES 

1. Transformación de coordenadas. — a) Dado un punto 
P(íBi X 2 ,Xz) en un sistema de coordenadas cartesianas ortogo- 
nales 0 (i,j,k), nos proponemos calcular sus, coordenadas * i, 
x'o, x's en otro sistema tambien ortogonal 0 (í, j, k ). Ant 
todo debemos ubicar el nuevo sistema con respecto al primi í- 
vo, dando las coordenadas (a;i°, x 2 °, x¿>) de O', y el cuadro de 
cosenos directores de cada uno de los nuevos ejes que es a la 
vez cuadro de productos escalares de los versores fundamenta- 
les de una y otra terna: 

X\ X' 2 X\ 

Áii Á21 ^ 3 i r Án = i. i, • • • 

Á 12 Á 2 2 Á 32 * | ^12 = 1 * j> ' ' * 

Á 13 ^23 Á 33 t +8 Í • k, ... 

Entre los vectores r = OP, 
r ' = 0'P que sitúan el punto 
P en uno y otro sistema de 
eoordenadas, y el r 0 = OO', 
existe la relación (fig. 203; 
nota III, ct) 

r' = r — r 0 , 

0 sea 

[61-2] aj'ii' + x' 2 j' + x'sk' = 
= — zi°) i + (»2 — ^ 2 °) j + 

+ (,x 3 — ^3°)k. 

Multiplicando escalarmen- 
te por i', j' y k' resultan las 

fórmulas de transformación para pasar del sistema 0 (i,j,k) 
al O' (i', j', k'): 

f = lii(a¡i — <C1°) + +2 (*, — a¡2°) + hs (a¡> — *»") 

[ 61 - 3 ] \ a¡', = I21 (a¡! — a¡i°) + (a¡, — *,») + hz (a¡. — ) 

1 X’, = Ma¡, — a¡i°) +ls2(a¡2 — a¡2°) + lss(a¡a — *a )• 

Para obtener las fórmulas para pasar recíprocamente del 
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sistema 0'(i', j',k') al 0(i, j,k) basta multiplicar escalarmen- 
te [61-2] por i, j, k: 

f Xx = Án^'i + Á 2 líT'2 + hs\X' 3 + Xi° 

[61-4] \ x 2 = XiaOJ'l + ^ 22 X' 2 + ^32^3 + x 2 ° 

[ Xz = hxs^'x + h^sX' 2 + Á 33 #' 3 + # 3 °. 

b) Casos particulares. — &i) Si el nuevo sistema se ha ob- 

tenido por traslación del primitivo, se tiene \ r3 = 8 rs , donde el 
símbolo brs (delta de Kronecker) vale 1 si r = s, 0 si r += s, 
y las [61-3] se reducen a 

[61-5] aj'x = a;i — xj , x' 2 = x 2 — x 2 ° , aj' 3 = — x 3 °- 

b 2 ) Si los orígenes coinciden: 0' = 0, se tiene: 

8 f X\ = I 11 X 1 + +2^2 + ^18^3 

[61-6] x'i = 2 hkXk, ó \ x' 2 = l 2 xx x + l 22 x 2 + l 23 x 3 

k=1 [ x'a = faiXi + 'h 32 x 2 + Á 33 #3 

g í x x = hix'x + h 2í x' 2 + hix's 

[61-7] aíi = 2 hiX'k, ó \ x 2 = \x 2 x' x + \ 22 X' 2 + \& 2 X'a 

lc=1 [aj 3 = Ái 3 a:'i + Á 23 #'2 + hssX' 3 . 

c) Multiplicando escalarmente entre sí los versores funda- 
mentales de una u otra terna se ve que los elementos del cua- 
dro [61-1] cumplen las siguientes 12 relaciones que el lector 
hará bien en escribir in extenso: 

3 3 

[61-8] 2 hrahrt = 8„{ \ S hsrhtr = ó a ( , 

r —X . r = 1 

(8,t = 1, 2, 3,). 

De estas relaciones resulta que si A = det -|Á rs }- es el de- 
terminante formado con los elementos del cuadro [61-1], es 
(§ 13-6) : 

[61-9] A^ = det {Á rs } 2 =1 .*. | A | = 1 , 

lo que también resulta de § 60-7, a. 

2. Transformaciones lineales y matrices. — a) De un grupo 
de íórmulas de transformación tal como [61-6] pueden darse 
dos interpretaciones geométricas: como relación entre las coor- 
denadas de un mismo punto P en dos sistemas^ (tal como en 
§ 61-1), o como transformación o representación del espacio 
en sí misino, que hace corresponder al punto P(aJi, x 2 , x 3 ) otro 
punto Q(?/t, y 2 , 2 / 3 ), ambos referidos al mismo sistema de coor- 
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denadas. De estas dos interpretaciones, que llamaremos alias 
(el mismo punto es llamado de otro modo) y alibi (el punto 
mo transforma en otro) nos convendrá ahora adoptar la se- 
ífunda. 

b) La [61-6] es un caso especial de transformación lineal, 
ya definida en § 15-7. Limitándonos en este apartado al pla- 
110 , una transformación lineal A es la que hace corresponder 
a cada punto P(íCi, x 2 ) otro punto Q (yi, Vz) mediante las re- 
laciones 

[61-10] y x = a u í»i + ai 2^ 2 , 2/2 = « 21*1 + a 22 £ 2 ; 

donde los coeficientes a ilc son constantes. 

Ejemplos: 1. Una rotación Ry en un ángulo cp alrededor del ori- 
gen es una transformación lineal, pues 

[61-11J 2/1 = «icoscp — x 3 sencp , ya = %i sen cp -f a a coscp. 

Estas ecuaciones pueden obtenerse fácilmente observando que se pasa 
del número complejo x = Xi + ix 3 al y = yi-\-iya multiplicando por 

c’V = cos cp + i sen cp (§§ 9-5, b, y 45-3, b). 

2. La homología especial H k : 

[61-12] 2/1 = Xx . V* = kx a . 

3. Para k = 0 en el ejemplo anterior, se tiene la proyección sobre 
el eje x, H 0 = P: 

[61-13] Vt = *i . V* = 0. 

La transformación [61-10] entre los puntos P del plano, 
puede interpretarse también como transformación entre los vec- 
tores x = OP que los sitúan desde el origen, y pondremos: 

[61-14] y = Ax. 

De [61-10] resulta enseguida: 

[61-15] A(aa+|3b) = aAa + |3Ab , 

es decir: el vector transformado de una combinación lineal es 
i<)ual a la combinación íineal, con los mismos coeficientes, de 
I 08 vectores transformados. 

Recíprocamente, toda transformación A que cumpla la con- 
dición L61-15] es lineal. 

En efecto, considerando los transformados de los versores 
fundamentales i, j, expresados a su vez en coordenadas 

[61-16] Ai = aui + a 2 ij , Aj = a x2 i + a 22 j , 

tendremos por [61-15]: 

y = A (aqi + ¡r 2 j) = x x Ai + a: 2 Aj = 

= (auflJi +ai 2 £ 2 )i + (a 2 ia;i + a 22 a:2) j , 
lo que nos muestra que la transformación A se puede escribir 


§ 61 -3 TRANSFORMACIONES LINEALES 27 

[61-17] y x = au^i -|- ai 2 a ;2 . 2/2 = a 2 iíCi -f- a 22 o; 2 , 


y es por consiguiente lineal. 

Llamaremos matriz de una transformación lineal [61-10] 
en un sistema de coordenadas, a la matriz 




Comparando [61-16] y [61-17] vemos que las componentes 
de los transformados de los versores fundamentales, dan las 
columnas de la matriz de la transformación. Esta observación, 
que vale también en el espacio y en cualquier número de di- 
mensiones, facilita la escritura de las fórmulas de transfor- 
mación en dos pasos así: 


19) Se escriben las expresiones de Ai y de Aj, y con ello 
la matriz (por columnas); 


29) Se utiliza dicha matriz (por filas) para escribir las 
ecuaciones de la transformación. 


EJEMPLO 4. Para la rotación R<p (ej. 1) es: 

19 ) i = coscpi + sentpj, 

ñ<p j = cos(cp + hn)i + sen(cp + ia)j = — sencp i + coscp j, 


y entonces: 


Rm — 


cos cp — sen-cp 
sen cp cos cp 


29) De aquí resultan las ecuaciones [61-11]. 

3. Producto de transformaciones. Transformación inversa. 

— a) Si a un punto P(íCi, x 2 ) del plano [P(sci, x 2 , x a ) del es- 
pacio] le corresponde Q (3/1,2/2) [Q(íh> 3 /a, 2/3)] por la transfor- 
rnación lineal A: 

[61-18] y% = ^ka ik x k , 

y a Q le corresponde R por la transformación lineal B: 

[61-19] *, = 2i bjiVi , 

hg pasa directamente de P a R por una transformación lineal : 
[61-20] Zj = S,6,i(S*ai»aj») = ’2 k ('2 i b ji a i1( ) x k = 2 k c jk x k , 
con 

[61-21] Cjic = 2*6,10«. 

La transformación lineal [61-20] _se llama (ver § 15-7) pro- 
dncto BA de las transformaciones lineales [61-18] y [61-19], 
y ] a matriz C = { c jk } de elementos c jk dados por [61-21] se 
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lltima matriz producto de las matrices B = {b ik } y A = {a ik }, 
indicado por 

[61-22] C = BA . 

de modo que el elemento de fila j y columna k en la matriz 
producto es el “producto escalar” de la fila j del primer fac- 
tor B por la columna k del segundo A. La definición de pro- 
ducto se aplica a matrices rectangulares cualesquiera, pero co- 
mo estas líneas deben tener igual longitud, el número de colum- 
nas del primer factor B debe ser igual al número de filas del 
segundo A. A una matriz A w ,„ de m filas y n columnas la 
Uamaremos matriz de clase ( m,n ). Las matrices (cuadradas) 
de clase (n,n) se llamarán de orden n. 

De § 13-6 resulta: el determinante o modulo (§ 15-7) del 
yroducto de dos transformaciones lineales es el producto de los 
módulos de ambas. 

Obsérvese que en [61-22] los factores se consideran de de- 
recha a izquierda en lo concerniente al orden en que deben 
aplicarse las transformaciones lineales. 

b) En § 61-1 hemos podido expresar con cada transforma- 
ción (x lf x 2 , Zs)-*(yi> V 2 > ya) = (%'i> x 'z> x '&) de las allí estudia- 
das, con módulo A = rfcl+=0, (§ 61-1, c), su ínversa 
(Vi, 1 / 2 , Vs) —»(sci, íBs)- En general, si el módulo de la trans- 
formación [61-18] es A = det {a ik } + 0, la transformacion es 
biunívoca, y por la regla de Cramer (§ 15-4) podrán expre- 
sarse las x k linealmente en las Vi '• 

[61-23] 

La matriz { l ki } se llama inversa de A, indicada por A -1 . E1 
producto de las transformaciones [61-18] y [61-23] en un or- 
den u otro, conduce a la transformación idéntica: 

y. = yt , o bien x k = x k , 

de matriz I = {8«}, ( b ik = 1 si i = k, b ik = 0 si i^k), lla- 
mada matriz unidad, con elementos iguales a 1 en la diagonal 
principal y a cero fuera de ella. Se tiene entonces 

[61-24] AA- 1 = A _1 A = I ; (A" 1 )" 1 = A , 

siendo adernás para matrices cuadradas de igual orden: 

[61-25] AI = IA = A. 

4. Operaciones con matrices y aplicaciones. — a) Algunas 
propiedades del producto de matrices se deducen fácilmente in- 
terpretando éstas como transformaciones lineales. Tal ocurre 
con la propiedad asociativa: 

[61-26] (AB)C = A(BC) , 

pues mejor que calcular los productos es probar que ambos co- 
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rresponden a la misma transformación lineal, realización suce- 
siva de C, B y A. 

En cambio el producto de matrices no es conmutativo 
(§ 15-7), y ld matriz inversa de un -producto es el producto 
de las matrices inversas, pero en orden inverso: 

[61-27] (AB)- 1 = B _1 A _1 , 

pues (AB) (B -1 A -1 ) = A(BB _1 ) A -1 = AA -1 = 1. 

Llamando matriz trasyuesta de A a la matriz A' obtenida 
cambiando filas por columnas (a' ik = a ki ), resulta de la regla 
de formación del producto: 

[61-28] (AB)' = B'A'. 

b) Definiendo la suma de las matrices A = {a ik } y B = {b ik } 
de la misma clase (m,n), y el producto por un número l, 
mediante 

[61-29] A + B = { a ik -f b ik } , IA = {la i7í } , 
se comprueban de inmediato las leyes distributivas: 

r (A + B)C = AC + BC . J ft + \i)A = ^A + \xA 
[61-30] | C(A + B) = CA + CB ’ l X(A + B) = 1A+XB. 

E1 módulo (§ 3) de la operación suma de matrices es la 
matriz nula 0 = {0} cuyos elementos son todos ceros. Hay una 
matriz nula O w , „ en cada clase (m, n). 

Una matriz cuadrada A se llama simétrica (cfr. § 13-7, c) 
si 

[61-31] A' = A o sea a ki = a ik , j 

y antisimétrica o hemisimétrica (cfr. § 13-7, d) si 
[61-32] A' = (—1)A = — A o sea a ki = — a ik , 

(.*. ctü = 0). 

Toda matriz cuadrada A puede expresarse unívocamente co- 
mo suma de una matriz simétrica y una matriz hemisimetrica 
así: 

[61-33] A = £(A + A') + i(A —A'). 

c) Las potencias naturales de una matriz se definen por 
los productos de ella por sí misma, siendo por definición 

[61-34] A° = I. 

Dado un polinomio cualquiera 
[61-35] f (x) = c 0 + c x x + c 2 x‘ ¿ + ... + c n x n , 
lendrá sentido escribir 

[61-36] f (A) = c 0 I + CiA + c 2 A 2 + ... + c„A n , 
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§ 61 -4 

por ser una expresión que representa una matriz cuyos ele- 
mentos están dados por las operaciones consignadas en el se- 
gundo miembro. Aún más, en el caso de que la serie que re- 
presenta cada elemento sea convergente, puede generalizarse 

lo anterior a funciones trascendentes de matrices y así tendrá 
sentido hablar de la matriz 

[61-37] B = e* = I + A+ip+....+ + ; 

en este caso son siempre convergentes las series que represen- 
tan cada uno de los ri ¿ elementos de B, supuesta A cuadrada 
de orden n. 

d) Las matrices vectoriales, o matrices no cuadradas de 
una sola línea (fila o columna) resultan muy útiles para ex- 
presar mediante productos las transformaciones lineales, así 
como formas bilineales y cuadráticas. 

di) Así, con las matrices: 


[61-38] X = < 

' x x ' 

x 2 

- ; Y = 

' 2/i ' 
2/2 

[■ ; Z = 

' Zt ' 


• x n .. 


. 2/n . 


- . 


las transformaciones lineales [61-18], [61-19] y [61-20] pue- 
den representarse por los productos de matrices: 

[61-39] Y = AX , Z = BY , Z = CX = BAX. 

Nota. E1 orden de las matrices factores en el producto [61-22] es 
inverso al de aplicación de las correspondientes transformaciones linea- 
les. Esto es consecuencia de la notación empleada. Si hubiéramos definido 
cn cambio las transformaciones lineales A y B así (con las 2 desarrolla- 
das en columna): 

(A) y¡ = x k a k ¡ ; \a>ki\ = A ; 

(B) z, = S* Vibii ; = B ; 

tendríamos 

(AB) z, = '2 t i(%kX k a ki )b¡, = 2*a h(2,¡ak¡b¡,) = % k x k dk, 
siendo, con la misma definición de producto de matrices, 

\dk,\ = AB. 

Las transformaciones anteriores se expresan mediante las matrices 
vectoriales de una fila X', Y', Z', traspuestas de las [61-38] así: 

[61-40] Y' = X'A ; Z' = Y'B : Z' = (X'A)B = X'(AB). 
d 2 ) La forma bilineal de orden n (ó n-aria) 

n 7i 

[61-41] F = 2 aikXiy k = 2 Xia ik y k , 

i.h = l i, k = I 
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es un polinomio lineal homogéneo en las variables x it y tam- 
bién en las y k ; puede expresarse como producto de matrices: 

T61-42] X'AY , 

cuyo resultado es la matriz de un solo elemento, igual a F. 

d 3 ) Para ?/¿ = Xi en [61-41] se tiene la forma cuadrática 
de orden n (ó n-aria) : 

[61-43] <E> = 'Za ik x i x k = J.XiaikXk = X'AX. 

En ésta podemos suponer que la matriz A de los coeficien- 
tes es simétrica. Basta para ello aplicar la descomposición 
[61-33] y observar que la forma cuadrática '£h ik x i x k de una 
matriz hemisimétrica es idénticamente nula, pues sus térmi- 
nos se anulan dos a dos, por ejemplo 

h 12 XxX 2 + h 21 x 2 X\ = (/ii 2 + h 21 )x x x 2 = 0. 

5. Transformaciones degeneradas. Dimensión. — a) Si la 
transformación lineal [61-18] que supondremos en el espacio 
tridimensional (i, k = 1, 2, 3) tiene módulo nulo A = det [a ik ) = 
= 0, se llama singular o degenerada. En este caso la caracte- 
rística h (§ 14-3) de la matriz A = {a. i;c } puede valer 0, 1 ó 2. 

a 0 ) Si h = 0 es a ik = 0, y [61-18] transforma todo punto 
P (x lf x 2 , x 3 ) en el único punto Q(0, 0, 0). 

a x ) Si h = 1 podemos suponer que hay en la primera fila 
de A un elemento a lk += 0; entonces (§ 14-3, a) las otras filas 
serán combinaciones lineales de la primera, o sea múltiplos de 
ella, con coeficientes m y n, y por tanto [61-18] transforma 
todo punto ’P(x 1 ,x 2 ,x 3 ) en un punto Q de la recta 

Vz = my x , y 3 = ny x . 

Cada punto de esta recta es (§ 15-5) correspondiente de 
infinitos puntos (x x , x 2 , x 3 ) que forman un plano. 

a 2 ) Si h = 2 podemos suponer que hay un menor principal 
(§ 14-3) extraído de las dos primeras filas. Será entonces 
combinación lineal de éstas la tercera, con coeficientes a y (3, 
y por tanto [61-18] transforma todo punto P(aii, x 2 , x 3 ) en un 
punto Q del plano: 

Vz = ay x + (3 y 2 . 

Cada punto de este plano es (§ 15-5) correspondiente ae 
infinitos puntos (x x , x 2 , x 3 ) que forman una recta. 

a 3 ) Si h = 3, el módulo de la transformación no es nulo, 
la correspondencia es biunívoca y la transformación lineal se 
Uama regular o biunívoca. 
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b) Análogamente puede discutirse el caso de transforma- 
ciones lineales en el plano, o en un espacio lineal afín de n 
dimensiones (nota III) y resulta: el conjunto de vectores 
transformados por [61-18] es un subesvacio vectorial (no- 
ta I, a 5 ) cuya dimensión es igual a la característica h de 
la matriz A = . 

Nota. Diadas y expresiones diádicas. — Una transformación, lineal 
A en el espacio E 3 queda determinada si se conocen los transformados 
Ai = i', Aj = j', Ak = k' de los vectores de la terna ortogonal 1 , j, k, 

[61-44] x = (x.i)i + (x.j)j + (x.k)k 

resulta por la linealidad: 

[61-45] Ax = (x.i)i' + (x.j)j' + (x.k)k'. 

La transformación Ax corresponderá a un movimiento, si la terna 
i', j', k' es también ortogonal, y del mismo sentido que i, j, k. 

La forma [61-45] de la transformación A sugiere de mmediato la 
generalización para cuando las ternas i, j, k é i, j, k, se reemplazan 
por ternas de vectores: 

[61-46] ax, a 2 , a» ; bi, b 2 , b, 

ortogonales 0 no; linealmente independientes o no. 

Si a 1 , a 3 , a 3 es la base recíproca (§ 60, ejercicios 16 a 19) de ai, a 2 , a s , 
puede expresarse todo vector x linealmente dependiente de ambas temas 
mcdiante 

x = (x . aOa 1 + (x . a 2 )a 2 + (x . aa)a J . 

Toda transformación lineal Ax será entonces expresable mediante 
[61-47] Ax = (x.ai)bi + (x.a 2 )b 2 + (x.a 3 )b 3 , 

si es Aa^bi, Aa 2 = b 2 , Aa 8 = b 3 . 

La transformación [61-47] suele expresarse así: 

(x. ai)bi + (x.a 2 )b 2 + (x.a»)b, = x[aibi + a 2 b 2 + a 3 b,] , 

donde [aibi + a 2 b 2 + a 3 b,] suele llamarse expresión diádica y caractenza 
la transformación A por el paso de la terna recíproca de la (ai, a», a,) a 
su transformada (bi,b 2 ,b 8 ). . . . , 

Si se toma en lugar de una terna cualquiera (ai,a*,a«) la base 
(i, j, k), toda transformación lineal Ax se expresa por una expresion dia- 

dica de la forma [ii'+ jj'+ kk'] Cuando i', j', k' son no-cop anarea, 

ln expresión diádica se llama completa y el conjunto de los vectores trans- 
formados por A es todo el espacio vectorial. , 

Si i', j', k' son coplanares pero no colmeales, seran combmacion lx- 

ncal do una base th, b 2 , y resulta 

Ax = (x.i)(Xibi + X 2 b¡¡) + (x. j) (pibi + n*b 2 ) + 

+ (x .k)(»’ibi + >’ 2 b 3 ) = (x.ai)bi + (x.a 2 )b 3 = 

= x[aibi + a 2 b 2 ] , 

donde n, = U + n.j + »•*, a a = + |x.j + y es,/ a i = bi, Aa 2 = b 2 si 

u„ a. forman una base ortonormal. La expresion dxadica transforma todos 
los vcctores del espacio tridimensional en los de un plano. 

Si i', j', k' son colineales y paralelos al vector b, resulta 

Ax = (xi)?ib + (xj)pb + (xk) «'b = (xa)b = x[ab] , 
dondc a= Xi + |ij + «-k y es Aa = b si a es unitario. 
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En este caso la expresión diádica se llama (Gibbs) diada (aunque 
muchos autores llaman también diada a una expresión diádica completa 
0 también plana) y transforma todos los vectores del espacio tridimen- 
sional en los paralelos a b. 

Finalmente, si i' = j' = k' = 0, se tiene la expresión diadica nula. Las 
expresiones diádicas no completas se llaman degeneradas ; lo son las pla- 
nas, lineales y nula. _ 

La condición necesaria y suficiente para que una expresion diadica 
sea completa es que ambas ternas (ai, a 2 , a s ) y (bi, b 2 , b 3 ) sean no copla- 
nares. 

6 . Transformaciones lineales biunívocas. — De § 61-3, b, y 
§ 61-5, a, resulta que una transformación lineal es biunívoca 
cuando y sólo cuando es no-degenerada, es decir, su módulo es 
A += 0. 

a) Transfórmación de variedades lineales. — Teor. 1. En 
el espacio el transformado de un plano es un plano; en el plano 
la transformada de una recta es una recta. 

Refirámosnos al caso del plano [61-18] y [61-23] con 
i,k = 1. 2. La recta 

[61-48] ax\ + bx 2 + c = 0 , (a 2 + b 2 + 0) 

se transforma en 

a' = \\\a + Á 216 , b' = X 12 U + A,o 2 ó , 

que representa también una recta, pues los coeficientes 
a' = \\\a + X 2 i b , b' = \^a + Á 2 2 ¿ * 

no son simultáneamente nulos al no serlo a y b en [61-48] 
por ser det {\ ik ) =l/A+=0. 

Teor. 2. En el espacio, la transformada de una recta es 
wia recta. 

Teor. 3. En el espacio (plano) los transformados de dos 
planos ( rectas) yaralelos, son yaralelos. 

Teor. 4. En el esyacio, las transformadas de dos rectas 
paralelas son pdralelas . 

E1 teorema 2 resulta del 1 considerando una recta como 
intersección de dos planos; el 3 de la biunicidad de la corres- 
pondencia, el 4 del 1 y 2 y la biunicidad, pues al plano jt de 
las rectas paralelas r y s, corresponde un plano n' que contiene 
a r' y s', que no pueden cortarse. 

Nota. Por conservarse la dependencia lineal entre vectores en una 
transformación lineal biunívoca, y más generalmente en el grupo afín 
(§ 61-7, d), la característica de las matrices de una forma bilineal [61-41] 
«’ii distintos sistemas de coordenadas es la misma, llamada caracteristtca 
0 dimenaión de la forma bUineal. Si ésta es menor que el orden n (§ 61-4, 
(/,) do la forma, diremos que ésta es degenerada. Análogas definiciones 
pueden darse para una forma cuadrática. 
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b) Descom'posición en transformaciones primitivas. — Una 
transformación lineal yrimitiva en el plano (n = 2) o el espa- 
cio (n = 3) es la que deja invariadas n — 1 coordenadas al 
pasar de P a Q. 

Tbor. 5. Toda transformación lineal biunívoca es producto 
de transformaciones primitivas. 


Refirámosnos al plano: [61-18] con i,k— 1,2, donde podemos supo- 
iier a¡¡ -f— 0, se descompone en las transformaciones primitivas 


[ 61 - 49 ] 


f — &n%¡ -f- &i &2 
1 £ a = Xa 


j Vi = ii 

\ 2/a = (ftn/ílii) £¡ + (A/Ou)¿a 


do módulos Ou y A/a¡¡ no nulos. 


c) Significado geométrico del módulo. — Teor. 6. En el 
plano (espacio), una transformación lineal de módulo A + 0 
transforma un triángulo de área S ( tetraedro de volumen V) 
en otro de área AS ( volumen AV) y se conserva o invierte el 
sentido de rotación (sentido de una terna) según sea A > 0 
ó A < 0. 


Limitándonos al caso del plano, basta considerar un triángulo OLM 
con un vértice en el origen. Considerando los vértices como puntos en el 
espacio: 0(0,0,0), L(Xi, X 2 ,0), M(jfa, n*.0) y formando el producto vec- 
torial 

OLAOM= K ' h k 

vemos <iue el valor absoluto del determinante es 2S, y su signo determina 
el sentido del recorrido OLM. E1 teorema quedaría demostrado si pro- 
bamos que el determinante queda multiplicado por A al transformar el 
triángulo mediante [61-18], para lo cual bastará probar que se multiplica 
por On al aplicar la primera transformación [61-49] (pues análogamente 
ho multiplicará por A /a¡¡ al aplicar la segunda). Se obtieije, en efecto: 


Oilki + CtiAa 

ki 

_ a¡¡k¡ 


auki ki k¡ ki 

+ = a¡¡ 

CliiHt + a¡í\la 


a iip.i 

Jl3 

1 a¡ 2 H 0 \ii p.i Mo 


7. Grupos de transformaciones lineales y afines. — a) Las 
transformaciones lineales biunívocas o no degeneradas (§ 61-6) 
del plano (n = 2) o del espacio (n = 3) forman un grupo 
(§ 6-12, b) respecto del producto de transformaciones (§ 61-3, 
tt), que llamaremos grupo lineal L n . 

b) Las consideraciones del § 61-1 conducen a un impor- 
tante subgrupo (Cap. III, nota I, b) de L n . Una transforma- 
ción lineal como [61-6] se llama ortogonal (lo mismo que su 
malriz), si se cumplen las relaciones [61-8] de ortogonalidad 
de líneas (cada línea está “normalizada” o es de “módulo 1” 
y “ortogonal” a otra paralela), que equivalen, llamando L' a 
la matriz traspuesta (§ 61-4, a) de L = {l ik ) a: 
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[61-50] LL' = L'L = I, o sea: L' = L _1 

(obsérvese la transformación inversa [61-7]). 

E1 producto de dos transformaciones ortogonales es orto- 
gonal, como resulta del punto de vista alias en § 61-1, & 2 , o 
bien de: 

(AB) 1 = BA 1 = B'A' = (AB)' ; 

en consecuencia, las transformaciones ortogonales forman gru- 
po, llamado grupo ortogonal O w , subgrupo de L n . 

Para el módulo de una transformación ortogonal caben por 
[61-9] los casos A = 1, A = — 1. En virtud de § 61-6, c, sólo 
en el primero se conserva el sentido de las ternas (o de rota- 
ciones en el plano). Las transformaciones ortogonales unimo- 
dulares (o de módulo 1) forman el subgrupo R n de las rotacio- 
nes alrededor del origen, del sistema de coordenadas (alias) o 
del espacio (alibi), (Rz, rotaciones en el plano; R 3 , en el es- 
pacio). 

c) En el § 61-1 hemos considerado transformaciones más 
generales que las lineales, de la forma 

[61-51] Vi = 'Za ik x k + a-i • 

llamadas afines. Las biunívocas (A = det [a ík ) + 0) forman 
(en el plano 0 en el espacio) el grupo afín H n . Subgrupos 
importantes de éste son el lineal L„ y el grupo de las traslacio- 
nes T n : y^ = + a if isomorfo al grupo abeliano que forman 

los vectores mismos respecto de la suma. 

Otro subgrupo importante de H n es el engendrado por las 
transformaciones de R n y de T n , es decir el grupo de las trans- 
formaciones que resultan del producto 0 realización sucesiva 
de traslaciones y rotaciones. Es el grupo de los movimientos 
M„, formado por las transformaciones de la forma [61-3] ó 
[61-4] con {l ik } ortogonal y A = 1. 

E1 subgrupo de H n engendrado por 0„ y T n es más amplio, 
pues comprende movimientos y simetrías, se llama grupo eu~ 
clídeo E n , y es el formado por las transformaciones afines que 
conservan las distancias entre puntos, y sólo ellas. Dos figuras 
correspondientes en una transformación de E n son directa 0 
inversamente iguales. 

d) E1 conjunto de las propiedades invariantes respecto _de las trans- 
formaciones de un grupo constituye la geometría correspondiente al gru- 
po. Así, por ejemplo, en la Geometria afín puede estudiarse la depen- 
dencia lineal de vectores, que es invariante respecto de las transforma- 
ciones de H n , como lo es también la combinación lineal aa + Pb, pues 
|61-15] vale para toda transformación de H n . 

En la Geometría métrica euclidea, correspondiente al grupo E n , el 
invarinnte métrico fundamental es la forma cuadrática (ver nota III, 0 ) 
i|uc representa la distancia. Toda propiedad afín es una propiedad me- 
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tricti (invariante en E n ), pues E n es subgrupo de H n ; pero la recíproca 
no es cierta, por ejemplo la distancia no es invariante en H n y entonces 
no cabe considerarla en la Geometría afín; una transformación afín con- 
veniente puede llevar un vector unitario a otro de módulo no nulo arbi- 
trario, respecto a la métrica euclídea. 

Por la introducción de las coordenadas homogéneas usadas en Geo- 
motría proyectiva podríamos definir el espacio proyectivo y considerar 
on él el plano impropio; el grupo homográfico en este espacio proyectivo 
08 el formado por el conjunto de todas las transformaciones lineales de 
determinante no nulo y su invariante fundamental es la razón doble de 
cuatro puntqs. Entonces las transformaciones afines aparecen como un 
Hubgrupo de las homográficas, precisamente el formado por aquéllas que 
dojan invariante dicho plano impropio (es decir, que transforman puntos 
del plano impropio en puntos del plano impropio). 

E1 grupo correspondiente a cada geometría introduce en el espacio 
quo estudie dicha geometría la noción de “igualdad” que interesa en la 
misma (§ 1-5). 

La sistematización de las diversas geometrías (las anteriores y mu- 
chas otras) mediante sus grupos correspondientes y el estudio de las pro- 
piedades invariantes respecto de las transformaciones del grupo fué pro- 
puesta por FÉLix Klein en su célebre programa de Erlangen (1872). 


Ejercicios 


1. Fórmulas de transformación si el triedro directo (xi, x 3 , *#) gira 
on un óngulo de 45° alrededor de la recta Xi =— x 3 . íc 3 =0. de modo 

uo desde P(—1,0,1) se ve girar el plano xi = x 3 en el sentido positivo 
o la trigonometría. 

2. Si en § 61-1 es 0' = 0 y las ternas de igual sentido, así como 
0(€, x„, x\) siendo 0£ intersección de los planos OxiXi, Ox'ix'i, probar 
quo con íos ángulos de Euler o=(x 3 ,x'>), y = (xi, £), i 4 r = (£, x\) el 
cuadro [61-1] es: 

I X'i I I X’s 


Este resultado vale también si 0 = 0 ó 0 = n [con cp y indeter- 
minado*, q> ± + = (xi, cc'i)], dando así la forma más general de una ma- 
triz ortogonal de orden 3. 

8 . Dol ejercicio anterior obtener el teorema del coseno de la trigo- 
nometría esférica (cfr. § 60, ejercicio 11). 

4. Do [61-11] deducir las fórmulas de adición : 

cos(a-f qj) = cos acos <p — senasenqp ; sen(a-f-qi)= ... 

5. Interpretar goométricamente las transformaciones en el plano: 

«) i/i - »t, v* = ; t>) ?/• = *>. ?/■ = »«; c ) V' = °> ?/• = *>• 


cos <p cos <¡r — 

Xl — sen qi sen -ír cos 0 

sen q) cos + + 
x§ . 

+ cos q> sen ^ cos o 
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6. Siendo 



l 9 ) Calcular AX; 29) ¿Está definido XA? 


7. Con las matrices 


A - J 1 0 
A - 1 0 0 


B - J 0 0 
B - 1 0 1 


probar que el producto de matrices admite divisores del cero O. Interpre- 
tar geométricamente. 

8. I 9 ) Si una matriz cuadrada A tiene una inversa a derecha Af 1 
y una inversa a izquierda Ar 1 es invertible [es decir: a) ambas inversas 
son iguales, y b) únicas]; 2^) Si A es un divisor de cero a izquierda y 
tiene una inversa a derecha, tiene infinitas inversas a derecha. 

9. Probar que toda matriz cuadrada A conmutable (AB = BA) con 

toda otra de igual orden, es de la forma M = , +8 ( *}- (matriz escalar), 
siendo jau) = 

10. Probar que con las definiciones [61-29] las matrices de clase 
(m,n) forman un espacio lineal (Cap. II, nota III, b) M m ,n. Dar una 
base para el mismo. 


11. Probar que respecto de la suma [61-29] y producto (§ 61-3, a) 
las matrices cuadradas de orden n forman un anillo (§ 5-12, b). 


12. Probar que (A') -1 = (A -1 )', (matriz contragrediente de A). 


13. Calcular e A siendo 

A = 


0 1 I 

1 o r ' 


§ 62. Cuádricas 

1. Propiedades generales. — a) Despüés de los planos, las 
superficies más sencillas son las definidas por ecuaciones de 
segundo grado en coordenadas cartesianas, llamadas superfi- 
cies de segundo grado o de segundo orden o cuádricas: 

[62-1] a n x 2 + a 22 y 2 + a 33 z 2 + 2 a 12 xy + 2 a n xz + 2 a 23 yz + 
+ 2 a iá x + 2 a 2i y + 2 a 34 z + a 44 = 0. 

La razón d.e elegir esta notación para los coeficientes se ve 
pasando a las coordenadas homogéneas usuales en Geometría *, 

* E1 punto P de coordenadas homogéneas (x, y, z, t) será si es t^O, el de coor- 
denadas ordinarias (x/t, y/t. z/t) . Dos cuaternas de números no todoii nulos se ídcm- 
tifican como representantes de un mismo punto, con la relación de equxvalencia (§ 1 B) 
P(*. V, z, t) = P(®', V', z', t') si x/x’ = v/v' = z/z' = t/t' , 

donde uno o varios miembros pueden ser 0/0. . , . , . „ »„„„ 

Eitas coordenadas permiten representar igualmente los puntos del mfinito o pun 
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(íh decir, poniendo x/t, y/t, z/t en lugar de x, y, z. Resuíta 
entonces la ecuación en forma homogénea 

[62-2] a n x 2 + a 22 y 2 + a 33 z 2 + 2a 12 xy + 2 a 13 xz + 2 a 23 yz + 
+ 2a 14 xt + 2 a 2i yt + 2 a 3i zt + a i4 t 2 = 0 , 

(jue con las notaciones x = x lf y = x 2 , z = x 3 , t = x 4 para las 
coordenadas homogéneas, puede escribirse: 

4 

[62-3] 2 a ik XiX k = 0 , a ik = a ki , 

i, lc — 1 

obteniéndose así la ecuación de una cuádrica por anulación de 
una forma cuadrática en cuatro variables, o de orden 4 
(§61-4, d 3 ). 

b) Determinación de una cuádrica. — Como la ecuación 
[62-1], o bien [62-2] ó [62-3], tiene diez coeficientes y pode- 
mos dividirla por uno de ellos no nulo, quedan nueve indepen- 
dientes. Son, pues, necesarias nueve condiciones para deter- 
minar una cuádrica. 

Dar un punto (íCi, x 2 , x 3 , x 4 ) de la cuádrica es dar una re- 
lación 2a ik XiX k = 0 entre los coeficientes; luego, son necesarios 
nueve puntos para determinar una cuádrica. 

Cabe, sin embargo, que por nueve puntos dados pasen dos cuádricas. 
Husta, en efecto, imaginar dos cuádricas secantes y elegir nueve puntos 
do su intersección. 

Pero si por nueve puntos pasan dos cuádricas f = 0, cp = 0, también 
pasan las infinitas cuádricas del haz f — Áqp = 0, cualquiera que sea el 
número X, pues se satisfacen para las soluciones comunes a ambas, luego 
resulta: 

Por nueve puntos pasa una sola cuádrica o bien infinitas. 

Otros modos de determinar una cuádrica son los siguientes: 

Por un punto y dos cónicas que tienen dos puntos comunes y están 
en distintos planos. En efecto, los dos puntos comunes, más otros tres 
elcgidos en cada una, son ocho puntos. Sin embargo, el método más rá- 
pido para determinar cuádricas, cuando se dan cónicas, es el de la com- 
binación lineal, que llamaremos “método de las X”. 

Ejemplo 1. Consideremos la cuádrica: 

f = » a + 2y* + — a; + 2y = 0 

y sus dos secciones por los planos y = 0, z = 0. 

Para determinar una cuádrica que pase por estas dos cónicas y ade- 
mós por el punto (1,1,2) consideremos la ecuación: 

f — Xyz = 0 

quo representa un haz de cuádricas, cada una de las cuales pasa por los 
puntos comunes a aquella cuádrica y cada uno de los dos planos. Para 


ItM Improplos” o "direccioncB de lna rectas” (§ 1-6, ej. 1) del espacio, para t — 0, 
i'onvlnlendo en (|Uc el punto impropio de Ia recta (a; — xo )/a=(y — yo)/b={z — zo)/c 
•'it l’(«. b, c, 0). 101 Icctor conocedor de Geometria proyectiva podrá suponer, para las 

|ini|iln(ln(l(>n que no nenn mítrlcBH, coordeniidns proycct'ivuH. 
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determinar la que pasa por el punto (1,1, 2) basta sustituir estas coor- 
denadas, y de la ecuación en X que así resulta, se despeja el valor nu- 
mérico de este parámetro, que es: 

f(1) 1,2) 8 _ „ 

X = 1.2 “ 2 - 

Luego, la ecuación de la cuádrica que cumple la condición impues- 
ta es: 


af -|- 2y 2 + — 4 yz — x -f 2y = 0. 


c) Reducción de la ecuación. — La ecuación general [62-1] 
no es adecuada para el estudio de la forma de la cuádrica. 
Éste se hace reduciendo [62-1] a una ecuación con menor nú- 
mero de términos, lo que haremos por traslación y rotación de 
los ejes de coordenadas (§ 61-1). E1 problema se completará 
en el § 63-8, pero es conveniente, sin embargo, comenzar por 
el estudio de las diversas clases de cuádricas (que haremos en 
§§ 62-2 y 62-3) suponiendo ya completada esa reducción. 

d) Centro de una cuádrica. — Si la cuádrica [62-1] tiene 
un centro de simetría, tomándolo como origen de coordenadas 
desaparecen los términos de primer grado y recíprocamente. 
Para ver si existe un tal centro y hallarlo, efectuemos una 
traslación de ejes (§ 61-1) x = X + x 0 , y = Y + y 0 , z = Z + 2 0 ; 
tendremos 

a-xi (X + aio) 2 + 2a 12 (X + a) 0 ) (Y + y 0 ) + 

+ 2o. 13 (X + x 0 ) (Z + z 0 ) + 2aií(X + a; 0 ) +...== 0 , 

donde sólo hemos escrito los términos que contienen X. 

Anulando los coeficientes de X, Y, Z vemos que las coor- 
denadas del centro (x 0 ,y 0 ,z 0 ) están dadas por el sistema de 
ecuaciones 

[62-4] anx + a i2 y + a i3 z + a ¡4 = 0 , (i = 1, 2, 3). 

Para que este sistema no homogéneo (si fuera a 14 = a 24 = 
= a 34 = 0 tendría [62-1] centro en el origen) tenga solución 
única debe ser 

[62-5] A 44 = det { a ik } + 0 , (i,k = 1, 2, 3) , 

donde la notación A 44 se debe a que este determinante es el 
complemento algebraico, o adjunto (§ 13-4, a) del elemento 
a 44 en el determinante de la forma cuadrática [62-3] 

[62-6] A = det {a ik ) , (i, k = 1, 2, 3, 4) ., 

llamado discriminante de la cuádrica, y cuya importancia ve- 
remos en § 62-5. 

Si una cuádrica tiene discriminante no nulo (es decir no 
es degenerada, § 62-5), es [62-5] necesaria y suficiente para 
que exista centro, que entonces es único 
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[ 62 - 7 ] 





Nota. Es útil observar que cada primer miembro en [62-4] es mi- 
(.nd do una derivada parcial (§ 66-1) del primer miembro i(x,y,z) de 
lu ecuación [62-1], de modo que el sistema para la determinación del 
ovontual centro es 


[62-8] 


df _ df __3f_ 

3ce 3 y 3 z 


2. Cuádricas con centro. — a) Dejando de lado el caso en 
que se anula el discriminante [62-5], que tratarémos en § 62-5, 
«i existe centro es único (§ 62-1, d), y tomándolo como origen 
do coordenadas, la ecuación carece de términos lineales. Como 
por rotación pueden eliminarse los términos en xy, yz, zx 
(§§ 63-5 y 63-8), estas cuádricas se agrupan en cuatro tipos: 

[62-9] -J- + -f* + -fr = !. elipsoide: 

162-101 ~ 4- —- = 1, hiyerboloide de una hoja: 

1 J a ¿ b 2 c 2 

[62-111 —_—_— = 1, hiyerboloide de dos hojas; 

I. J q 2 c 2 

162-121 _— - — -— = 1 , cuádrica imaginaria; 

' J a 2 b‘ ¿ c ¿ 

y llevadas a estas formas son también simétricas respecto de 

los planos y de los ejes de 
coordenadas. 

E1 cuarto caso corres- 
ponde a formas cuadráti- 
cas definidas negativas 
(§ 63-7, a), estudiándose 
ahora la representación 
geométrica de los otros 
tres. Háciendo cero las 
otras dos variables, vemos 
que el número d.e términos 
positivos de los primeros 
miembros de estas ecuacio- 
FiK. 204. - Eiipsoide. nes da el número de ejes 

coordenados transversos 
(de intersección real con la cuádrica), lo que una vez conoci- 
das lus formas de estas cuádricas (figs. 204, 205 y 206) cons- 
tituye una regla cómoda para recordarlas. 
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b) E1 elipsoide [62-9], de semiejes a, b, c, está contenido en el 
paralelepípedo | x | a, | y | ^ b, | z | ^ c, pues cada sumando es < 1 
por ser todos no-negativos, y corta a los ejes de coordenadas en x — - a, 
y=±b, z=± c respectivamente, 

La sección de la superficie por el plano z = z 0 es la elipse 

x 2 , y‘ . „_ _ 

a 2 k 2 + b*k> 

llamando 

V = 1-= i ; 

c 


Los semiejes de esta elipse son: ak^a; bk^b y van disminuyendo 
al crecer z 0 , hasta anularse para z 0 = c, conservándose constante la ra- 
zón ak:bk = a:b. Todas las elipses son, pues, semejantes; y para z 0 > c 
no hay intersección (fig. 204). 

Casos especiales: 1. En particular, tiene interés el caso a=b, pues 
las elipses secciones por planos paralelos al xy son circunferencias. E1 
elipsoide se llama entonces de revolución, porque se puede engendrar ha- 
ciendo girar la elipse meridiana de semiejes a y c alrededor del. eje z. 
Si es c > a se llama elipsoide alargado; si es c < a se llama elipsoide 
achatado, o esferoide. 

2. Si a = b = c=r se tiene una esfera de radio r. Si el centro fue- 
ra C(,x 0 ,y o ,Zo) la ecuación es 

[62-13] (x — x 0 y + (y — yoV + (z — zo) 3 = V , 

pues los puntos que distan r de C verifican [62-13] y recíprocamente. 
Desarrollando se llega a una ecuación de la forma 

[62-14] x s + y 2 + z 2 + ax + ^y + yz + b = 0 , 

sin términos en xy, yz, zx, y con coeficientes de x 1 , y 2 , z 2 iguales; deter- 

minóndose centro y radio por 


[62-16] 


x 0 = — lo. , y 0 = — íP > z ° — — > 

r 2 = x 0 + V° + z 0 — S , 


para lo cual debe ser 8 < x° + y° 2 + z 0 2 . 


Nota. No es menester recordar en la práctica esta condición sobre 
8, ni [62-15]. Basta llevar [62-14] a la forma [62-13] completando 
cúadrados, y en el segundo miembro, aparece r 2 . Si este segundo miem- 
bro resulta nulo, suele decirse que la esfera es de radio nulo; y si resulta 
negativo, que la esfera es imaginaria. 


Ejemplos: 1. Si la ecuación es x 3 + y 3 + z 2 + 4x — 2 y — 6z=0, las 
coordenadas del centro son: x 0 = — 2; y° = 1; z 0 =3. 

Para formar los cuadrados (x + 2) 3 + (y — l) a + (z — 3) a es preciso 
sumar 4 + 1 + 9 = 14 a los dos miembros, y por lo tanto el radio es V14. 


2. Si la ecuación es x 2 + y 2 + z 2 + Ax — 2y — 6z + 14 _ 0, resulta 
r = 0; es decir, la superficie se reduce al único punto real: x — ¿; 

y — 1; z=3. (Cuádrica degenerada, con discriminante nulo). 

Si en vez de + 14 el término constante es cualquier otro número ma- 
yor que 14, en el segundo miembro quedará un término negativo y no 
existe superficie esférica. Suele decirse que la ecuación representa una 
superficie esférica imaginaria para indicar que todas las soluciones de 
la ecuación son imaginarias. 
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Pljf. 205. — Hiperboloide de una hoja. 


c) En el hiperboloide 
de una hoja [62-10] (fig. 
205), al cortar por el pla- 
no z = z 0 resulta la elipse 


a'-Jc" " r b'-k 2 ~ 

Z — Zo l 

siendo k 2 = 1 + ( Zolc 2 ) it 1. 

En este caso existe elip- 
se sección para todo valor 
de z 0 ; y conservándose se- 
mejante, al aumentar z 0 , va 
creciendo a uno y otro íado 
del plano xy, el cual deter- 
mina la elipse mínima, de 
semiejes a, b, llamada elip- 
se de garganta. 

En la figura 205 se han 
representado también la in- 
tersección con el plano xz 
(hipérbola) y sus asínto- 
tas; con el plano y = b par 
de rectas (x a /a a ) —(« a /c 2 ) = 
= 0), así como el cono cuá- 
drico (§ 62-5, bt) (x 2 /a 2 ) + 
+ (|/V6 a ) — (z*lc a ) = 0, lla- 


mado cono asintótico por 
ucorcarse indefinidamente 
nl hiperboloide, pues al cor- 
tar ambas superficies con 
un plano por el eje z, se 
obticne una hipérbola y sus 
nníntotas. 

Si a = b el hiperboloide 
cm do rcvolución alrededor 
(lel eje z. 

d) En el hiperboloide 
ile diis hojas [62-11] (fig. 
206), las secciones con los 
planos x =z x„ son las elip- 
soh Remejantes 

JL . i 

b a k a ^ c'W ’ 
x = x 0 ; 

uiendo /í“ = (x 0 /a a ) — 1 > 0 
puru | x„ | > a. 

lOn carnbio para | x 0 1 < 
a no Imy intersección; es- 
ln nujK'rficio tiene, en conse- 
ciumcia, una hoja en el se- 
mloHpacio x s a, y otra en 
'• ■ a ; hc llama por eso, 
hlpciboloidc dt' dos hojas. 



Kiir. 206. — Hiperboloide de dos hojas. 
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En la figura 206 se han representado también intersecciones con tres 
planos, y el cono asintótico (cfr. b) (x 2 /a 2 ) — (y 2 /b~) — (s?/c 2 )= 0. 

Si es 6 = c la superficie es de revolución respecto del eje x. 

3. Cuádricas sin centro. — a) Dejando de lado el caso de 
cuádricas de discriminante nulo (cuádricas degeneradas, § 62-5), 
no existe centro cuando y sólo cuando A 44 = 0. Probaremos 
que entonces, con un movimiento de los ejes, la ecuación [62-1] 
puede llevarse a la forma 

[62-16] a* n % 2 + 2a* 12 xy + a* 22 y 2 + 2 a* 3i z = 0. 



donde indicamos con x¡, x 2 , x 3 las coordenadas no homogéneas x, y, z, es 
degenerada (§ 61-5, a) por ser A« = 0, y entonces transforma el espacio 
en un plano por el origen (o parte de él). Tomándolo como plano 2/3 = 0 
resulta 


S a 3 kXk = 0 para todo X a 3k = a k3 = 0 , (/c=l,2, 3), 


y entonces (volviendo a nuestra notación x, y, z) con una conveniente 
rotación de coordenadas puede hacerse que en los términos cuadráticos 
de [62-1] no aparezca z : 


a* n x a -f- 2a*i¡xy + a* 23 y a + 2 a*ux + 2a*«j/ + 2 a* 3 ,z + a ,|! « = 0. 


Con una traslación conveníente puede lograrse ahora que desaparez- 
can los términos en x, en y, e independiente, y la ecuación queda, en 
los nuevos ejes que seguiremos llamando x, y, z, en la forma [62-16]. 


b) Con una rotación alrededor del eje z puede hacerse des- 
aparecer en [62-16] el término en xy (§ 63-5) y llegamos así 
a los dos tipos de cuádricas no degeneradas sin centro (p > 0, 
Q > 0) : 


[62-17] 


r \P“ 

-1- -+— = z, paraboloide elíytico: 

2 y ^ 2q 


[62-18] 


2 y 



yaraboloide hiyerbólico. 


E1 carácter de los signos en ambas ecuaciones, ya nos dice 
que para la primera toda la superficie queda por encima del 
plano z = 0, mientras que éste es atravesado por la segunda 
superficie, lo que una vez conocidas las formas de ambas ayu- 
da a recordarlas. 


bk) En el paraboloide elíptico [62-17] hemos ©scrito de ese modo los 
coeficientes, para que aparezcan las secciones por los planos coordenados, 
Ilamados principales, en esta forma: 

x = 0 , y 2 = 2 qz 
y = 0 , x 2 = 2pz 
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que representan dos parábolas 
de parámetros p y q, dirigi- 
das ambas hacia las z positi- 
vas (fig. 207). 

Las secciones por planos 
z = Zo son elipses de semiejes 
a y b tales que: 

a 2 = 2pz 0 , b 2 = 2qz 0 

si es Zo>0; y estos semiejes 
van creciendo infinitamente 
con z 0 ; es decir, la superficie 
se extiende infinitamente en 
el sentido de las z positivas, 
siendo las secciones horizonta- 
les elipses semejantes. En 
cambio, para z 0 < 0 no resulta 
intersección real. 

b¡¡) En el paraboloide hi- 
perbólico ['62-18], las dos pa- 
rábolas secciones principales: 

y — 0 , x 2 = 2 pz ; 
x = 0 , y 2 = — 2qz ; 


están dirigidas en sentidos con- 
trarios (fig. 208). 

Las secciones por los pla- 
nos z = z 0 son todas hipérbo- 
las y por eso se llama hiper- 
bólico este paraboloide. 

Ésta es la única de las cuá- 
dricas no degeneradas (§ 62-5) 
que nunca es redonda o de re- 
volución, por ser todas sus sec- 
ciones planas hipérbolas o pa- 
rábolas. 

4. Intersecciones. Plano tangente. — a) Intersecciones con 
una recta. — Mediante una transformación de coordenadas po- 
demos suponer que la recta sea el eje x ; poniendo entonces 
y = z = 0 en [62-1] resulta 

[62-19] a tl x 2 + 2a u x + a 44 = 0 , 

de donde se obtienen las abscisas de los puntos de intersección. 
Puede haber un punto impropio común obtenible de [62-2] . 
Según que el número de puntos reales de intersección (propios 
o impropios) sea 2, 1 ó 0, la recta se llama secante, tangente 
o exterior a la cuádrica. 

Si todos los coeficientes de [62-19] se anulan, pertenece a 
la cuádrica todo punto del eje x, que entonces debe conside- 
rurse como tangente a ella (cfr. § 62-6). 



b) Intersección con un plano. — Mediante una transforma- 
ción de coordenadas podemos suponer que el plano sea el xy; 
poniendo entonces z = 0 en [62-1] resulta 

[62-20] a lx x 2 + a^iV 2 + 2a^xy + 2auX + 2a^y + a 44 = 0 , 
que con z = 0 representa una cónica yroyia o degenerada o nin- 
gún yunto real. 

Si en [62-20] se anularan todos los términos cuadráticos (a u = 
= a 2 a = aia=0), haciendo z = 0 en la ecuación homogénea [62-2] resul- 
taría 

t(2aux -f- 2a u y -f- a «í) = 0 

que en el plano z = 0 representa dos rectas, una de las cuales es la 
impropia í = 0. 

Si se anulan todos los coeficientes de [62-20] todo punto del plano 
z = 0 pertenece a la cuádrica. Veremos en § 62-5 que en tal caso ésta 
degenera en un par de planos, eventualmente coincidentes. 

Un plano jt no perteneciente a una cuádrica se llamará: 

1) Exterior, si no corta a la cuádrica; 

2) Secante, si la corta según una cónica no degenerada; 

3) Tangente, si la corta según una cónica degenerada: dos 
rectas, una recta, o un punto (en la Geometría compleja siem- 
pre dos rectas: reales distintas, reales y coincidentes, imagi- 
narias). 

c) Plano tangente. — c x ) Estudiemos con más detalle el 
caso 3) de b) para justificar la denominación de “tangente” 
dada al plano jt. Si llamamos P al centro de la cónica dege- 
nerada D de intersección (que será entonces un par de rectas 
yor P, llamándose centro al punto impropio común cuando sean 
paralelas, o una recta yor P, o solamente P), como toda recta 
del plano jt corta a la cuádrica según D, tendremos por a), 
para las del haz de centro P: 

Si un ylano jt corta a una cuádrica no degenerada según 
una cónica degenerada D de centro P, toda recta del ylano que 
yase yor P es tangente a la cuádrica. 

Recíprocamente, si dos rectas t y t' tangentes a la cuádrica 
se cortan en P y determinan un plano K = (t,t'), la cónica in- 
tersección con jt, por tener un solo punto común con t y con t' 
es necesariamente degenerada y jt es plano tangente, entonces: 

El ylano determinado yor dos tangentes a una cuádrica en 
un mismo yunto P, contiene infinitas tangentes a la cuádrica, 
que forman un haz de centro P, y es el ylano tangente a la 
cuádrica en P. 

c 2 ) Probaremos que la ecuación del plano tangente a la 
euádrica [62-2] en un punto P x (x u y u z lf t x ) es 
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162-21] AiSJ + A 2 y + A 3 Z + A 4 í = o , 

con los coeficientes 

162-22] A i = a»ia;i + a i2 yi + a iz Zx + a i4 t : . 


i'ara ello consideremos las matrices vectoriales (§ 61-4, d) 




Xi -(- ÁX — 


Xi + Xx 

yi + xy 

Z\ + \z 
t\ + \t 



formadas con las coordenadas homogéneas de Pi, de un punto P del es- 
pacio, v de la recta P,P = r al variar X. Por estar P, en la cuadrica es 
X t 'AXi=0; la otra intersección de r con la cuádrica se obtiene determi- 
nando X a partir de 

(Xi+ ÁX)'A(Xi + XX) = X 2 X'AX + 2ÁXi'AX = 0, 

111168 X'AXi = (X'AX,)' = X/AX, porque la traspuesta de la matriz de 
un solo elemento es ella misma, aplicándose 1.61-28] y [61-81J. 

Será Á = 0 raíz doble, y esa otra intersección coincidirá con P,, es 
decir r = PPi será una recta tangente a la cuádrica, si se anula el coe- 
ficiente de 2A : 


[62-23] 


Xi'AX = 0. 


Esta ecuación de primer grado en x, y, z, t representa el plano tan- 
gente en P,. Desgrrollada da [62-21]. 


NOTA. Si llamamos cp (x, y, z, t) al primer miembro de [62-2], la 
ccuación de la cuádrica puede escribirse (cfr. § 67-3) : 



y la del plano tangente en P, en una de las dos formas siguientes, indi- 
cando con subíndice 1 los valores de las derivadas parciales en el punto 



(I) Secciones paralelas. — Las secciones reales de una cuá - 
drica vor planos secantes paralelos forman una o dos familias 
de curvas semejantes, estando en el segundo caso separadas 
ambas familias por un plano tangente. 


Ui intersección [62-20] de [62-1] con z = 0, y la intersección con 
cl plano paralelo z = k definida por éste y 

a,,** | ass y* + 2a r .xy + 2 (ctufe + au)x + 2 (a-afc + « 2 - 1 ) 1 / + 

+ (ctsa/C" + 2a a ,/c + <Xn) = 0, 

iin cónicns con iguales términos cuadráticos; son entonces dos de ellas 
cu. innlcs si nl eliminar los términos lineales por traslacion, resultan 
lcrminos indcpendicntcs de igual signo, siendo degenerada la que lo anule. 
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5. Puntos singulares y cuádricas degeneradas. — a) Si en 

la ecuación [62-21] del plano tangente en Pi(a;i, y ít z lf ti) se 
anulan los cuatro coeficientes, toda recta por P 4 es tangente 
a la cuádrica (§ 62-4, a) y todo plano por P x es tangente 
(§ 62-4, b), por cuya razón suele decirse también que no exis- 
te plano tangente. Tales puntos se llaman singulares. 

Una cuádrica se llama degenerada cuando tiene por lo me- 
nos un punto singular, el que siempre es real por ser solución 
del sistema lineal de coeficientes reales que resulta de anular 
las [62-22]. Para que este sistema sea compatible debe anu- 
larse el discriminante [62-6]. 


Notas: 1. E1 discriminante A es invariante para toda transforma- 
ción ortogonal de coordenadas, que en coordenadas homogéneas puede ex- 
presarse por X = SY, siendo S la matriz ortogonal 


[62-24] 


Xn A .12 Aia 0 
X¡¡ X 22 X 23 0 
Asi Aas A 33 0 

.0 0 0 1 , 


con ortogonal. La cuádrica X'AX = 0 se transforma en Y'S'ASY = 0, 
con discriminante 

A* = det (S'AS) = A pues det S = ± 1. 


2. La operación de formar la matriz S (nota 1) con las matrices 
y la de único elemento 1 , obviamente generalizada a matrices cuales- 
quiera, se llama suma directa. 

Es inmediato ver que la suma directa de dos matrices ortogonales 
es una matriz ortogonal. La matriz de una rotación alrededor de un eje 
de coordenadas es suma directa de dos matrices ortogonales de órdenes 
1 y 2 . 


b) Una cuádrica degenerada pertenece, según que haya un 
punto singular propio o impropio, a uno u otro (0 ambos) de 
los dos tipos siguientes, indiscernibles entre sí en el grupo pro- 
yectivo (§ 61-7, d). 

b 1 ) Conos cuádricos. — Una ecuación de segundo grado ho- 
mogénea en x, y, z 

[62-25] a lx x ¿ + a 22 2/ 2 + a 3Z z 2 + 2 a 12 xy + 2 a 2 ¿yz + 2a 3i zx = 0, 

representa un cono con vértice en el origen O, pues si P(íu, y, z) 
satisface [62-25], lo mismo ocurre con todo punto ~P{lx, ly, lz) 
de la recta OP. 

E1 determinante A se anula por anularse su cuarta fila 
{íi.ii} (y también su cuarta columna [a i4 ]). E1 vértice es punto 
singular. 

b 2 ) Cilindros cuádricos. — Una ecuación de segundo grado 
en dos variables x, y 

162-26] a u x 2 + a 2 .¿y 2 + 2 a l2 xy + 2a u x + 2 a 24 y + a i4 = 0 , 
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representa en el plano (x, y) una cónica C, y en el espacio 
(.c, //, z) una superficie cilíndrica de generatrices paralelas al 
eje z, pues con cada punto de la cónica C (directriz) satisfa- 
cen [62-26], los que resultan al variar solamente z. 

Se anula A por ser a i3 = 0. Punto singular es el punto ím- 
propio común de las generatrices. 

Notas: 3. Si en el cono [62-25] es A,,+=0, es el vértice 0 el único 
eentro (§ 62-1, d). En el cilindro [62-26] es A« = 0, hay centro si lo tie- 
ne la cónica directriz, y en este caso lo son todos los puntos de la para- 
lela por él a las generatrices. 

4 Si una cuádrica degenera en dos planos secantes puede conside- 
rarse corno cilindro y (de infinitas maneras) como cono; y todo punto 
do la recta de intersección es singular. Si los planos son coincidentes 
todos los puntos son singulares. Si los planos son paralelos puede consi- 
derarse de infinitas maneras como cilindro, siendo smgulares todos los 
puntos de su recta impropia común. 

c) Veamos lo que representan ecuaciones de los tipos siguientes 
[62-27] Acc 2 + B y" + Cz 2 = D , ( cuádricas con centro) ; 

[62-28] A» 2 + B y* = z , ( paraboloides ); 

euando se anula alguno de los coeficientes, distinguiendo tres casos esen- 

ciales: 

Ci) Térmhio constante nulo. Es decir: D = 0. 

La ecuación homogénea: 

[62-29] Ax 2 + B i/ 2 + Cz 2 = 0 

representa, (&,), un cono, cuyo vértice es el origen 0 (fig. 209, a). Den- 
tro de este tipo cabe que algún término cuadrado se anule y el cono 
degenera reduciéndose a un par de planos: sea por ejemplo L_U, la 
ecuación 

[62-30] Ax 2 + Bj/ 2 = 0 ; ± a/- 


Fig. 200. — Conos con vértice en el origen ; b y c so_n también cilindros, pues algunos 
de los infinitos vértices son impropios. 

representa dos planos que pasan por el eje 2 (fig. 209, b) ; si A y B tie- 
nen igual signo, no existen tales planos. pues soiamente los puntos x 
j/ = 0 del eje e satisfacen a la ecuacion (en la Geometna compleja 
rupresenta dos planos imaginarios). 

Scan C=0, B = 0. La ecuación 

[02-31] Ax a = 0 ; x 2 = 0 
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representa el plano x = 0, considerado como doble. Análogamente sj 
z 2 = 0 (fig. 209, c). 


c 3 ) Ecuación no homogénea. Suponiendo D^0 en [62-27] sea por 
ejemplo, C = 0; ’ 


Ax- + Bj/ 2 = D 


representa un cilindro de generatrices paralelas al eje 2 (fig. 210, a). 



Fig. 210 


Si es C = 0 y B = 0, la ecuación: 

[62-32] Ax 2 = D ; x = ± 

representa dos planos paralelos (fig. 210, 6), si D y A tiener. el mismo 
signo; en caso contrario ningún punto (en la Geometría compleja dos 
planos paralelos imaginarios). 

c 3 ) Paraboloides degenerados. Dentro del tipo [62-28], si se anula 
un término cuadrado, la ecuación Se reduce al tipo: 

[62-33] Ax 3 = 2 

que representa un cilindro parabólico de generatrices paralelas al eje y 
(fig. 210, c). 

>Si se anulan los dos términos cuadrados, la ecuación se reduce a 
2 = 0 que representa el plano xy; representa además el plano del infi- 
nito, pues en coordenadas homogéneas el segundo miembro es zt. 

Resumen: La ecuación incompleta, dentro de los tipos estudiados en 
las cinco cuádricas representa una superficie cónica (que se puede re- 
ducir a dos planos secantes) si es homogénea; y una superficie cilín- 
dmca (que se puede reducir a dos planos paralelos 0 secantes). 

6. Cuádricas regladas. — a ) Clasificación puntual de las 
cuddricas. — Vimos en § 62-4, a, que una cuádrica C puede 
contener una recta, tangente entonces a la cuádrica en cada 
uno de sus puntos. Pero por un punto P no singular de C no 
pueden pasar más de dos rectas (ejercicio 12), y según que pa- 
<’ii ninguna, una 0 dos, el punto P se llama elíptico, parabólico 
o hiperbólico (cfr. § 70-2). 

De ejercicios 13 y .14 se deduce que todos los puntos no sin- 
gulares de una cuádrica son de la misma naturaleza, y pode- 
nios distinguir cuádricas de puntos elípticos, cuádricas de pun- 
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tos parabólicos y cuádricas de puntos hiverbólicos. Las de las 
dos últimas clases se llaman regladas, y sus rectas, generatri - 
ces rectilíneas (cfr. § 75-1). También es reglada una cuádrica 
que degenere en un par de planos, distintos o no, pero enton- 
ces todo punto es singular. 

b) No pueden ser regladas, es decir, son de puntos elípti- 
cos, el elipsoide [62-9] por ser finito, el hiperboloide de dos 
hojas [62-11] y el paraboloide elíptico [62-17], por existir 
planos que no contienen puntos de la superficie, ni propios ni 
impropios, por ejemplo íc = 0 y z = k < 0 respectivamente. 

c) Regladas desarrollables. — Las cuádricas regladas más 
simples son las de puntos parabólicos, conos o cilindros pro- 
pios (ejercicio 13). E1 plano tangente es el mismo a lo largo 
de cada generatriz; éstas son dos a dos coplanares, y como la 
superficie es aplicable sobre un plano en el sentido que más 
adelante veremos (§ 77-3), se llama reglada desarrollable. 

d) Regladas alabeadas. — Se llaman así a las superficies 
regladas no desarrollables (§ 75-2). Entre las cuádricas lo son 
las de puntos hiperbólicos: hiperboloide de una hoja y parabo- 
loide hiperbólico. 

d x ) Hiverboloide de una hoja. — Su ecuación [62-10] pue- 
de escribirse así: 



Escrita en esa forma aparece como producto de las ecua^ 
ciones 


[62-35] 



cualquiera que sea el parámetro Á. A1 variar Á, cada una de 
estas ecuaciones representa un haz de planos, y sus intersec- 
ciones son rectas situadas en la superficie, puesto que la ecua- 
ción [62-34] se satisface para las soluciones comunes a éstas, 
ya que es el producto de ambas. 

Itesulta, pues, un sistema de infinitas rectas situadas en la 
cuádrica, y el conjunto de todas se llama haz alabeado de se- 
gundo orden. 
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Análogamente, como [62-34] es el producto de las ecua- 
ciones 



resulta otro haz alabeado sobre la superficie. 

Para X = 0 resulta la generatriz x = a, bz + cy = 0, 

” H- = 0 „ „ „ x = a, bz — cy = 0, 

y el plano tangente x = a da como sección este par de rectas. 

■^^ a( ^ 0 un P un to {xq, y 0 , z 0 ) en la superficie, las ecuaciones 
[62-35] determinan un valor de X 


X 



_go_ . Vo 
c b 



> 


el cual determina una generatriz del primer sistema que pasa 
por el y, análogamente, resulta una generatriz del segundo sis- 
tema. En consecuencia: 

. El hiverboloide de una hoja contiene dos haces de genera- 
tiices rectilineas y vor cada vunto de la suverficie vosa una 
ae cada sistema, las cuales determinan el vlano tangente en 
dicho punto. 


Las aristas de los haces de planos [62-35] son las rectas de ecua- 
ciones 

x/a = 1 , z/c = y/b ; x/a = — 1 , z /c = — y/b 

y como estas cuatro ecuaciones son claramente incompatibles, dichas aris- 
tas se cruzan. Cada par de planos homólogos se cortan en una recta, se- 
cante de ambas aristas; luego cada dos secantes MN, M'N' se cruzan. 
Analogamente para los haces [62-36]. 

Por consiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se cortan. 

En cambio como las ecuaciones [62-35] y [62-36] no son indepen- 
(lientes, pues el producto de las dos primeras es idéntico al producto de 
las dos segundas (o sea la ecuación [62-34]), una de ellas es consecuen- 
ria de las otras tres y por tanto las coordenadas del punto que satisfaga 
a , tres de ellas satisface también a la cuarta. Es decir: Dos generatrices 
<le axstmto haz tienen un punto común. 

Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan determi- 
nadas por la condición de cortar a estas tres. 

Sea un punto de la generatriz c, los planos Pa y Pó determinan una 
iccta que pasa por P y cortan a las a y b en puntos propios o impropios. 

1 or cada punto de cada una de las rectas a, b, c pasa, pues, una 
«ola generatriz del otro sistema. ’ * ’ 

Ueciprocamente, dadas tres rectas cualesquiera que se cruzan dos a 
,lt,s s ® obtiene facilmente la ecuación de la cuádrica que se determina 
como tndica el ejercicio 15. 
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d 2 ) Paraboloide hiperbólico. — Su ecuación puecle escribir- 
se así: 


[62.37] *--t-J * 

y es por tanto el producto de estas dos 

[62-38] ; JL+ » = -f , 

a 5 a 1 b l 

que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superfi- 
cie, y asimismo es el producto de estas otras dos 


[62-40] 


[62-41] 


[62-39] ■ — + -f- = — . 

o. b a b \i 

que definen otro haz alabeado, por la misma razón ya expli- 
cada en el caso del hiperboloide. 

Lo mismo que en el caso anterior, por cada punto del pa- 
raboloide pasa una generatriz de cada sistema; pero hay una 
diferencia notable, y es que todas las rectas [62-38] son para- 
lelas al plano 

[62-40] JL + JL - ° 

y toclas las rectas [62-39] son paralelas al plano 

[62-41] —-fL = o . 

L a b 

Estos dos planos se llaman directores del paraboloide. 

Notas : 1. Para (i—>co resulta en el haz [(52-39] la recta impropia 
del plano [62-40], y para X-> 0 la del plano [62-41]. Es, pues, natural, 
di'eir que esas rectas impropias son generatrices del paraboloide y que. 
I'orman su intersección con el plano impropio. 

2. Subsisten para el paraboloide hiperbólico las propiedades de in- 
torsección de las generatrices de uno y otro sistema, estudiadas en (h para 
ol hiperboloide reglado. 

7. Secciones circulares. Secciones circulares diametrales. —- 
a) Sólo en el elipsoi.de y en el hiperboloide de una hoja exis- 
lf>n planos que pasan por el centro y dan secciones circulares; 
un métoclo sencillo para determinarlos es el siguiente: 

Si de la ecuación de la cuádrica í(x, y, z) — 0 restamos la 
ectiación de una superficie esférica elegida de tal manera que 
la (liíorencia represente dos planos, la línea de intersección de 
lii cuádrica con la superficie es la misma. que la intersección 
do ésta con los dos planos, es decir, dos circunferencias. 

U|) Elipsoide. — Sea el elipsoide escaleno 


62-421 


a > b > c 
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y la superficie esférica de radio b 



La diferencia de ambas ecuaciones da 





y como ambos coeficientes son positivos por ser 1 /b- > 1 /a- y 
l./c- j > 1 /b~, esta ecuación se descompone en dos ecuaciones de 
primer grado que representan dos planos: z=±.kx. Gomo 
estos planos dan la misma intersección con la esfera y con el 
elipsoide, resulta: 

. #«// dos secciones circidares cuyos planos pctsan por el eje 

intermedio b. 

Si elegimos la superficie esférica de radio a ó c resulta un 
coeíiciente positivo y otro negativo, es decir, dos planos ima- 
ginarios. 


Ejempi.o 1. Sca el elipsoide; 

4íb“ + 3 y' + Gz- = 2. 

Como el coeficiente intermedio es el 4, elegiremos la esferá 
4x s + 4 2/ 3 + 4 z' ~ z . 

y rcstando resulta: 

y -— 2z- — 0 
V - ± V2«. 

Las dos secciones circulares que pasan por el eje x están periecta- 
mente determinadas por estos dos planos y la superficie esférica. 


/>.) Hiperboloide de una hoja. — E1 método es igual al se- 
guido en el elipsoide. Si de la eeuaeión 


[62-43] 


& , v- 

a~ ' h b- 


t; a > b; c cualquiera , 


respetamos la ecuación de la superficie esférica 

i 

ai- ' T ci- “ l " a: ¿ ~ 1 ’ 

resulta 


= 0 , 


representa un par de planos: z — ± 'lcy que pasan por el 
' ' x y Qie son simétricos respecto de los dos planos coorde- 
nados xy, xz. 
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Por el eje menor b no pasa en cambio ningún plano que dé sección 
circular, pues todos dan secciones con semieje mínimo b. 

b ) Doble sistema de secciones circulares. Puntos cíclicos. — 
Obtenidas las dos secciones circulares diametrales, todas las 
secciones producidas por planos paralelos son también circun- 
l’erencias (§ 62-4, d). Resulta, pues, un doble sistema de sec- 
ciones circulares, dos a dos simétricas respecto de los planos 
l>rincipales que pasan por el eje intermedio; los centros de las 
secciones paralelas entre sí forman el diámetro conjugado con 
el diámetro que dichas secciones circulares determinan en la 
elipse, sección con el plano principal que pasa por los ejes ex- 
tremos. 

Los dos extremos CiC 2 de cada diámetro conjugado con un 
sistema de seeciones circulares, o sea los puntos en que corta 
a la cuádrica, se llaman umbílicos o cíclicos. 

Los puntos cíclicos de la cuádrica están, pues, definidos por 
la condición de que los planos secantes paralelos al plano tan- 
gente en cada uno de ellos, dan secciones circulares. 

En el elipsoide escaleno hay, por consiguiente, cuatro pun- 
tos cíclicos, situados en la sección principal de semiejes máxi- 
mo y mínimo y simétricos dos a dos respecto de éstos. 

En el hiperboloide de una hoja, como el plano tangente cor- 
ta en dos rectas, y sus paralelos cortan en hipérbolas que tie- 
nen los mismos puntos impropios que estas rectas, resulta: el 
liiperboloide de una hoja carece de puntos cíclicos. 

Ejemplo 2. 

Bx 2 + y 2 — 2z 2 = 4. 

Como el mayor de los semiejes transversos es el b, elegiremos la 
esfera 

-I- y 2 + 2 a = 4 

y restando resulta la ecuación 

2 x" = Bz 2 .'. ± V273 x = z 

<liu> representa dos planos; éstos, con la superficie esférica, determinan 
dos secciones circulares. 


Ejercicios 

1. a) Probar que dados por sus coordenadas homogéneas los puntos 

l’i(Ki. Vu Zi, h), y 2 , Zi, f 2 ), todo punto 

(* ) P (hxi + Xz, Xyi + j/2, ÁSj + Zs, Xti + ts) 

i'Mlá alincado con P, y P 2 ; b) Llamando razón simple (PiP 2 P 3 ) de tres 
puntos alineados a PiPs/PíPa (cfr. § 9, ejercicio 3),es (PiP 2 P) = — U¡ (Xti ); 
<•) Considerar los casos Pi = P 2 , Pi#P 2 , P = P 2 , P->Pi. 

2. Llamando razón doble de cuatro puntos alineados a (PiP 2 P 3 P,) = 
(IMM'ii) / (PiP 2 Pi), (cfr. § 9, ejercicio 3), deducir del ejercicio anterior 

(|iio ;d P, y P 4 son de la forma (*) con X = h, X=h, es 

(**) (P.PJVb) = h/h. 
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.ucieLi“ [62 ' 2;l e ¡ntro - 


F ( Xi, 2/1, Zi, fi \ 

\ Xs, y¡, Zs, ta ) ~ (lrlX ' X - + a ~V'Vi + axiZxZs + Oia(Xiya + Xsiy-i.) + ... + 

+ autiU 


aet 11 con la cuá - 


- \ / /w ACIO XcliütJb Utí 

(***> = o. 


_ . 4 -, Diremos 5 ue dos puntos P,, P 2 S on conjugados o recívrorns rps. 
seccionpq ona cuadrica [62-2] cuando dividen armónicamente a las inter- 

PrahZ nZ S ’ 1 de íi a r ! eCta P i? u . con la cu ddrica, es decir, (PiP 3 P,P 4 ) = _í 
Urobar que para ello la condicion es ' 


(****) 


p ( Xi, Vu f¡u ti \ _ q 
\ Xs, 2/a, Zs, ta 1 




p ( xi, 2/i, zi, ti \ _ n 

\ x, y, z, t ) • 


lÍlano^ \ Pl<1 v£ u° lar de i Pl res P ecto de la cuádrica (P x se llama polo del 
plano Jti). Probar que la ecuación de a, puede escribiíse: 

r. ^ ^i + a,3Zl + “«<»)* + («91*1 + ...)?/ + ... =0 

o (utuizando denvadas parciales, § 66-1): 

xl\(x lt ...,fi) + yF v (xi, ...,fi) + zF m (xi, ...,fi) + fP, (xi, ..., fi) = o. 

cuádrÍca L °ffi 9 P 9 Í tOS i' medÍOS de V n sistema de cuerdas paralelas de una 
conlí diíeSS, , San - Gn , u ? plano - llama do plano diametral conjugado 
coíiuLdo CC , n común de la S cuerdas. Probar que el plano diameteal 
jugado con la direccion de parametros directores Ui, u a , u 3 es: 

(+) (anx + Oiay + a ls z + a u )ui + (0-110; + ... +0^)0, + 

+ (« 31 * + ... + a. M )u, = 0. 

„• 7 ‘ Eeuación de la cuádrica que pasa por P(l;—l; 1 ) v nor las spc- 

+ z = 0 x T -2y = V n la CUádrÍCa de § ^ 1 - + P° r los y planos 2^+ 

8. Completando cuadrados, verificar que la cuádrica 

* a + 2 y 2 + 4z* — 2x + 8y + 5 = 0 
es un elipsoide y hallar el centro C y los semiejes. 

9. En la cuádrica 

iof 7T 2y \ t 2z2 + 2xy ~ 6xz + * vz + 8 * — 42/ -f 2kz + k 2 = 0 , 

y e c?S C e rdecir r fo?m n t ^ and0 sucesivamente *. V, * como variables 
,v,ír, S ’ es uecu > formando un cuadrado que contenga todos los tér 

y etc • ^M^InSr^nT ^?^ 08 loS términos ( r estant?s y nuevÍs) con 
y , etc., ¿ ) Indicar su naturaleza para los distintos valores de k. 

u, 10 ' Drol)ar 9 ue . ca da uno de los paraboloides r62-171 v T62-181 mie 
de engendrarse de mfinitas maneras por la tradÍcMn de™ pSáZl. 

*ente a C en^un punfo'p deT ° S ° gÚn Una recta r - es tan ' 


rectas^e^dhT PUnt ° "° SÍngular P de una cu ádrica pasan a lo más dos 


1S * Si por . un P un to P pasa una sola recta r de una cuádrica ésta 

£d 0 Bun O ton n í d ? propios (es decir, degenerada pero sin planos), y 
0 0 punto no smgular tiene la misma propiedad. ’ * 


las r r' de o]°U '2 PU + nt °i n ° singular p de una cuádrica pasan dos rec- 
> de ella, otio tanto ocurre con todo otro punto Q. 
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15. Hallar la ecuación de la euádrica que contiene las rectas 

j x = 0 . j cc = 1 . j x + y — 2 

1 y — 0 ’ 1 y = z ' ' z = 0 

diminando a, b, p, q entre las ecuaciones de la recta 
x = az + p , jy = bz + q 
y las condiciones para que ésta corte a las tres dadas. 

16. Calcular el discriminante A de las cuádricas en forma reducida 
(§ 02-2 y 3, ver § 63-8) verificando que una cuádrica (no degenerada) 
cs rcglada si y sólo si A5 0 (A>0). 

17. Probar que los cuatro puntos cíclicos de l _elipsoide [62-42] son 
( ‘ a V (a 2 — b~) I (d- — c 2 ), 0, ± c V ( b " — ±) / (a' j — tr)). 

18. Demostrar que en el hiperboloide de dos hojas existen dos siste- 
mas de secciones circulares, paralelas al mayor de los dos ejes no trans- 
versos, y cuatro puntos cíclicos. 

19. Demostrar que el paraboloide elíptico [62-17] con p > q > 0 tie- 
no dos sistemas de secciones circulares y dar las ecuaciones de los corres- 
pondientes planos por el orig'en. Demostrar que hay dos puntos cíclicos y 
hallarlos. 

20. Hallar las seccioncs circulares, el ángulo que forman y los pun- 
tos ciclicos de: 14 el elipsoide x~ + 2y 3 + l* a = 1; 2 |; ’) el liiperboloule 
(lo dos hojas — - j/ a + * a = 1 (cono asintótico); 3 I? ) el paraboloide 
elíptico z = llcc* + y-. 

21 . Indicar porqué el paraboloido hiperbólico [es la unica cuádrica 
no degenerada que] no tiene secciones circulares. 

22. De los ejercicios anteriores y § 62-7, b, deducir que las únicas 
cuádricas sin puntos ciclicos son las regladas. 

23. a) Demostrar que los dos planos que dan sccciones circulares del 
dipsoide [62-42] y pasan por el oje intermedio b, son los que pasan tam- 
bién por los puntos de intersección de la elipse 

(°) (x a /a?) + («*/cf) =1 , V — 0 

y la circunferencia 

x 1 + z* = b 2 , y = 0 , 

pnsando cada plano por dos de los puntoa de intersección M, M' y N, N'; 
i,) Con cllo, probar que sc determinan gráficamente los cuatro puntos ci- 
clicos como extvemos de los diámetros conjugados a los diametros MM 
y NN' en la elipse (°). 


!'•’) Ind 

licar la naturaleza 

de las 

cuádricas confocalcs con cc 

"a~S-k 

+ + 7^ 

0 -/v C — 

■k 

1 , (a > b > c > 0) , 

distinU 

>3 valores de /c: 2' 

>) Proh 

ar que por eada punto P(aj, 

\ nasa, 

n tres euádvicas de la fa 

,milia, un elipsoide, un hipc 

unu ho 

ija y un hiperboloi 

de de < 

:los hojas. (Los valores de 

joortit’iit 
1 . ! *) , 

adaa elípticas del 

punto, 

iguales para los ocho pv 

1 °) In< 

licar la naturaleza 

de los 

paraboloides confocates 


- X -+ ■ ■ ? —- — 2 z — k , (p > q > 0) , 

p - k r q — k 

pnrn lo» dbtintos valorca dc k ; 2°) Probar que por cada punto P( 
(wq /k / UJ pii.imi tros cuúdricas de la familia. 
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1. rensor doble. — a) El vector como función escalar de 
ía direccion. — La proyeceión a u del vector a = «.p -f a 2 j 4- a 3 k 
sobre la dirección u dada por el vector unitario u = uA 4- 
+• u 2 j + w 3 k es (§ 60-5, a) el producto escalar a . u; luego 
[63-1] a u = a¡Ui a 2 u 2 4- a 2 u 2 = üa¡//.¿ , 

íelación que nos clice que un vector a puede considerarse como 
representante cle los_ escalares a u que dan sus componentes se- 
gun todas las direcciones u del espacio; así, pues, el vector a 
representara una correspondencia establecida entre todas las 
direcciones del espacio y un conjunto de números reales a u . 
bin embargo, no a toda correspondencia de esta clase la pode- 
inos llamar vector pues no podrán tomarse los números rea- 
les a u como componentes (proyecciones) de un cierto vector a 
sobre la dirección _u, si dicha correspondencia no viene expre- 
sada por una ley lineal homogénea en los cosenos directores de 
la forma L63-1]. 

Ejemplo. En ol caso de una fuerza, ésta es un “vector”, no sólo 

máx,ma° n qinon 1 ^ 1 mada , dir ? cció " ac ^ a según una cierta intensidad 

J 4 / P°i qu e en cualquier diraccion se manifiesta según una in- 

di!(wl q ? n f T ClüI ? lmvul - ho >> w C ( ;>V a de los cosenos directores de la 
T nna hn T S a lrradiacion himinosa de una lámpara adecuada 

íluminacion, que en una determinada dirección tiene tam- 
tensií Í Pní‘ d waxima, no posee carácter vectorial por no seguir su in- 
t nsidad en las demas direcciones dicha ley lineal homogénea. 

Podemos entonces definir analíticamente en el espacio E 3 el 
vector a como una correspondencia establecida entre todas las 
t.j.recciones u y un conjunto de números reales (escalares) a u 
aada por una ley lmeal homogénea en los cosenos directores 
u if de la f orma [63-1]. 

Los coeficientes del segundo miembro de [63-1] son los va- 
ores que toma el primer miembro para u = i, u = j, u = k, y 
bastan dichos tres valores a u a 2 , a 3 para determinar comple- 

tamente el vector a, es decir, para conocer todo el conjunto de 
ios a u . 

La expresión [63-1] de la proyección a u o componente o 
vaior (§ @0-4) del vector a según la dirección u, se conserva 
nivanante respecto de las transformaciones ortogonales, como 
1 esulta del sigmficado geométrico de a u , pero convendrá de- 
i.iostrarlo analiticamente para adaptar luego la demostración 

caso mas general tratado en (b). 

Tendremos en efecto por [61-7] 


[63-2] 


Ui = 'ZuhiU'k 


>' rcemjilazando en [63-1] tendremos por [61-6] 
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[63-3] a u = - 2 k a'fc«'fc. 

Nota 1. Obsérvese que la costumbre de adoptar la dirceción de> m- 
tensidad máxima para la representacion gréfica del vector, no. exp 
nue sólo en esa direccion se manifiesta la magnitud. rara descuDin 
? GV C aída de los graves, Galileo adoptó un plano ínclinado en el cual 
se manifiesta igualmente la gravitación, pero atenuada segun la ley del 
coseno. 

6) Tensores de rango 2. - 6i) Análogamente a lo visto 
en (a), se define el tensor (de rango 2) como una funcion 
vectorial lineal homogénea de la direccion. Asi en el espacio 
E a , el tensor A quedará defmido por la correspondencia de 
vectores a !t respecto de las direcciones u del espacio, dada por 
la ley lineal homogénea en los cosenos directores Ut de cada 

dirección 

[ 63 . 4 ] a !t = Sai^i. 

Los coeficientes vectoriales del segundo miembro son J°f 
valores que a !t toma para u = i, u = j, u - ■ k. La misma f - 
mula [63-2] prueba que la expresion [63-4] del vectoraj. es 
invariante respecto de las transformaciones ortogonales del es- 
pacio E1 tensor A queda determinado por los tres vectores 
a„ a 2 , a 8 , y si designamos por a,„ a 2i , a^ las com P°£ e 
según los ejes coordenados del vector a. (i-l,2, 3), el , tene _ 

A quedará determinado por los nueve numeros a» 

= 1,2,3), pudiendo sustituirse ia ígualdad vectonal [63- ] 
por las igualdades escalares siguientes, que resultan de P 
yectar ambos miembros de [63-4] sobre cada uno de los 3 
de coordenadas 

[63-5] (a.Ji-SouU, . (a«) 2 = So 2i », , (a„)»=So 3i M¡ , 

o brevemente 

[63-5'] (a„)/, = SOfciWi , (/t = l,2,3). 

Los nueve coeficientes a hi son las coordenadas del tensor A 
respecto deí sistema de referencia. Las o** se llaman vnnapales. 

6.) Como estos nueve números varían al rot a r los ‘ se^tSne 

caracterizar su modo de variacion. Poi [61-6], [63 5 ] y L J ^ 

[03-6] (a '„)i = a >“ u ' = ~ 

= $hCl'lkU'k 

siendo 

[08 7] a ' ,k = Á Jh X fc< aM. 

nea 'o e b“lm« n ..t 6 e^'definid6n eouivalente del tensor eom, matr^ 
Tnmr <hblo <» un ente abstracto representado P°r una matu/ M 
„1 urirnr Ioh ojoH »<• tmnsforma hnealmente segun L(»d /J. 
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Nota 2. En la matr-iz cada columna da las componentes dei 

vector correspondiente a un eje de coordenadas (cfr. § 61-2, b ), y cada 
fila está formada por los coeficientes de una componente del vector trans- 
formado. 

c) Significado físico. — E1 concepto de tensor fué creado para ge- 
neralizar el método empleado desde mucho tiempo atrás en Resistencia 
de Materiales para representar el estado de tensión de un cuerpo en cada 
punto. La acción de las llamadas “fuerzas exteriores” sobre un cuerpo 
(peso propio, cargas continuas o discontinuas ejercidas por pilares o ar- 
cos que se apoyan sobre el cuerpo en cuestión, reacciones de apoyos, ac- 
ción de la temperatura y del viento, etc.) produce una deformación elás- 
tica que dentro de ciertos límites, en virtud de la propiedad física lla- 
mada cohesión, equilibra dicha acción; el cuerpo está en equilibrio elástico 
si después de la deformación, todas sus partes quedan en reposo, para 
lo cual las fuerzas exteriores más las de cohesión deben cumplir las con- 
diciones de equilibrio dadas por la Estática. Consideremos por un punto 
P del sólido un elemento plano, de su- 
perficie o, perpendicular a un versor n, 
y las fuerzas que actúan a través de o 
sobre la parte I del sólido para la cual 
n es normal exterior, provenientes de 
la parte II del cuerpo, situada del otro 
lado de o (fig. 211). Estas fuerzas tie- 
nen como resultante (además del mo- 
mento resultante) una única fuerza t. 

A1 tender a cero el diámetro del elemen- 
to o, la razón t/o tiende a un vector lí- 
mite t„, que sólo depende del versor n 
y se llama tensión en P correspondiente 
a la dirección n. En un sólido la direc- 
ción de t„ difiere en general de n. 

Veamos ahora cómo so sintetiza el conjunto de las tensiones en P 
correspondientes a las distintas direcciones, mediante el concepto de ten- 
sor. Para ello consideremos un pequeño tetraedro formado por un plano 
perpendicular a la dirección n y planos paralelos a los de coordenadas. 
Las fuerzas correspondientes a las caras se obtienen multiplicando los 
cuatro vectores, que dan las tensiones, por las áreas respectivas a x , o u , 
O;, o n , y una condición de equilibrio la da la igualdad vectorial 

[63-8] Ontn = O x t x + O r t u + Ojt c , 

que es análoga a [63-4] porque las razones Ox/o n , o u /o n , Oz/o n son los 
cosenos directores %i, n 2 , n 3 de la dirección n. 

Por tanto, el conjunto de tensiones t„ correspondientes a todas las 
direcciones n en el punto que se estudia del <”[erpo considerado puede 
sintetizarse mediante el concepto matemático de tensor T. E1 estado de 
tensión en cada punto está caracterizado por la nu riz ] í, t ¡ [ de las coor- 
denadas del tensor T, siendo las componentes de t x , -¡í/ l2 ¡- las de t,„ 
y -j t h3 \ las de t.-. Esta matriz define la correspondencia vectorial o fun- 
ción lineal [63-4]. 

En Estática se demuestra que en el caso de que el tensor T se re- 
Tiera al estado elástico de un cuerpo, la matriz correspondiente es simé- 
trica, es decir 

[(53-9] tik = tM. 

En este caso el tensor se llama simétrico. Si los elementos conjuga- 
dos tm y tin de la matriz son iguales y de signos contrarios y en 

consecuencia los elementos de la diagonal principal son nulos, el tensor 
no llama antisimétrico o hemisimétrico. Veremos (§ 63-2, a) que estas 
propiedades son invanantcs respecto de las transformaciones ortogonales. 
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2. Operaciones. Tensores especiales y de rango mayor. 

a) Si los tensores AyBde matrices {a ik } y {b ik } dan l en la 
dirección u los vectores a u y b„ llamaremos suma A + B y 
vroducto vor un escalar AA a los tensores que dan en la di- 

YeTiTAs vectores a„ + b„ y la Sus tnatrices de coor de 

nadas son {a ifc + 6«} y es decir las qu» resulten de 

las correspondientes operaciones sobre matnces (s oi > /• 

Se define el vroducto del tensor A V or el vector x, de di- 
rección a+x = u, como el vector y obtemdo multiplicando el 
módulo * por el vector a„ de A correspondiente a la dirección 
u. Por tanto 

[63-10] y = Ax = x . a u = »iai + ® 2 &a + ®sas » 

teniendo el último miembro expresión análoga a un 
escalar de vectores. Si el vector x es umtario, x - u, recaemos 

en [63-4]. 

Nota 1 Obsérvese que la expresión [63-10] es la misma que la [61-45] 

también con el de operador lineal que transforma todo vector x en otxo y 
mediante la sustitución lineal 

[03-11] = » (¿ = 1, 2,3), 

Ao itrnal a la formada por las coordenadas del tensor A (§ 61-5, 

nota). Actullmente el concepto de teneor ha adquirido un aigmíicado m - 

cho más general que el antenor (Cap. XXIII, nota ni). 

La simetría (a ¡t = o*,) o hemisimetría (a a = — a*<) de la 
matriz de coordenadas de un tensor A son invariantes en 
transformaciones ortogonales, y entonces podemos defimr los 
tensores simétricos y hemisimétricos. 

tas de ambas. 

La descomposición [61-33] de matrices, prueba que un , ten. 
sor cualquiera puede siempre considerarse en forrna u ™vom 
como la luma de un tensor simétnco y uno e 

todos los problemas de aplicacion, esta descomposición tien 
un significado físico notable; asi, por ejemplo, en Klastacidad 
toda deformación infinitesimal puede cons *dera r se como su 
do una dilatación (representada por un tensor s ™ c ^ lc0 ^ 
una distorsión (representada por un tensor hemisimétnco). 

b) E1 módulo de la suma es el tensor de matriz {0}; tal 
tensor hace corresponder a toda direccion el vector nulo 0, y 

mt °Siun tenior tiene todas sus componentes nulas en un sis- 
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tema de coordenadas, también son nulas en cualquier otro. Tal 
tensor de componentes nulas se llama tensor nulo. 

La anulación de un tensor expresa, pues, una propiedad íntrmseca, 
indpoendiente del sistema de coordenadas, es decir, una pxopiedad geo 
métrica si relaciona elementos geométricos, y una ley natural si relaciona 
Sementos físicos De aquí la importancia capital de descubrir tensores 
para expresar con ellos las propiedades geometncas y las leyes fisica-s. 
La Geometría diferencial y la Física matemática encuentran en el calculo 
tensorial su instrumento más eficaz. 

EJEMPLO 1 La curvatura total de una superficie viene expresada 
nor un tensor • la anulación de éste caracteriza las superñcies desarrolla- 
bles sobre el plano. Este tensor de curvatura, aphcado al espacxo-tiempo 
ha permitido a Einstein formular su ley de gravitacion. 

c) E1 tensor más sencillo no nulo es el tensor unidad I, de 
matriz {b ik }, que hace corresponder a cada versor el mismo; y 
recíprocamente, esta función identidad tiene su expresion en 
la matriz {5«>; como esta propiedad es intrmseca, mdepen- 
diente de las coordenadas, las componentes de este tensor en 
todo sistema de coordenadas son siempre las mismas. 

Igual significado intrínseco ticne el tensor —J. de diagonal —1, 
i _i Q ue hace corresponder a cada versor su opuesto. lal tensor es, 
por eiempCel que representa el estado de tensión en el centro de una 
Líera “mprfmil por igual.en todae direcciones; mientrae que en el 

CaSO ot¿veíVetr^aSr e áffi.ta'ÍSSdfade todas las 
comnonentes no principales cuando la.jrindpale.ijn «ual^como acon- 

en e cambto”‘.i'fatíílm ¿ ¿, ¿ a+ue'sean nnlas todas las demis, al 
cambiar dé coordenadas varían en general las nueve componentes, como 
se ve aplicando la fórmula [63-7]. 

d) Consecuencia muy importante de la ley de transforma- 
ción [63-7] es esta igualdad 

[63-12] a'u + a ' 2 2 + »'33 - »11 + a 2 2 + » 33 , 

que puede enunciarse: la suma de coordenadas princivales de 

un tensor de segundo rango es invariante. 

En efecto, resulta de [63-7] haciendo k = j: 

a ’i) = , 

y sumando respecto de j resulta por [61-7 I: 

= ’%ihbiha¡K = S«a... 

Esta operación que conduce a un escalar partiendo de un 
tensor doble se llama contracción del tensor. . Gen % a ^ a 0 da ,^°”' 
venientemente a los tensores de rango superior (8 od-¿, f) es 
muy importante en la teoría general. 

Nota 2. La nomenclatura de los autores alemanes, incluso ElNSTEIN, 
cs Verjüngung (rejuvenecimiento); la palabra contraccion es la p 
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da por los autores franceses; y los italianos, siguiendo a Levi-Civita. 
llaman a esta operación saturación de índices. 

Mientras esta operación rebaja el rango, y la suma io con- 
serva, veamos ahora cómo se logra, inversamente, construir 
tensores de rango tan alto como se quiera, partiendo de los 
vectores. 

e) Producto tensorial de vectores. — Si se multiplican las 
componentes del vector a = a x i + cfej + & 3 k por las del vector 
b = 6ji + b 2 j + & 3 k resultan nueve productos: c ih = a 3 b h que 
componen un tensor, pues en virtud de la fórmula de transfor- 
mación [61-6] las nuevas componentes son 

C'kj = d'kb'j =(2ilfciCli) (2;, ‘Kjhbh) = ^ihKki^jhCih , 

es decir, obedecen a la ley lineal [63-7] . Esta regla de multi- 
plicación se llama tensorial o de Gibbs, y el resultado obtenido 
se enuncia así: el producto tensorial de dos vectores es un 
tensor doble. 

He aquí desarrollados los dos productos de vectores a y b: 


r a¡bi 

a,ba 

a,bs -i 

r 6iai 

b,Oa 

b,a 3 n 

I Oab, 

afba 

a 3 b 3 1 

; (ba[ = 1 b 3 a. 

baa? 

b 3 a 3 1 

L afbi 

a 3 b a 

a 3 b 3 J 

L b 3 a i 

b 3 a 3 

b 3 a 3 J 


observándose que son tensores conjugados, llamando así a los de matri- 
ces traspuestas (§ 61-4, a), y su diferencia es el tensor antisimetnco 

[ ü Oiba — bitta Oi ba — biOi ~| 

a 2 bi — badi 0 aab 3 — b 2 a s I . 

a 3 bi — b 3 Oi a 3 ba — b»aa 0 J 

Salta a la vista que las tres componentes situadas a un lado de la 
diagonal principal son precisamente las que suelen tomarse como compo- 
nentes del vector llamado producto vectorial; debiendo elegirse las de 
uno u otro lado de la diagonal, según sea el convenio adoptado para el 
sentido de dicho vector, convenio íntimamente ligado con el signo de la 
terna de vectores coordenados. Esta distinción entre triedros positivos y 
negativos es netamente intuitiva y no expresable algebraicamente. 

Según la definición de vector, el citado producto vectorial no es un 
vcctor propiamente dicho, sino un semi-tensor ; la figura que se conserva 
invariante es el par de vectores opuestos, en uno y otro sentido; pues si 
sólo se adopta uno de ellos, al tomar como nuevo triedro coordenado uno 
d 0 sentido opuesto al anterior, dicho vector convencionalmente adoptado 
para representar el producto, se convierte en su opuesto. 

Por el contrario, el producto escalar es invariante respecto de todo 
cuinbio de coordenadas ortogonales y aparece como suma de elementos 
principales del tensor ab, es decir, es el tensor (de rango 0) deducido 
do óste por la operación que hemos llamado contraccion. 

Nota 3. Obsérvese que el producto -¡baj- de dos vectores, que es un 
(criBor «loble especial, coincide con la díada definida en § 61-5, nota. Por 
080 algunos autores Uaman díadas a los tensores dobles. Esta denomina- 
ción es de Gibbs pero aplicada al caso especial de producto de vectores. 
Su mctodo consiste en descomponer cualquier tensor doble en suma de 
talon díadas (cxpresiones diádicas, § 61-5, nota). Por esa misma fecha 
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(1884) se ocupó el físico alemán Voigt de los mismos conceptos, intro- 
duciendo el nombre de tensor, mientras que sus compatriotas han prefe- 
rido el de afinor. En verdad el concepto de tensor como funcion vectonal 
lineal es de Hamilton (1853). Su contemporáneo Riemann dio en 1854 
las ideas capitales del moderno Cálculo absoluto, desarrollado por Ohris- 
toffel (1869) y sistematizado y completado por Ricci y Levi-Oivita 
en,1901. 


EJEMPLO 2. TENSOR de INERCIA. — Se llama tensor de inercia de un 
sistema de masas respecto del origen O, al que tiene por componentes 
principales los momentos de inercia respecto de los ejes y como compo- 
nentes secundarios los momentos mixtos o centrífugos, con signo opuesto. 

Suponiendo una sola masa unitaria en el punto x, y, z; x + y 4 
4 -z* — '?, el tensor de inercia tiene la expresión 


[ y % + z* — xy — xz ~i 

— yx z % + x* —yz \ 

— zx — zy x % + y" J 


rr a 

0 

0 n 


xy 

X z ~l 

0 

r 3 

o — \ yx 

yy 

yz 

Lo 

0 

r 3 J 

L zx 

zy 

zz J 


Que esta matriz define, en efecto, un tensor, resulta inmediatamente 
de la descomposición anterior, puesto que la matriz sustraendo repre- 
senta el producto tensorial del vector r(x, y, z) por sí mismo, mientras 
el minuendo es el tensor unitario con el coeficiente numérico r-; luego 
J es un tensor doble, diferencia de dos tensores: J = r 2 ! (r, r f. 


f) Así como definimos el tensor doble como función vecto- 
rial lineal de la dirección (§ 63-1, b), podernos considerar una 
correspondencia de tensores de segundo rango, respecto de las 
direcciones del espacio según una ley lineal homogénea en los 
cosenos directores de cada dirección. E1 conjunto de estos ten- 
sores, dependientes de tres tensores de segundo rango, es de- 
cir 9 vectores ó 27 escalares, se puede sintetizar en lo que se 
llama un tensor de tercer rango. En la misma forma se pasa 
a tensores de rango cualquiera. 

La fórmula [63-1] nos dice que los vectores son los tenso- 
res de rango uno y por extensión los escalares se consideran 
tensores de rango cero ; en todos los casos, es esencial en ellos 
su carácter absoluto, es decir, su invariancia respecto de las 
transformaciones ortogonales del espacio: así, un escalar es 
algo más que un número real; es la expresión de una magm- 
tud que no depende del sistema de referencia. 


3. Forma bilineal correspondiente a un tensor. — a) E1 
tensor A hace corresponder a la dirección u = u-\\ + u 2 j ++ 3 k 
el vector a„ de componentes (a u K = ^a hi Ui [63-5'], que tiene 
por componente en la dirección del versor v = v^i + v 2 ] + ^sk 
el producto escalar 

[63-13] a u . v = 2(a ü ) h v h = 2a hi v h Ui = B(v,u). 

Esta forma bilineal es invaHante respecto de las^ transfor- 
maciones ortogonales como lo muestra el primer miembro de 
[63-13]; puede servir también para definir el concepto de ten- 
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Mor y es la forma más útil para introducir los tensores de 
rango superior (dependientes de tres o más índices). 

b) En el caso de que la dirección u coincida con la direc- 
ción v, obtenemos la llamada comvonente normal o valor del 
tensor A en la dirección u dada por la forma cuadrática (§ 61-4, 
d 3 ): 

[63-14] a u .u = '2a ill u i u h = C(u). 

Si u coincide con la dirección del eje coordenado x es 
H\ = 1, Uo = u s = 0, y por tanto resulta que las coordenaaas 
princivales a n , a 22 , a 33 son las componentes normales del ten- 
sor en las direcciones de los ejes. En cambio las otras coorde- 
nadas a 12 , a 13 , ..., no son componentes del tensor, aunque si 
lo son de los vectores coeficientes en [63-4], y sólo en este sen- 
tido puede usarse la palabra componente aplicada a ellas. (Al- 
gunos autores designan las coordenadas del^ tensor por la pa- 
labra “componentes”, siendo en este caso útil la observacion 
anterior). Obsérvese que la componente [63-14] es la misma 
en sentidos opuestos ; en cambio las componentes [63-5] del 
vector a„ difieren en el signo para sentidos opuestos. 

Se llama componente tangencial del tensor correspondiente 
a la dirección u a la proyección del vector a„ sobre el plano 
normal a la dirección u. 

Un tensor simétrico tiene por forma cuadratica correspon- 
diente la 

[63-15] a„. u = a u ué ¿ + a 22 u 2 ¿ + a 33 u 3 2 + 2a n u x u 2 + 

+ 2a 23 u 2 u 3 + 2a 31 u 3 Ux , 

que como [63-13] es invariante respecto de las transformacio- 
nes ortogonales. 

E1 valor a„. u de un tensor en una direccion, por estar 
dado por una forma cuadrática, es el mismo que el de su com- 
[jonente simétrica en la descomposición de § 61-4, b (ver 
§ 63-2, a ). 


Ejemplo. E1 concepto de valor de un tensor en una dn-eccion mues- 
Iva el significado del tensor de inercia J (§ 63-2, ejemplo 2), pues lla- 
rnando q al segmento de proyección de r = OP sobre el eje e ai’bitraria- 
muiite trazado por 0, y d a la distancia del extremo P de r = OP hasta 
ol eje, el valor de J en esa dirección e es 


a — r 2 


= cP 


Por tanto, la intensidad o valor del tensor J en cada dirección e es 
precisamente el momento de inercia de la masa unitaria respecto d 

^CorisideremOB ahora en lugar de una masa ünica todo un sistema de 
mnsuK ñh en los puntos (x t , yi,z<) respectivamente (r = 1, 2, .. .,n), ei 
, (M , 30r de inercia cs la suma de los n tensores correspondientes a las 
diversan masas y sn valor en cada dirección es, por tanto, el momento 
di* inercia respecto de ella. 


§ 63 -5 ÁLGEBRA TENSORIAL 65 

4. Cuádrica de un tensor simétrico. — Si en la dirección u 
y a partir del origen de coordenadas 0 llevamos un segmento 
OP tal que 

[63-16] +- = + V | a u . u I , 

entonces las coordenadas 

[63-17] x = OP . %i , y = OP . u 2 , z = OP . u 3 

del conjunto de los puntos P correspondientes a todas las di- 
recciones u en uno y otro sentido verifican, en virtud de 
[63-15] la ecuación 

[63-18] ctníc 2 + a 22 y~ + a 33 z 2 + 

+ 2 a 12 xy + 2a 23 yz + 2 a 31 zx = ± 1 , 

es decir, están respectivamente para cada valor del primer 
miembro en una cuádrica con centro (§ 62-1, d), obteniendo 
así la llamada suyerficie directriz o eliysoide del tensor,, por- 
que en muchos casos la naturaleza física del tensor simétrico 
permite asegurar que la superficie [63-18] es un elipsoide (tal 
el elipsoide de inercia, correspondiente al tensor de inercia), 
lo que en general no siempre ocurre. La superficie [63-18] es 
la misma, cualquiera que sea el sistema ortogonal de referen- 
cia de centro 0, y sus propiedades están íntimamente relacio- 
nadas con las del tensor simétrico correspondiente. Si el se- 
gundo miembro de [63-18] conserva el mismo signo para todo 
valor de x, y, z (entonces se dice que la forma cuadrática es 
definida, § 63-7, a) habrá que tomar +1 ó — 1 según aquel 
signo para obtener un elipsoide real (§ 62-2), corresponde al 
caso en que a„. u conserva el mismo signo para cualquier di- 
rección u del espaeio. Si la forma cuadrática es indefinida, en- 
tonces [63-18] existe tanto para +1 como para —1, y se ob- 
tienen dos hiperboloides de una y de dos hojas con el mismo 
centro y cono asintótico (§ 62-2, b y c) . Dicho cono asintótico 
es el lugar geométrico de las direcciones según las cuales el 
valor del tensor es nulo. 

Nota. Las componentes [63-5] del vector a„ son la mitad de las de- 
rivadas del primer miembro de [63-18] para el punto impropio [ui, u 2 , u,], 
parámetros directores de la normal al plano tangente _de la superficie di- 
rectriz en el punto en el que in'cide sobre ésta su diámetro de dirección 
u; por tanto a„ es normal a dicho plano tangente. 


5. Forma canónica en el grupo ortogonal. Autovalores y 
autovectores. — a) Veremos que en el campo real mediante 
una elección conveniente de un sistema ortonormal de coorde- 
nadas yuede lograrse que la matriz de un tensor simétrico ten- 
ga elementos no nulos sólo en la diagonal yrinciyal. En otras 
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palabras, mediante una transformación del grupo ortogonal 
O n (§ 61-7, b ) puede llevarse el tensor, o su matriz, a una 
l’orma especialmente sencilla que llamaremos forma canónica 
en el grupo ortogonal (o en ejes ortogonales). Para que ello 
ocurra, el versor correspondiente a un eje de coordenadas a 
elegir debe ser paralelo a ese eje (§ 63-1, nota 2), y entonces 
hay que buscar las direcciones u tales que 

[63-19] Au = a„ = Au. 

Todo vector no nulo x, tal que su versor u = x~ x \ verifique 
[63-19], se llama autovector o vector proyio del tensor A (,y 
de la correspondiente matriz). E1 número X se llama autovalor 
o valor proyio correspondiente a la dirección propia u. 

Comencemos por hallar los autovalores. Reemplazando en 
[63-19] la expresión [63-4] de a u y proyectando sobre los ejes 
de coordenadas, resulta 

[63-20] ZanUi = lUj , 

con lo que tenemos (limitándonos a tres dimensiones porque 
todo es igual en E n ) el sistema lineal homogéneo en u u u<¿, Us 

í («n— K)U\ -j- &12 u-¿ ~j“ «13 Ua = 0 

[63-21] < a 2l U\ + (a -22 — l)u¿ -j- a¿z u% = 0 

l 0-31 U\ + «32 U-¿ + («33- V)Uz = 0 , 

el cual tendrá soluciones (fuera de la trivial U\ = 0, § 15-6), 
cuando y sólo cuanao 

«11 - X «12 «18 

[63-22] «21 «22 - X «23 = 0* 

«31 «32 «33 X 

Esta ecuación da los valores propios; se la llama ecuación 
aecular (por su aplicación al problema astronómico de las per- 
turbaciones seculares) y también “ecuación de Lagrange para 
las frecuencias” (por su aplicación al problema de las peque- 
ñas oscilaciones en los sistemas conservativos). Su primer 
miembro se llama polinomio característico. 

Una vez hallados los autovalores X mediante la ecuación 
[63-22], la resolución del sistema [63-21] da los correspon- 
(Íientes autovectores. 

La existencia de la forma canónica en el grupo ortcgonal 
para un tensor simétrico real quedará demostrada probando 
las dos propiedades siguientes': 

«,) Dos autovectores u, v correspondientes a autovalores 
X, p distintos, son ortogonales. 

Con la notación matricial (§ 61-4, d) usando matrices vec- 
toriales, tenemos: 

AU UJ , AV = pV . (X + p) , 
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y el producto escalar de los autovectores es, por ser A' = A: 
U'V = -Í-U'AV = — (AU)'V = — U'V 

p U V 

de donde resulta, por^ ser X/\l + 1, U'V = 0. 

a 2 ) En toda matriz simétrica, la ecuación secular tiene sus 
raíces ( autovalores) reales. 

Si hubiera una raíz no real X, le correspondería un auto- 
vector de componentes complejas (u\, u¿, u 3 )~ no nulo, y tam- 
bién sería raíz (§ 18-2) la conjugada X, con autovector 
(u\, u 2 , u 3 ). Por «i se tendría 

U\U\ + V 2 U 2 + U 3 U 3 = I U\ | 2 + | u¿ | 2 + | u 3 \ ¿ = 0 , 

0 sea U\ = u 2 = u z = 0 contra lo dicho. 


b) Consideremos con más detalle, y en cualquier número de dimen- 
siones (ver notas I y II), la transformación ortogonal que lleva la ma- 
triz simétrica A a la forma canónica diagonal. Esto nos mostrará tam- 
bién lo que ocurre cuando hay raíces múltiples de la ecuación secular. 

La forma cuadrática U'AU, mediante la transformación ortogonal 
U = SV (S matriz ortogonal: SS' = I, ó S'^S’ 1 ), se transforma en la 
forma cuadrática (en las v k ) 

(SV)'A(SV) = V'(S'AS)V , 

por cuya razón toda matriz S'AS (S ortogonal), se llama congruente de 
A en el grupo ortogonal 0„. 

Tomando un autovector u (1) correspondiente a un autovalor Xi como 
primer vector del nuevo sistema de coordenadas, tendremos llamando S 
a la matriz del cambio de ejes: 


[63-231 


S'AS 



siendo esta matriz simétrica, pues (S'AS)' = S'A (S ) _SAS. 

La matriz simétrica +'+ se transforma de igual manera por cambio de 
ejes en el correspondiente espacio de n — 1 dimensiones E„-i. 

La ecuación secular es la misma de la matriz S-AS, es decir: 


(X — Xi) 


o! 22- ^ • 

. . . Oj' 2n 

d'n2 • • • 

. . . a'nn - X 


= 0 , 


de modo que si fuera raíz múltiple, será un cero del segundo factor, 
y entonces habrá también un autovector u (2) en E,-i. Mediante nueva 
rotación “alrededor” de u (1) , es decir que deje fijo este eje, y lleve el 
segundo a u <2) , etc., se llega a una matriz diagonal, es decir con ceros 
fuera de la diagonal principal, siendo esta diagonal de la forma 


Ki rh n, . 

Xi, ...» Xi, x¡, ..., x¿, .... X,, .... X „ . 
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La ecuación secular queda en la forma 

[63-24] P(Á) = (Á — \i) ni (Á — Á 2 ) TCa ... Ck — \,) n ’ = 0. 

Esta reducción es única salvo el orden; no así los ejes cuando hay 
im autovalor múltiple, por ejemplo Ái, pues si u <a> y u (2> son autovecto- 
res, lo es toda combinación lineal uu a) |3u ta> , como se ve a partir de 
Au (1> = ?iiu (1) , Au (2> = de modo que se obtienen subéapacios pro- 

pios E„ , .... E„ . Los vectores de dos subespacios propios distintos 

son perpendiculares por a¡, y en cada E ?(; se pueden tomar sistemas de 
vectores ortog'onales, de mfinitas maneras si n k > 1 (ver nota II, c). 


6. Invariantes de un tensor simétrico. — Por el significado 
intrínseco (§ 63-1) de [63-19] son invariantes los cmtovalores, 
y por tanto los coeficientes del polinomio característico P(/.), 
(cfr. ejerc. 11). Limitándonos a tres dimensiones tendremos 
(§ 63-5, a) 


[63-25] P(Á) = 


tt\-[ - Á (l i ‘j (I i ;í 

Oai tt-> 2 -/- «23 

<h I «:i2 ' a»3 — ’>■ 

= - P' + dlÁ“ - J ■}. -f- 


con los invariantes ( iineal , cuadrático y cúbico) : 


j Jl «11 ~\~ C h 2 -j- «38 

[03-26] -J J 2 = «H«22 -|- «22«:i3 -I 1 - «12“ «23“ ” «3l“ » 

L h = det {«¡; c } , (i, k = 1, 2, 3). 

Como (§ 63-5, b) la multiplicidad de un autovalor da la dimensión 
tlel subespacio propio correspondiente, son invaviantes no solamcnte los 
uutovalores, sino también sus respectivos órdenes de multiplicidad. 

Nota. E1 invariante Ji ya se halló en § 63-2, cl. Del mismo tipo es 
■ 'l invaviante J s , pues puede expresarse también mediante J¡ ; : - un -f- Ui^ -j- 
| n.n, donde a ( * es el compleménto algcbraico o adjmito (§ 13-4, a) de 
ii,,. en el determinante An=;J a . 


7. Signo de una forma cuadrática. — a) Por lo visto en 
§ 63-5, una forma cuadrática n-aria 

[ 63 - 27 ] P = í (likXiXh , 

í, k-\ 

ho puede llevar, eligiendo los ejes cle coordenadas ortonormales • 
coini idiendo con las direcciones propias de la matriz A = («.,>-}, 

:i In forma canónica diagonal 

[ 68 - 28 ] F = ’Ea'aXr , 

donde los a'n son los autovalores, y entonces están caracteri- 
zndoH (aalvo el orden) por la matriz A= {««}. 

10n cl campo renl es de importancia fuudamental el estudio 
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de los signos que puede tomar una forma cuadrática F. Si es 
F > 0 (ó F < 0) para todo sistema cle valores no simultánea- 
mente nulos de los x¡, la forma F se llama definida positiva 
(o negativa). Si en ias mismas condiciones es F >0 (F < 0), 
siendo F = 0 para algún sistema de valores no simultáneamen- 
te nulos de los la forma F se llama semidefinida positiva 
(negativa ). Si F toma valores positivos y valores negativos 
se llama indefinida. La ubicación de la forma en una de estas 
clases es inmediata si se conoce su iorma canónica diagonal, 
pues entonees 

1 ) La forma F es definida positiva (negativa) si y sólo 
si todos sits valorcs propios son positivos a'a > 0 ( negativos 
a'u < 0). 

2) La forma F es semidefinida positiva (negativa) si to- 
dos los valores propios son a'¡¡ : 0 (a'¡¡ < 0), habiendo por lo 
menos vno iguol a cero. 

En el segundo caso es det A II a'¡ ¡ = 0 y la forma se 
llama degenerada (cfr. §§ 61-5 y 62-5), de modo que sólo las 
formas cuadráticas degeneradas pucden sev semidefinidas. 

(,) La discttsión de signos de la forma cuadrática n-aria 
[63-27] hecha en a. tiene el inconveniente de exigir el cálculo 
de los autovalores, raíces de una ecuación de grado n 


[63-29] 


«ii — b ... «n i 


tt\n 




Más útiles son los criterios dados directamente en términos 
de los coeficientes «de la forma, lal el siguiente teorema, cuya 
aplicación sólo exige el cálculo de los determinantes 


«U «12 • • • tt\„ | 

[63-30] H (/ - «,x «,2 . • • a nj , (<? = -1,2, .... n). 

I ttqi a.¡-> . . . ( 1 ( 1,1 I 

Teor. 1. Condición necesorio ?/ suficiente para cjue la for - 
ma cuadrática [63-27] sea dcfinida positiva, es gue se cumpla 

[63-31] Hi > 0 , H a >0 H n > 0. 

l’ara n — 1 teorema es evidente. Bastará enlonces (§ 2-2, b) de- 
mostrarlo para lá fovma n - - aria [63-27] suponiéndolo cicrto para for- 
l/l(J ... iSi [63 27] cs definida positiva es an > 0, y se 
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/ n ttu \ 2 1 n 

f 03-321 F = an 2 —— x¡ ) 4- - 2 (anCWr — airCtnlaríB, = 

\ ¿=1 a n / ctn r¡ B —2 

( n n >3 

2 — 1 — *i ) + G(ic 2 , . 

iciidd la forma en menos variables G también definida positiva, pues 
i’.'ini cualesquiera x 2 , ...,»„ podemos determinar siempre un valor de Xi 
quc iinule el primer término del último miembro de la identidad anterior, 
cuii lo que si G dejare de ser positiva, lo mismo se podría lograr para F. 
Rocíprocamente, si es a n > 0 y G definida positiva,, también lo es F. 
l’oro en virtud de la hipótesis hecha, será G definida positiva si y sólo 
h¡ son positivos los determinantes Ki, K 2 , ..., K„-i, análogos para G a 
los de [63-30]. Para completar la demostración del teorema basta veri- 
l'icar que, teniendo en cuenta la forma de los coeficientes de G, se tiene: 


H a = Ki , H = 


• , H„ = 


Para ello multipliquemos en H, (q > 1) las columnas s, (s = 2,3, 
...,q) por «u y del resultado restemos la columna 1 respectivamente 
multiplicada por a u , (s = 2, 3, ..., q), 


a,i 

a n a¡2 

— ttuttia . 

. OuOi. — anOi, .. 

, a¡¡a n — 

anOi, 

a lr 

Oiiarü 

— Oiraia . 

a„Or, — a¡ r a¡, .. 

. Ou a r q — 

airOi, 

aiq 

Oi¡a q t 

— Oi,a,a. 

. a¡,a„, — a¡ q a u .. 

• Ctude/q - 

a¡qttl q 


y dcsarrollando por los elementos de la primera fila se obtiene 

H, = K,-i/on , " > , ((? = 2, 3, ...,w). 

Cambiando el signo de todos los coeficientes queda demos- 
trado también el corolario siguiente: 

COR. Condición necesaria y suficiente para que la forma 
cuadrática [63-27] sea definida negativa es que se cumyla: 


163-33] Hi <0, H 2 > 0, H 3 < 0, 


(— l)"H n > 0. 


c) Útil entre otras cosas para el estudio de los signos de 
una forma cuadrática real es una sencilla forma canónica en 
cl grupo lineal L n de las transformaciones lineales biunívocas 
(8 61-7, a) : 

TEOR. 2. I 9 ) En el camyo real, toda forma cuadrática 
n-uria [63-27] yuede reducirse yor una transformación lineal 
biunivoca de las variables a la forma 

163-34] F = Zi 2 + z 2 2 + ••• + s P 2 — Vi 2 — ... — zi? ; 

2 9 ) El número h de términos en [63-34] es igual a la ca- 
raclnistica de la matriz {a¡ fc } de coeficientes de F y yor lo 
luvto invariante; 
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3 9 ) El número y de términos yositivos en [63-34] es un s 
invariante (llamado índice de inercia) de la forma F, es de- 
cir, deyende de F yero no del método usado yara reducirla a 
la forma [63-34]. (Ley de inercia de Sylvester). 

Dem. I 9 ) Excluyendo el caso trivial en que la forma cuadrática 
rc-aria dada por [63-27] sea idénticamente nula (a,* = 0), podemos con- 
siderar dos casos: 

L) Existe un a¡ ( + 0. Podemos suponer que es Ou+0; entonces, 
por la identidad [63-32], poniendo 



se tiene 

F = j/i 3 sg o» + G , 

siendo G una forma cuadrática, a lo más (n—1 )-aria, que no con- 
tiene a Xi. 

1 2 ) Si para todo i es a¡¡ = 0, habrá un a¡* + 0. Podemos suponer 
que es a n \ poniendo 

i r * 

Hi = . —-r I ai 2 (Xi + Xn) + 2 (a¡a + a¡0 x¡ 

V ¿ I Oia I L i = 3 

i r » 

Tla = ,• j- ¡- au(a;i — x 2 ) + 2 (a, a — a,,) x¡ 

V ¿ I aia | L i=3 

se verifica que la forma cuadrática H = F— (tji“ — r|/) sg a n no contiene 

Xi ni Xi. 

Si en el caso 1, ó l a la forma cuadrática en menos variables G ó H 
no es idénticamente nula, le será aplicable uno de esos casos 1, ó l a , y 
prosiguiendo así se lleva F a una expresión de la forma [63-34]. 

2 9 ) Ver § 61-6, nota. 

3 9 ) Supongamos que conjuntamente con [63-34] hubiera otra forma 
reducida 

[63-35] F = j/i a + + ... + V* 2 — 2/«« — • • • — V* » 

con q + y, por ejemplo q < p. Como ambas resultan de [63-27] por 

transformaciones lineales biunívocas, existe una transformación lineal 
biunívoca que lleva [63-34] a [63-35]. Interpretándola como un cambio 
de coordenadas (punto de vista alias, § 61-2, a), [63-34] y [63-35] dan 
el valor T(x) de la misma forma cuadrática para un vector fijo x, con 
coordenadas z¡ en una base e y¡ en otra. 

Será: 

F (x) >0 para x + 0 tal que z P + 1 = ...=«» = 0 (*) 

F(x) < 0 para x + 0 tal que y x — ... = y q = 2/>.+i = .. ,=y n =0 (**). 

Las igualdades (*) y (**) definen subespacios vectoriales (nota 
I, 05 ) de E„; S, de dimensión n—(h — p), S a de dimensión n — (n — h) — 
— q = h — q. Como la suma de dimensiones es n + p — q > n, Si y Ss 
tlenen un vector x+= 0 común (de lo contrario habría más de n vectores 
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% linealmente independientes en K.,) y para ese x resulta: P(x) > 0, 
b'(x) < 0, lo que no es posible. 

EJEMPLO. (Cfr. § 62, ejcrcioios 8 y 9). Clasificar mediante el mé- 
todo de completar cuadrados, la cuádrica: 

+ _ 4 xy — 2 yz + 2x —■ + 3 =s 0. 

Sacando x factor común y completando el euadrado, se transforma 

níJÍ: 

x* — 2x(2y — l) + 3 if - 2y: ~ \y + 3 = 0 , 

_ 2y + 1) 3 — y* — 2y* + 2 = 0 , 

y formando cuadrado con los términos en y , dan: 0/+ ~)"+~"- 

La cuádrica es un hiperboloide de dns hojaa (§ 62-2, ■•'). pucs su ecua- 
ción reducida es X 3 — Y 9 + Z fl + 2 = 0, referidn il triedo no ortogonal: 

x — 2y + 1 =a 0 , y + z - 0 , -• = 0. 


d) Consecuencia inmediata de las deíiniciones dadas en a 
es el siguiente teorema: 

Teor. 3. En el campo real, el carácler de vna fonna cua - 
drática n-aria en cuanto a sn annlación y r.u:< sif/nos. qneda 
determinado por sus invariantes en L n , p (índice de inercia) 
V h (característica), de acuerdo con el sií/uicnte cnadro: 

I 0 = p, definida negativa 
h = n\o<p< h, indefimda 

p — h, definida positiva 


í 0 = p, semidefinida negativa 
h < n ¡ 0 < p < h, indefinida 

¡ p — h, semidefinida positiva. 

Nota. Con la aignatura s ~ 2p •-•- h (númoro de términos positiVos 
nionos número de términos negativos en [G3-34J), Jn clasificacion ante- 
rior puede presentarse así: 

| 3 | = h — n, definida (positiva si s > 0, negativa si. s < 0) ; 

| s | = h < n, semidefinida (positiva si s > 0, negativa si s < 0) ; 

I » | < h < n, indefinida. 


8. Eeuaeiones normales de ias cuádricas. — En la ecuación 
[62-1] de una cuádrica, la forma cuadrática ternaria formada 
por los términos de segundo grado, que llamaremos F 3 (y que 
resulta haciendo t = 0 en [62-2]), caracteriza la intersección 
dc> la cuádrica con el plano impropio. La ecuación [62-1] pue- 
d(> llevarse a formas reducidas calculando previamente los in- 
variantes Ji, J», J 3 (de F 3 ), y A = det {ciuj l§ 62-5, nota I). 

Ya hemos visto que la anulación de A (discriminante de 
la cuádrica) caracteriza las cuádricas degeneradas (§ 62-5, a) 
y ]q d(> J;i AM las cuádricas sin centro (§ 61-1, d). Parti- 
remos justamonte de J 3 •• An r>ara distinguir dos casos: 



a) Cuádricas con centro : A 4 -i + 0. — La ecuación puede 
llevarse por una traslación (§ 62-1, d) y una rotación (§ 63-5) 
a la forma 

[63-36] ftLX 2 + <x'..oY 2 -!- a,' :i3 Z 2 + a'u = 0 , 


referida a sus ejes principales. 

Para calcular los coeficientes basta identificar los invarian- 
tes [63-26] calculados a partir de [62-1] formando el polino- 
mio característico, con los obtenidos de [63-36], lo que da el 
sistema de ecuaciones 


[63-37] 


tt'i i + ct'22 ~\~ a'33 — Ji 

a'„aL -!- w' 22^33 ~\~ 0,'ssa'n = Js 

= A44 


[ a.' n a'. 2 ..a' a: .a'.n ~ A. 


Las dos últimas dan a/.i 4 = A/A 44 , _ y las tres primeras 
muestran que los tres primeros coeficientes de [63-36] son 
los autovalores h, h.i, soluciones de [63-22]. Entonces la 
ecuación de la cuádrica referida a sus ejes es: 

[63-38] K t X- h IsY» + WP + A- = 0. 

/4.44 

NüTAS: 1. Para situar lo.-i nucvos ejcs respecto de los antiguos se 
calculan sus parámetros directojes mediante el sistema homogéneo [63-21J, 
para cada uno de los valores de l que resultan de la ecuación secular 
[63-22J. Si estas raíoes (valorcs propios) son distintas, habrá trcs ejes 
(§ 63 - 5 . «,), si hay raíces coincidentes habrá infinitos ejes (§ 63-6, 6); 
ello oeurre en las cuádricas de i’evolución. 

2. Comparando [63-21] y [63-22] con ejercicio 7, se ve que cada eje 
es normal a un plano principal, lo que resulta evidente en la forma re- 
ducida do la ecuacióri. ;-i la ciiádrica no es de revolución hay tres planos 
principales que . < cortan dos a dos según los ejes, si es de revolucion 
hay infinitos (cfr. ejercicio 8). 

h) Cvádricas sin centro: A. n = 0. — Vimos en § 62-3, a, 
que la ecuación puede llevíu'se a la forma [62-16]. Por una 
rotación alrodcdor del eje z puede hacerse desaparecer el tér- 
rnino en ri/ (§ 63-5) y queda en los nuevos ejes la ecuación 
en la forma 

a'uX 2 + a'o¿T~ + 2a' 34 Z - 0. 

De aquí se obtiene como en a por comparación de inva- 
riantes el sistema de ecuaciones 

[63-39] a' n -f- aC> = J„ a' n aC¿ = J«, —a' n a' 2 oa' ;n 2 = A. 

Las dos últimas dan a' 34 = ± V' —A/'J 2 , y las dos primeras 

muestran que a.' n , a' 22 son las raíces no nulas h, X 2 de la ecua- 
ción que resulta anulando [63-25], siendo ia otra X 3 = 0 por 
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ser J 3 = A 44 = 0. Entonces la ecuación de la cuádrica (para- 
boloide) es: 

[63-40] Á^X 2 + Á 2 X 2 ± 2 V— A/J 2 Z = 0. 

Nota 3. Para situar los nuevos ejes respecto de los antiguos se cal- 
culan ante todo sus parámetros directores mediante el sistema homogé- 
neo [63-21], para cada una de las raíces ki, k¡, k 3 = 0 de [63-22]. A 
esta última corresponde la dirección del único eje de la cuádrica. 

Conocidas las direcciones de los nuevos ejes de coordenadas, falta 
determinar el origen. Como éste es la intersección (propia) de la cuádri- 
ca con su eje, es mejor seguir este otro camino que determina el eje de 
ln cuádrica y no sólo su dirección: Como la forma de la ecuación redu- 
cida [63-40] muestra que el eje es intersección de planos principales (dos 
si + kt, infinitos si k\ = k 3 ), calculados para cada valor propio Ái, k 2 , 
los parámetros l = Ui, m = Ut, n = u 3 , se tiene por ejercicio 7, para cada 
uno la ecuación de un plano diametral (principal), y la intersección de 
ambos da el eje. 

Los otros dos ejes de coordenadas serán los trazados por el origen, 
perpendicularmente a cada plano principal si hay dos (Xi + ta), o bien 
si hay infinitos planos principales (ki = k 3 ), dos ejes cualesquiera per- 
pendiculares al eje de la cuádrica y entre sí. 

9. Clasificación de las cuádricas. — a ) A1 escribir en el 
apartado precedente las ecuaciones normales de las cuádricas 
con y sin centro hemos hecho una primera clasificación en 
base a un invariante A 44 = J 3 . Veremos cómo esta clasifica- 
ción puede proseguirse, utilizando solamente invariantes: J 2 , 
J 8 = A 44 , A, y las raíces k 2 , A 3 de la ecuación secular, to- 
dos ellos fácilmente calculables a partir de los coeficientes a^ 
de la ecuación general de la cuádrica, lo que permite ubicar 
ésta en el tipo correspondiente. 

ai) A 44 + 0: cuádricas con centro. En virtud de la ecua- 
ción normal [63-38] tendremos por § 62-2, a, la siguiente cla- 
sificación, que abarca todos los casos posibles salvo el orden 
de los valores propios h, pues ÁiÁ 2 Á 3 = A 44 , y entonces, por 
ejemplo sg(ÁiA 44 ) = sg(Á 2 Á 3 ) : 


0 + sg A 44 = sg Ái = 
= sg Á 2 = sg Á 3 

0 + sg A 44 = sg Ái + 
/- sg Á 2 = sg Á 3 + 0 


r a>o, 

elivsoide imaginario. 

A = 0, 

cono imaginario. 

l A < 0, 

elivsoide real. 

r a > 0 , 

hiverboloide de una hoja. 

\ A = 0, 

cono real. 

l A < 0, 

hiverboloide de dos hojas. 


a 2 ) A 44 = 0: cuádricas sin centro. En virtud de la ecua- 
ción nornial [63-40] tendremos (§ 62-3, b) los siguientes ca- 
moh, únicos posibles por [63-39], salvo el orden de los Á¡: 


63 -9 


ÁLGEBRA TENSORIAL 


75 


sg Xi = sg Á 2 + í A < 0, paraboloide elíptico. 

0 = Á 3 = A 44 lA = 0, cilindro elíptico (0 imaginario). 

0 + sg Ai + sg Á 2 + f A > 0, paraboloide hiverbólico. 

=/= 0 = Á 3 = A 44 lA = 0, cilindro hiverbólico. 

Ái 0 = Á 2 = Á 3 = A 44 = A, cilindro varabólico. 

E1 examen de las clasificaciones precedentes muestra que 
las cuádricas con diseriminante A positivo son imaginarias 0 
regladas, mientras que aquellas con A < 0 son reales no regla- 
das. Entonces: una cuádrica real no degenerada es reglada 0 no 
según que su discriminante sea vositivo 0 negativo. 

b) La clasificación también puede hacerse usando solamen- 
te los invariantes Ji, J 2 , J 3 = A 44 y A, lo que tiene la ven- 
taja de no tener que resolver la ecuación secular [63-22], 0 
sea 

[63-41] Á 3 — J 1 Á 2 + J 2 Á — J 3 = 0. 

En efecto, como todas las raíces de [63-41] son reales 
(§ 63-5, a 2 ), resulta del teorema de Harriot - Descartes 
(§ 41-9) que hay tantas raíces Á¡ positivas como variaciones 
de signo en la sucesión de coeficientes 1, —Ji, J 2 , —J 3 , 0 
sea como permanencias haya en la sucesión 1, Ji, J 2 , J 3 _= A 44 . 
Examinando todos los casos posibles en a se llega a la siguien- 
te clasificación de las cuádricas, aún degeneradas: 


A + 0 
No degene- 
radas 


C T ^ „ T . . . f A>0: imaginario 

| J, > 0 y J,A„ > 0: Ehpsoide | a <0: real 

v 0tl ' os casos: Hiperboloidcs { ^ < 0 í de dos ho°jas 

A« = 0: Paraboloides { ¿ > 0 °: 


A = 0 I 
Degeneradas/ 
h = caracte-1 A„ = 0 
rística de A 


r f J u > 0 y J 1 A 1 , > 0: imaginario 
Lono ^ otros casos: real 


nos distintos 


J= > 0 


Í t imaginario 

^ / J, A < 0: elíptico real 

J, = 0: parabólico 
,J 2 <0: hiperbólico 

J, > 0: imaginarios con arista real 

( J, A > 0: imaginarios 
h = 2: Par de pla-. J, = 0: paralelos\ J, = 0: imo impropio 
nos distintos distintos | J, A < 0: reales pro- 

t pios 

J a < 0: reales secantes 



Ji + 0: propio 
Ji = 0: impropio 
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Nota. La clasificación anterior a esta última no incluye, en el caso 
<le cuádricas degeneradas (A = 0), la distinción cjue resulta según la di- 
inensión de la variedad de los puntos singulares, dada por la caracterís- 
li(, a h de A, solución del sistema homogéneo obtenido anulando [62-22], 
ilnndo un solo punto singular propio o impropio (h = 3) para conos o ci- 
lindi'os curvos y los casos en que los conos o cilindros degeneren a su vez 
' V pares de planos distintos (h = 2 ) ya reales (paralelos o no) ya ima- 
ginarios (paralelos o no) o bien en planos coincidentes, es decir un plano 
doble real (h = 1 ) propio o impropio. 

c) Para una cónica 

[03-42] ci,a¡ a + c¡¡ty* + 2 ci»xy + 2c 13 x + 2c í3 y + = 0 , 

m' hallan en forma análoga los invariantes (lineal, cuadrático y cúbico) 
I = Cu + Cs 3 , Caa = C11C23 — Cio 2 , C = det. ]cot[ , 

earacterizando C=0 las cónicas que degeneran en pares de rectas, y 
< ':i:i = 0 las cónicas sin centro. 

Calculados estos invariantes en las formas normales de las cónicas 
con y sin centro: 

c'nX 2 + c's¡y a + c '33 = 0 , c'sjy 3 + 2 c'i»x = 0 , 

y considerando los posibles casos de degeneración en dos rectas, se ob- 
l iene la siguiente clasificación de las cónicas: 


Cóniccts con centro único, C 88 =+ 0: 


C:,n > 0 
Gim < 0 


r ic > o, 
; ic < o, 

I C = 0, 
f C +: 0, 

1 c = 0, 


elipse imaginaria. 
elipse real. 

dos rectas imaginarias no paraielas. 
hipérhola. 

dos rectas reales no paralelas. 


('ónicas sin centro único: 
f C 0, parábola. 

] C = 0, dos rectas paralelas [reales y distintas (si 1 = 0, 
•- := 0 | una impropia), reales y coincidcntes, o imagina- 

rias, según que sea Cn(óC 23 )<0, Cu = Cs a =0, 
Cn (ó C 3 ¡) > 0]. 


Ejercicios 

I Lln cuerpo sometido a deformación elástica sufre la acción de las 
tcnsiones (§ 63-1, c) 

T 5i (- 2j — k , T„ = 2i + 4j — 3k , T 3 = — i — 3j + 6k 

'Obii' lu secciones normales a los ejes x, y, z. Hallar la tensión T„ so-' 
bi" la Hcci'ión oblicua normal a n = (l/3)i— (2/3)j + (2/3)k, y el ángulo 
(T,„ n). 

I") DcHComponer el tensor A de componentes vectoriales 
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A, = — 3i + 2j — 4k , A v = 5i — 4j + 2k , A, = 7j — 6k 

en uno simétrico A' y otro antisimétrico A"; 2 ,<? ) Demostrar que todo 
tensor anti^imétrico tiene todos sus vectores A„ paralelos a un plano (y 
hallarlo), y normales a las respectivas direcciones ii; 3ó) Comprobarlo 
en el A" 

3. Mediante la forma bilineal del tensor T del ejercicio 1, hallar la 
componente del vector T„ en la dirección d=(2/7)i—(3/7)j + (6/7)k. 

4. Hallar las componentes normal y tangencial del tensor T en la 
dirección n (ejercicio 1), mediante la forma cuadrática de T. 

5. 1°) Hallar la cuádrica directriz del tensor T (ejercicio 1) y refe- 
rirla a sus ejes; 2 c -‘) Comprobar que el vector T„ (ejercicio 1) es normal 
a dicha cuádrica en el punto P que sobre ésta determina la semirrecta 

r = ín. (t > 0). 

6. Referir el tensor T de ejercicio 1 a sus direcciones principales y 
comprobar la invariancia de Jj, J¡, J». 

7. Llamaremos plano principal de una cuádrica [62-2] a todo plano 
diametral perpendicular a la dirección de las cuerdas que biseca. Probar 
que una cuádrica tiene en general (ver ejercicio siguiente) tres planos 
nrincipales (cfr. § 63-5); cada uno conjugado con la dirección de pará- 
metros directores u h u 2 , th que verifican el sistema homogéneo [63-21] 
para los únicos valores de Á. para los cuales hay soluciones fuera de 
u, = 0 inadmisible, es decir, las raíces de [63-22] . 

8. Probar que: a) Si [63-22] no tiene raíces múltiples, hay como 
máximo tres planos principales (por § 63-5 hay tres) ; b) Si [63-22] 
tiene una raíz doble puede haber infinitos planos principales ( los hay 
por § 63-5). 

9. Sean h =Á a =l, = —>- los autovalores de un tensor. Hallar 
la superficie directriz, el lugar geométrico de las direcciones según las 
cuales el valor del tensor es nulo y el lugar y módulo de los vectores del 
tensor correspondientes a ellas. 

10. Dados los autovalores h > Á 3 > h de un tensor, demostrar que 
la dirección cuyos cosenos directores respecto de las direcciones principa- 
les o propias del tensor son 

V (Ái-la) / (1 1 — Xs) , 0, V (1.3 — Ás) / (h\ —■ t-s) 

tiene la propiedad de ser la línea de acción de la componente tangencial 
para cualquier plano que pase por elia. 

11. Para una matriz cuadrada A simétrica o no, el polinomio ca- 
racterístico det(A — II) es invariante en el grupo lineal L„, es decir, 
para S regular del orden n de L,„ la matriz S 'AS transformada de A 
por S, tiene el mismo polinomio característico que A. 

12. Para que dos matrices A y B sean transformadas una de otra 
en el grupo lineal (y también en el grupo ortogonal si A y B son simé- 
tricas) es necesario y suficiente que tengan los mismos polinomios carac- 
terísticos. 

13. a) Si dos matrices son conmutables AB = BA, lo son sus trans- 
formadas por una misma matriz; b) Deducir de ejercicio 12 que para 
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que dos matrices simétricas con valores propios simples sean conmutables 
es necesario y suficiente que tengan iguales vectores propios. 

i 2 2 

14. Dado el tensor T de matriz <j t¿ _^ ¡>; l 1 ?) Hallar sus autovalo- 

res y autovectores buscando el vector unitario u = xi + yj que extrema 
la forma cuadrática a u . u = 2x 2 -(- 4xy — y 2 , y luego el vector unitario 
normal a u y con igual propiedad; 2?) Llevar la forma cuadrática a 
forma diagonal. 

15. a) Verificar (con teor. 1 de § 63-7) que la forma cuadrática 
binaria F (x, y) = 9x a 12xy79y 2 es definida positiva; ¿cuánto valen 
entonces la característica h y el índice de inercia «?; b) Llevar F(x,y) 
a la forma [63-34]. 

16. Clasificar y reducir la cuádrica y 2 -\-xy-\-xz — yz — 2y = Q, de- 
terminando sn centro y direcciones principales respecto de los ejes antiguos. 

17. Clasificar y reducir el paraboloide z = 9x 2 — 8 xy + 3y 2 4- lOa; — 
— 5y + 2, determinando las direcciones principales, el eje y el vértice, 
respecto de los ejes antiguos. 

18. Clasificar y reducir el cono 2x 2 -f 2y 2 -(- 5z 2 + 8 yz — 8 zx + 2xy = 
= 0, determinando las direcciones principales respecto de los ejes antiguos. 


NOTAS AL CAPÍTULO XVII 


I. Bases de espacios vectoriales. Dualidad. — a) Ejemplos: ai) Vi- 
mos en § 60-2, notas 1 y 2, que Ei, E a y E 3 son espacios vectoriales o 
lineales respecto del cuerpo de los números reales como coeficientes. En 
estos espacios, introducidos en Cap. II, nota III, b, el elemento fundamen- 
tal no es el punto sino el vector, tomado como concepto primitivo (§ 1-7). 
La importancia de este punto de vista está señalada por las múltiples 
aplicaciones de los espacios vectoriales a diversas cuestiones de la Mate- 
mática y la Física. 

a a ) Los conjuntos ordenados de números reales 
[XVII-1] a = -joj, a 2 , ..., a n ¡- = -ja*^ , 

con las operaciones a -f b = -¡a t }- + \b k [ =\a k + 6*[, y consti- 

i.uyen un espacio vectorial de n dimensiones E„ (Cap. II, nota III) con 
la basc 

[XVII-2] ii = \1,0, .. .,0¡- , i 2 = -jO, 1, ..., 0) , ..., 

in = -jO, 0, , 

iiiendo la expresión de [XVII-1] en esta 'base 


[XVII-3] a = 2 a*i*. 

í=i 

I iOh corficiontos de a k sc llaman coordenadas (o componentes) dei vector 
ii ron ronpecto u la base [XVII-2] (§ 60-3, b). 
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Este es un caso particular del espacio M n , m de matrices (§ 61, ejer- 
cicio 10). 

a 3 ) Si en [XVII-1] se admiten componentes a* complejos y toma- 
mos como coeficientes X, números complejos, tendremos un espacio vecto- 
rial de n dimensiones respecto del cuerpo de los números complejos. En 
este caso el concepto de dimensión lineal con respecto al cuerpo de coefi- 
cientes no corresponde a la noción intuitiva de dimensión, como se ve con 
n = 1. 

a t ) E1 conjunto F de las funciones reales í(x), g(x) definidas en 
a^x^b con la suma S(*)= f (x) + g(x) y el producto Xf(x) consti- 
tuye un espacio vectorial de elementos indicados por f, g, ..., pues es 
un grupo abeliano respecto de la suma, y se verifican [60-6], [60-7] y 
[60-8]. En este caso no podemos dár una base del espacio, pero como 
es posible dar “vectores” linealmente independientes en número arbitra- 
riamente grande, diremos que F tiene dimensión infinita. 

a 5 ) Un subconjunto S de un espacio vectorial E se llama subespacio 
vectorial de E si es espacio vectorial, con la suma y el producto por un 
número como casos particulares de los definidos en E. Para ello basta 
que conjuntamente con dos vectores a y b de S, esté en S toda combi- 
nación lineal Xa + |xb. 

E1 conjunto F« de las funciones reales f(x) acotadas en a fg x b 
es un subespacio vectorial de F, el conjunto C de las funciones reales 
continuas en a ^ x ^ b es un subespacio vectorial de F 0 , y por tanto 
de F. 

a») Si S es un subespacio vectorial de E y a 0 eE, el conjunto de vec- 
tores b = a 0 -f- a, aeS, se llama variedad lineal (de E, congruente a S, 
y por a 0 ). 

b) Espacios de dimensión finita. — b¡) Todo espacio vectorial de n 
dimensiones es isomorfo (§ 1-6) al espacio E n considerado en a¡, pues 
llamando ii, ..., i n a los vectores de una base, todo vector a se expresa 
en la forma [XVII-3] y puede asociársele con correspondencia de ope- 
raciones el vector [XVII-1] de E n . 

ó a ) Sea ii, ..., i„ la base [XVII-2] de E„. Si existen n vectores 
ej, e 2 , ..., e„ tales que 

[XVII-4] i* = 2 eAi* , 

3 = 1 

debe ser A = det. \X)ic[+= 0, pues de lo contrario habría una relación 
lineal entre las columnas de la matriz •jX.y*¡- (§ 14-3, b), y por tanto en- 
tre los vectores i*. Pero entonces (§ 61-3, b), la transformación [XVII-4] 
es invertible y define un cambio de base. Entre las componentes de un 
vector a en una y otra base, se obtiene de 

n n n 

a = 2 Xkh = 2 x k ejXj k = 2 j/*e* , 

Jc = 1 k,j=1 lc = 1 


la relación (cfr. § 61-2 y 3) 
[XVII-5] y, 


n 

2 XjkXic. 

k = 1 


b 3 ) Todo conjunto de r < n vectores linealmente independientes 
ei, ..., e r , es base de un subespacio (a 5 ) S r de E», y todo subespacio de 
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10,,, puede considerarse engendrado en esta forma. Si los vectores lineal- 
monte independientes e r+ i, .., e„, que engendran un subespacio T„- r , for- 
mun conjuntamente con los anteriores una base ei, ..., e„ de E„, dire- 
rnos que los subespacios S r , T„- r son suplementarios en E„. 

c) Espacio dual o adjunto de E„. — Cx) Funcionales lineales y for- 
mas lineales. — Si a cada elemento x de un espacio vectorial E se hace 
corresponder un número F(x), diremos que F(x) es un funcional defi- 
nido en E; lineal si 

[XVII-6] F(^x + py) = XF(x) + pF(y). 

En los espacios F, F 0 y C, ( a.¡ y a 5 ), F(x) = F(f) hace corresponder 
un número a cada función, y de allí el nombre de funcional. Funcionales 
on C son 

b b 

F(f) = J i(x)dx , G(f)=f(a) , H(f) = Jf(*)d* , 

a a 

de los cuales son lineales los dos primeros pero no el tercero. 

En el espacio E„ todo funcional lineal F(x) corresponde a una forma 
lineal en las componentes de x, pues de x = 2**'* resulta por [XVII-6] 

[XVII-7] F (x) = S»»F(i») =%a k x k , cu = F(i»). 

Ca) Espacio dual. — Dadas en E„ las formas lineales [XVII-7] y 
G(x) = %$ k Xk, definamos la suma [F + G], y el producto [?iF] por un 
número, mediante 


rwTTfii i [F + G](x) = F(x) + G(x) = 2(a* +P*) ** • 

lAVA1_8J 1 [XF](x) = XF(x) = ${\a k )x k . 

Es inmediato verificar que entonces el conjunto de las formas linea- 
les [XVII-7] constituye un espacio vectorial, que llamaremos espacio dual 
do E„, indicado por E„*. Las n formas lineales (proyecciones) 

[XVII-9] Pi(x) = Xi, ..., P„(x) = , 

son linealmente independientes, y por [XVII-8] y [XVII-7] constituyen 
una base de E»*, que entonces tiene n dimensiones. La base [XVII-9'J de 
K„* se llama base dual de ii, ..., i„. 

II. Espacios vectoriales euclídeos. — a) Producto escalar, ortogona- 
lidad V norma. — ai) Un espacio vectorial E se llama euclídeo cuando 
h cada par de elementos a, b corresponde un número a. b llamado pro- 
dncto escalar que tiene, con respecto a las operaciones que caracterizan 
ol ospacio vectorial, las propiedades [60-15], [60-16], [60-17] y [60-22]. 


EJEMPLO 1. En el espacio C (nota I, a 5 ), el número 
f . g = J f (íc)g(aOda; 

a 

oh un producto escalar de los “vectores” f(cc) y g(a), con las propieda 
dcs nntedichas. Para este caso suele conservarse también la antigua no- 
tación (f, g) (cfr. § 60-6, g). 

a t ) Si E es de dimensión finita, todo producto escalar a. b está 
dado por una forma bilineal ^01*0,5* simétrica (gi k = g k ¡) no degene- 
rada (§ 61-6, nota), en las componentes de a y de b en una base 
Q|, ..., e„. 

En ofecto, si a = Saie,, b = S&<.e* se tiene por [60-16] y [60-17] 
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n n 

[XVII-10] a.b = 2 aib k e,.e k = 2 g< k a t b k 

i, /c = 1 i, k = 1 

siendo g ik = e,. e* = e*. e, = g k , por [60-14] . 

Finalmente, el determinante .g = det. •{ g, k \, llamado determinante de 
Gram de la base ei, ..., e„, es distinto de cero en virtud de la condición 
de plenitud [60-22]. En efecto, si a. b = 0 para todo a, lo que equivale 
por [XVII-10] a 

[XVII-11] $ k g* k b k = 0 , (¿=1,2, ...,n) 

resulta por [60-22] b = 0. Esto significa que el sistema homogéneo 
[XVII-11] no es compatible (§ 15-6) y entonces (§ 16-6, b) es g =+ 0. 

Se ve enseguida que: recíprocamente, todo espacio vectorial de di- 
mensión finita referido a una base e a , ..., e„ se convierte en un espacio 
euclídeo mediante una forma bilineal simétrica no degenerada que intro- 
duzca el producto escalar entre dos vectores cualesquiera del espacio. 

Si efectuamos un cambio de base (nota I, b 3 ) 

n 

e' k = 2 k/*©/ 

3 = 1 

y íormamos respecto de los mismos vectores a y b referidos a los nuevos 
ejes a = b = 2|3 k e'* el producto escalar 

n 

a . b = 2 Y'>* a '>P* 

h,k = 1 

con y»* = e'',e'* = e\e\ = y kk resulta el mismo número [XVII-10], es de- 
cir, el valor del producto escalar es invariante respecto del cambio de 
base de rcferencia. Para verlo. basta sustituir 

n 

Ya* = e\ . e' k = 2 "KviXq k gvq , 

p, q=i 

y tener en cuenta que es 

n n 

a p = 2 \ph0.h , bq = 2 Kq k fy k , 

h= 1 k = 1 

para obtener 

2 Y'‘*«''P't -— 2 | 2 gpq’kph’kqltO.h^lt | 

h, k h, lc p, <7 

— 2 { Pp q 2 (XphOh) (X 7 k(3k) ] = 2 g P qa P bq. 

p, q h, k V, Q 

La importancia de este resultado es fundamental, porque entonces 
se dice que el producto escalar, mediante la correspondiente forma bili- 
neal simétrica no degenerada, introduce una métrica en el espacio vecto- 
rial, métrica que así resulta independiente del sistema de referencia (cfr. 
nota III, b). 

Se dice que el cambio de base es una congruencia si se conservan 
los coeficientes de la forma bilineal simétrica, es decir si 

e'„ . e'k = y kk = g kk = e„ . e» , (h, k = 1, 2, ...,«). 
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l’ara el caso de n = 3 y triedros de referencia del mismo sentido 
(Ü (>0-3), la congruencia se convierte en una rotación. 

a.) En un espacio euclídeo, diremos que los vectores no nulos a y b 
Mon ortogonales si a. b = 0. Se llama norma Na= ||a|| de un vector a, al 
producto a. a. 

Ejemplo 2. En el espacio C (nota I, a 5 ) para el intervalo 0 ^ x ^ 
■j 2n, son ortogonales los “vectores” f 0 (x)=í, fi(x) = cos También 
lo son dos a dos los infinitos “vectores” f„ (x) = cos nx, g„ (x) = sen nx, 
(n 1,2,...). Las normas valen N/ 0 = 2n, N/i = N/a = ... = Npi = 
Np a = ... = n (ver § 53-1, ejemplos 1 y 2). 

En un espacio euclídeo de dimensión finita, la norma está dada por 
1 h forma cuadrática no degenerada: 

[XVII-12] Na = a . a = Sp<*a,a* , det.-ip**}- ^ 0. 

h) Espacios propiamente euclídeos; ángulo. — Un espacio euclídeo 
!•’, hc llama propiamente euclídeo si en él la norma es definida positiva; 
bh decir, si 

| XVII-13] Na ^ 0 y sólo =0 si a = 0. 

Entonces a cada vector a cor responde un número no negativo llamado 
tnódulo de a: a = mód a = VÑa, y se verifica entre el producto escalar 
y el producto de los módulos la desigualdad de Cauchy- Schwarz (cfr. ej. 
25, § 60): 

| XVII-14] | a . b| ^ ab. 

En efecto, por [XVII-13] el trinomio de segundo grado en X, 

N(Xa + b) = Á 2 Na + 2Xab + Nb 

ch >0 y de aquí resulta (a . b) a ^ Na. Nb, es decir [XVII-14]. Como 
N(Xu + b) sólo puede anularse para un X si a y b son paralelos, re- 
Hulta que en [XVII-14] vale el sigvo = si y sólo si a y b son paralelos. 

En § 60-5 a, definimos el producto escalar [60-12] mediante el án- 
gulo; ahora podemos definir el ángulo en cualquier espacio propiamente 
cudídeo mediante el producto escalar. La desigualdad de CAUCHY- 
Schwarz asegura que — 1 g (a . b) / (ab) Ü 1, y entonces existe un án- 
gulo real tp y sólo uno, tal que 

| X VII-15] coscp = - » 0 ^ cp ^ k , 

d cual llamaremos ángulo ' de los vectores a y b: cp=(a,b). 


Ri el espacio es de dimensión finita tendremos 


[ XVII-16] 


cos (a, b) = 


tgikatbk 


ikaiUk VZgikbibk 


o) Iiases ortonormales. — c,) En un espacio propiamente euclídeo 
1 1o dimensión finita, una base ii, L, ..., i„ se llama ortonormal si está 
conHtituída por vectores dos a dos ortogonales, y normales o unitarios, 
i«n decir, de norma 1: 


| XVII-17] ir.i. = 8r. , (8 r . = 0 si r =+ s, =1 si r=s). 

A partir de una base cualquiera ei, ..., e„ puede construirse una 
bano ortonormal ii, ..., i„ mediante el llamado proceso de ortonormali- 
.■Iieii'ni di I E. Sciimidt que pasamos a describir. Poniendo 


J| = C| ; ja = Xiji + ea ; ja = Piji + M^ja + e » i 


ningún j, put'do anulnrae, pues es combinación lineal de los e* con coe- 


i 






ficientes no todos nulos. Los coeficientes Xi, pi, u*, ..., pueden determi- 
narse de modo que cada vector j r sea ortogonal a los anteriores: 

1*?) ja . ji = Xij 3 ! + e a . ji = o da Xi, pues j a i += 0; 

2 9 ) j 3 . ji = M-ij 2 i + e 3 . j, = 0 y 

j 3 . j 2 = pioj^a + e 3 . ja = 0 

dan |Xi y Ú 2 , pues j 2 i =+ 0, j 2 a+=0; etc. 

Dividiendo cada uno de los vectores j r por su módulo, se tiene una 
base de vectores i r = j r // r , que verifica [XVII-17] . 

c a ) En una base ortonormal [XVII-10] y [XVII-12] se reducen a 
[XVII-18] a . b = %aibi ; Na = Va.L 

c 3 ) De paso vemos nuevamente que mediante una transformación 
lineal, una forma cuadrática definida positiva (§ 63-7, a) Xgikaiak puede 
transformarse en una suma de cuadrados (cfr. § 63-7, c y d). 

d) Dualidad en espacios euclídeos de dimensión finita. — Para cada 
b fijo, el producto escalar a. b es por [XVII-10] una forma L(,(a), lineal 
en las componentes de a. Recíprocamente, toda forma lineal L(a) = 
— XkiCLi proviene del producto escalar por un vector bien determinado b, 
pues el sistema 

X*Pi‘8* = X, 

tiene solución ó* única (§ 15-4, b) por ser det. {£,*[■ 0. 

Por consiguiente, un espacio euclídeo de dimensión finita E„, gracias 
al producto escalar, puede considerarse idéntico a su espacio adjunto o 
dual E„* (Nota I, c 3 ). 

III. Espacios puntuales afines. — a.) En § 60-1 vimos cómo se in- 
troduce en el espacio ordinario la noción de vector a partir de los pun- 
tos. En los espacios vectoriales o lineales el concepto primitivo (§ 1-7) 
es el de vector y podemos proceder a la inversa: 

Un conjunto A„ de elementos P, Q, R, . . ., llamados puntos, se llama 
cspacio puntual afín dc n dimensiov.es si a todo par ordenado (P, Q) 
de puntos corresponde un elemento (vector) indieado PQ, de un espacio 
vectorial E„ de n dimensiones (espacio vectorial asociado), de modo que 

19) PQ = PR + RQ ; 

29) Dado un punto OeA„, a todo vector aeE„ corresponde un punto 
A y uno solo, tal que OA = a. 

Dc 19) se deduce para R = Q que QQ = 0, módulo de la adición en 
K y para P = Q que 0 = QR + RQ; entonces, por ser el inverso de un 
vcclor cn el grupo aditivo igual a su opuesto (§ 60-2, nota 3) queda 
QR RQ (—1)RQ. 

Si' dicc que OA es el vector de posición del punto A respecto del 
origcu () o tambión que OA sitúa el punto A respecto de O. 

Sistciiia de enordcvadas en A„ es todo conjunto formado por un 
punto () (origen) y una base ei, ..., e„ del espacio vectorial asociado. 
Lo indicaremos con (0,e*¡-. 

Coordenadas de A en el sistema (0, e*[, son las componentes de OA 
en la base e,, ..., e„. De AB = AO + OB = OB — OA resulta que las 
componentcs de AB en una base ei, ..., e„ son ias diferencias 5 ( — a ( de 
coordenadas de B y de A en un sistema -¡0,e*¡-. 

b) Espacios puntuales propiamente euclídeos. Distancia. — Un es- 
pacio puntual afín se llama ( propiamente) euclídeo cuando lo es el es- 
pacio vectorial asociado. 

En un espacio puntual propiamente euclídeo, a cada par de puntos 
corrc'Hpondo cl número (,)(P, Q) = mód PQ, indcpendicnte dcl sistemn dc 
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r«>r<tri*ncia (nota II, a 2 ). Este número puede llamarse distancia entre lo< ■ 
l>itnto8 P y Q, pues verifica las condiciones ( axiomas de la distancia ): 

D>) o(P, Q) > 0 y sólo =0 si P=Q; 

D.) o(P,Q)= o(Q,P); 

D s ) q(P,R)=s o(P, Q) + o(Q,R), (desigualdad triangular). 

Las dos primeras son inmediatas. Para demostrar la tercera obser- 
vemos que en E„, por la desigualdad de Cauchy - Schwarz [XVII-14], 
ho tiene: 

(a + b) 2 = a 2 + 2a . b + b 2 ^ a 3 + 2a6 + b 1 = (a+b ) 3 , 

| a + b | ^ a + b , 

y aplicando esta relación a PR = PQ + QR resulta D 3 . 

Si M y N son dos puntos de coordenadas x k y x k + A** en un sis- 
tcma -|0,e t ¡- será por a, MN = 2A£*e*, y entonces 

| XVII-19] tJ 3 (M,N) = 20,*AauA£* , £7i* constantes, det. > 0. 

Cuando el sistema (0, e* [ corresponde a una base ortonormal es 
[XVII-20] O a (M,N) = 2(AíC.) a . 


IV. Resolución práctica de los sistemas de ecuaciones lineales. — 

a) Introducción. — Aun conociendo perfectamente los fundamentos teó- 
ricos de la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales, quien sin 
preparación intenta resolver un sistema que sólo tenga diez ecuaciones 
con diez incógnitas, queda pronto desbordado por las operaciones numé- 
ricas requeridas al efecto. Ello lleva a sobrevalorar injustamente la difi- 
cultad de dicha resolución que, adecuadamente orientada, puede superarse 
en un tiempo razonable. En algunas aplicaciones se presentan sistemas 
donde los coeficientes de los términos diagonales sobrepasan numérica- 
mente a la suma de los correspondientes de los demás términos lineales 
de cada ecuación, siendo además simétrica la matriz del sistema. Para 
t’sos casos se obtienen resultados suficientemente exactos mediante la re- 
gla de cálculo, sin necesidad de utilizar máquinas de calcular. 

Un sistema lineal con igual número de ecuaciones que incógnitas: 

f OiiXi + OuiXa + ... + OnnXn — lCi 


[XVII-21] 


0¡nXi + 0 - 22®2 + ... + Q-an%n — ICa 


On\X\ + a„aXa + ... + OnnXn — kn , 


du matriz cuadrada A = (o iy }- de orden n y determinante A+= 0, se re- 
suelve por la regla de Cramer (§ 15-4): 


[XVII-22] x, = ( % k,A„) : A , 

3 = 1 

donde e3 ei adjunto del elemento a, { en A. 

Si simbolizamos por X y K las matrices vectoriales (§ 61-4, d) de 
una :iola columna y de las incógnitas y de los términos cons- 
tantes, el sistema [XVII-21] puede escribirse 

| XVI1-23] AX = K , 

donde AX es la matriz producto de clase (n, 1), es decir, también de una 
icola columna, tal que sus elcmentos se obtienen por el producto escalar 
de cada fila de A por la única columna de X. La solución [XVII-22] 
vlene dada por 

r XVI1-24] 


X = A’K 
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donde la matriz inversa A _1 de A, de orden n, tiene por elemento de fila i 
y columna j el A y( /A. 

Pueden calcularse simultáneamente A y sus menores A¡, por el pro- 
cedimiento sistemático (ver b) de F. Chió (Mémoire sur les fonctions 
connues sous le nom de résultants ou de déterminants, Turín, 1853), pero 
en general y sobre todo para matriz asimétrica, resulta menos engorroso y 
más sistemático seguir el método de reducción sucesiva de K. F. GAUSS 
(Theoria Combinationis, Supplementum ; Werke, vol. IV), que por ejem- 
plo Guldan (nota V, 8) prefiere al método de los determinantes, dando 
del mismo un esquema gráfico intuitivo (ver c). 

b) Cálculo numérico de determinantes. — La posibilidad de anular 
en un determinante todos los elementos de una línea excepto uno (§ 13-4, 
c.i), es la base de la regla práctica de Chió; para ello se elige como 
elemento pivote uno del determinante que sea igual a la unidad; si esto 
no ocurre, se prepara el determinante sacando factor común de toda una 
línea el elemento que convenga tomar como pivote, convertido así en la 
unidad. Una vez hecho esto, la regla dice que el determinante con dicho 
elemento pivote unitario situado en la fila l y en la columna k es igual 
a ( —l) Ufc por el determinante de un orden menor obtenido tachando la 
fila l y la columna lc que contengan el elemento pivote y disminuyendo 
cada elemento restante en el producto de los elementos de la fila y co- 
lumna suprimidos situados en los pies de las perpendiculares trazadas por 
el elemento que se modifica. Los elementos que quedan tienen por adjun- 
tos los mismos valores que los elementos correspondientes de que proce- 
den en el determinante primitivo. 

En efecto, la regla anterior equivale a restar de cada fila los ele- 
mentos de la fila l multiplicados por el factor X igual al elemento de la 
fila que se modifica situado en la columna k. Esta operación equivale a 
restar un determinante nulo (§ 13-3, Cor.) y con ello se anulan todos los 
elementos de la columna k distintos al pivote, siendo por tantc el adjunto 
de éste igual al determinante primitivo al desarrollarlo por la columna k. 
Por ejempio: 


c 3 bc 

dabc 

eabc 



a — a»b) 

a, a-i a 3 

b, b i 1 

a, a 0 

bi 60 


C - C:,b ) 

C, Ca Ca 

Ci c B 

= 

d — dab) 

C¿i da da 

cU d :. 


e — e 3 b) 

€ i 62 63 

Ci e» 



ai — a a 6i Oa— aj>a 0 a, — a¡bi a : — i 

bi ba 1 bi bo 

C,- Csb, Ca—■ Caba 0 Ci- C 3 b\ Co — 

d i — d:,b¡ da — dJh 0 d t — d-.,b i d h — i 

Ci — Citói — e-jba 0 e¡ — e%b* ec — 


a,— 

a s b 1 

a¿ — 

a 3 ba 

a, — 

■ a:,b¡ 

05-0;jftr> 

c, — 

Cabi 

c 2 — 

C3Ó2 

Ci — 

c 3 bi 

— C'¿b'o 

di — 

d 3 bi 

da — 

daba 


dab., 

cL — dsbr, 9 

e, — 

e*bi 

ea - 

ej)a 

e¡ — 

e„ b¡ 

€5 — ezb- 0 


donde el adjunto de c, en el primer determinante es igual al adjunto de 
c,— -c 3 bi en el segundo determinante, que es el del último determinante 
multiplicado por (—1) 2+3 . 

Una reiteración del proceso hasta llegar a un determinante de cuarto 
orden permite, mediante el cálculo de los adjuntos de los elementos de 
este, hallar a la vez el valor del determinante primitivo y de 16 de sus 
adjuntos. Cambiando de elemento pivote en el determinante primitivo se 
hallan los restantes adjuntos y la obtención rcpetida de algunos de ellos 
sirve de comprobación de los cálculos. 

c) Método abreviado de Gauss. — Si suponemos que se ha de resol- 
ver un sistema de cinco ecuaciones (1*), (2*), (3*), (4*), (5*) con 
cinco incógnitas Xi, x 3 , x s , x t , x 3 , el procedimiento consiste en sustituirlo 
por un slstema equivalente de las que llamaremos ecuaciones principales 
(I) a (V) y que van formándose de manera que (II) tenga sólo cuatro 
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incógnitas x 2 a x 5 , (III) tenga tres x 3 a x 3 , (IV) dos x^ y x 3 , (V) una 
sola * 5 ; entonces por (V) se obtiene x 3 , que sustituída en (IV) da au, 
con ambos valores x 4 y x¿ en (III) se obtiene x 3 y así se llega sucesiva- 
inente a obtener Xi por (I). 

Es muy conveniente efectuar el cálculo numérico en forma tabular, 
debiendo estar contenidas en la tabla todas las operaciones necesarias 
para la resolución. E1 esquema del método (esquema A) muestra clara- 
mente la sucesión de operaciones a efectuar: para ello se han sustituído 
los valores numéricos de los coeficientes por letras con índices en la for- 
rna usual (§ 15-4), los términos diagonaks se distinguen por tener sus 
dos índlces iguales, y los independientes en el segundo miembro se indi- 


Esquema A. Sistema simétrico de ecuaciones. 


Marcha del cálculo] 


X a 

Xs 

a:., x 5 

lc k' 

Control 


( 1 *) 

( 2 *) 

(3") 

(4*) 

(5*) 

Ou 

(a, 2 ) 

(Ois) 

(Ou) 

(a«) 

0/12 

O 22 

(a 23 ) 

(Oai) 

(a M ) 

»18 

a n 

a 33 

(a 34 ) 

(a,r,) 

Ou au 

a 2 , a 25 

»31 »35 

»14 »45 

(a„.) a,,» 

ki k' 1 

/c 3 /c 2 

/c„ /(• 3 

/C 4 k' 4 

fcs /c 5 

Si 

Sa ¡ 

S 3 

Si 

S 5 


(I) = ( 1 *) 

Ou 

a,a 

ttis 

a» Oir, 

/Ci /c', 

8 , 

( 1 ) 

( 2 *) 

—(au/a„).(I) 

(a, s ) 

(— a, s ) 

Oaa 

6 ía.a 

a 23 

5i8.2 

»21 »25 

614.2 6 l 3. 2 

/ío A/ 2 
/vi.3 fcl .2 

Sa 

81.2 

( 2 ) 

(3) 

<n>= 



ga 

// 3 , g» 

Ka K'a 

Sa 

(4) 

(3*) 

— (a,a/a,,). (I) 

- -(flf.,/fl'*).(ii) 

(a, 3 ) 

(—aia) 

(■ 

(Oa 3 ) 

( &i 3 .a) 

—gj 

Ól3.8 

6 23 . 3 

a 3 i »35 

614 .3 6 10.3 

624.3 633.3 

/c 3 /c'„ 

/ 1 * 1 .3 /C 1.3 
K 2.3 K 2.3 

S„ 

81.3 

5 2.3 

( 6 ) 

( 6 ) 

(7) 

(III) = 2 (,) 



g™ 

<731 í/35 

K.3 K'a 

S 3 

( 8 ) 

(4-) 

— (an/an).(I) 
-(//„,//7,a). (II) 

— (g»Jg n ) .(III) 

(Ou) 

(—a,„) 

( 

(aa.,) 

( bu.a) 

—gj 

(aj 

(bu. s) 

( 621 . 3 ) 

(—flw) 

»44 »15 

614.4 Ólr,.4 

624.4 625.4 

63 ,.., 6 3 5.4 

/C 4 /c' 4 

/Cl.4 /C 1.4 
K2.4 K'a .4 
K3.4 K' 3.4 

s 4 

5 1.4 

5 2.4 

5 3 .4 

(9) 

( 10 ) 
( 11 ) 
( 12 ) 

(IV) = S (12> 

1 

g>* g* t 

K 4 K '4 

Sl 

(13) 

(5*) 

— (a, 5 / a„). (I) 

— \g*>l gn) • (lí) 
(//:,/// ,:,)•( III) 
(gJg«).(IV) 

(a,r,) 

(—a ]5 ) 

( 

(Oas) 

(Óis.í) 

— g*) 

( 035 ) 

( 615 . 3 ) 

( 625 . 3 ) 
(— £T*) 

( 

( »45 ) a 5 s 

( 615 . 4 ) 6 15. 5 
( 605 .,) 625.5 

( 635 . 4 ) 633.5 
- gj 645.5 

/C 5 /C's 
fci.s /c 1.5 

K 2.5 K 2.5 
K 3.5 K'a.r, 
K 4.5 K' 4.5 

s 5 

51.5 

5 2.5 

5 3 .5 

S,.5 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(V) = 2 (18) 

(14) 

g«¡ 

Kr, K's 

S 5 

(19) 


Do (V): x, = K Jg u ; 

„ (IV): x t = (K 4 — g*x t )/gu ; 

„ (III): x a = (K3 — g»Xt — g,*x t )/g 33 ; 

„ (II): x¡¡ = (Ka — g*x t — g*,x, —- g ! 3 x 3 ) /g& ; 

„ (I); x 1 = (fci — a, n a; 5 —a H a-4- <h«x 3 — Outfa) /Ou ; 

A = aii/7uoí7m/74ifi> 5 ». 


Sistema simétrico de ecuaciones. (Con regla de cálculo). 
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+ + I + + I + + + ! I + + I l+- 


COOOC-'S' COlOOilOCC 

cgíDco 10 . 00 cococ^ 

cStDG* eo O d’t'O’o' c 

r-(rH M OIINH rH'J 


+ + + 


+ ++ 1 + 


h ci ooi m 'íh in 

n to cota co o n h 

00 Tf + O 00 05 O OD 'f 00 ' có (m' 

Tf tn ■f 'f n 10 'f 


LClflHlO H lOlOOt-M H 
UJOJNO) (M_ IO 00 CO C- CO C-_ 

aa co + <M to 'íO)Mt-'io''f 

OIOI *í OCJWhHH o 




++ + 


+ + + 


I I++ I +1 I I 


-- cn o cn 

M (D CO to 

00 Tf + 05 05 o 

Tf 50 'f 


00 00 t- o’ t*' (OMP 04 

r-H H —H H 

r—i -H 

+ + + + + + I I + 


H h’ U CO o' Tf ' 
00 °° 


CO k- 

<£> eo 
Tí* © co 


. - ^ _ t- . t -10 

^ co ^ ^^co • ^ ^ ^ 

''h-v Íh* HW 2 * t— ^ > * Hco’r 0 ! K. *• H'MS,NO) * 


C5 co m ■** 


►H 

HH 04 /-vH 

sSeí^. 

• rH ©W 

'^HOíO 

" --- xf H 

'IO H 

iíd 

04 'rf f£ LcO 
r* tH co 


+ 0,925 ; X, = ^r= + 1.072 
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cun por ki, k 2) (K 2 ), k s , (K s ), ..., pudiéndose incluir también otro o va- 
rios conjuntos de valores k' para estos últimos, correspondientes a otros 
cusos de carga en la aplicación a la Estática, los que se resuelven simul- 
líineamente, gran ventaja del método de resolución numérica sobre el de 
aproximaciones sucesivas. 

En las ecuaciones auxiliares se distinguen los coeficientes que van 
modificándose por un índice suplementario que indica la ecuación princi- 
pnl que va a obtenerse. Por la simplificación obtenible se trata primero el 
cuso del sistema simétrico de ecuaciones que es el que se presenta más 
en la práctica. 

Cj) Sistema simétrico de ecuaciones. — Para simplificar la compren- 
sión y demostración del método se han incluído en el esquema A todos 
los coeficientes que realmente figuran en las ecuaciones, pero los escritos 
ontre paréntesis no deben inscribirse por innecesarios al formar la tabla 
dc resolución en la práctica del método, según puede verse en el cjemplo 
numérico subsiguiente (esquema B). 

He aquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo a seguir en 
(“1 esquema A para n — 5 y aclarar en el ejemplo numérico. 

1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Es conveniente tam- 
hién inscribir una columna de control cuyos elementos sean las sumas s, 
(i= 1,2, ...,5) de los elementos de cada fila (incluso los omitidos) con 
(o sin) el (o los) termino(s) independiente(s). 

2. Inscripción de la misma ecuación (1*) como ecuación principal 
(I) en la fila (1). 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Multiplicación do la ecuación principal (I) por el factor^—(cua /an) 
en la fila (3). Para el control debe efectuarse la misma operación con sj. 

5. Obtención de la ecuaciói. principal (II) en la fila (4) como suma 

de las filas (2) y (3). Puede, como control, obtenerse así Sa = s 2 -|-si. 

quo debe también ser la suma de los elementos de la fila (II). 

G. Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 

7. Multiplicación de la ecuación principal (I) por el factor — (a¡ s /an) 
cn la fila (6) y de la ecuación principal (II) por el factor — (g&lgz¡) en 
ln fila (7). Para el control deben efectuarse las mismas operaciones con 
«t y Sa. 

8. Obtención de la ecuación principal (III) en la fila (8) como suma 

tle las íilas (5) a (7). Puede como control obtenerse así S 3 , que debe 

nor también la suma de los elementos de la fila (III). 

0. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
Iiih principales en forma análoga, siendo: 

bu.t = —(«i i/an)cku con i, j > 2 ; 

bh,.t = — (ghilgun) g», con h > 2 ; i, j > 3 ; 

ki.t = —( au/an)k, con j > 2 ; 

K»./ = — (ght/g»h)Kh con h > 2. ; j > 3 ; 

y nnálogamente para s,., y S^.j; hasta llegar a escribir la última ecua- 
dón principal (V) en la fila (19). Si en las ecuaciones principales se 
nnulnn algunos cot'ficientes, desaparecerán las correspondientes ecuacio- 
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nes auxiliares que se deducirían de los factores anulados de multipli- 
cación. 

10. Obtención retrógrada de las incógnitas x¡, a xi a partii de ia 
última ecuación principal (V). , 

Éste es el método de Gauss-Doolittle (M. H. Doolittle: Method 

employed in the solution of normal equations and the adjustment of tnan- 

gulation ; U. S. Coast and Geodetic Survey Report 1878). 

Es fácil ver que multiplicando la ecuación (II) por On se obtiene: 

fln 0,2 Ctu Ooa , «u «14 «u «u kl 

(II ) Oai Xa + «ía 023 X;l + 0,2 a-, «12 «» «>3 k - 

Asimismo, en lugar de (III) se puede escribir 

«11 «12 «13 «11 «12 «14 «U «12 « lf ' 

(III') «12 «22 023 X 3 + «12 «22 «24 «4 + «12 «22 «23 Xt 

0,3 023 «33 «12 «23 0 3 , «13 «23 «3.1 

y finalmente 

«11 «12 «1S «14 k\ 

«12 «22 «33 «24 

(Y') Ax¡= «ís « 2.1 «33 a M k 3 

«14 «34 tt»l «14 k, 

«15 «25 «38 «48 fes 

pero mejor que calcular estos determinantes es seguir el procedimiento 

indicado. , 

Obsérvese que el método sirve también para calcular comodamente e 
valor de un determinante, en este caso el A simétrico del sistema, pues 
resulta A = «nPMfisiÉLiflM. 

En efecto, el sistema (1*), (2*), <8*), (4*), <5*> se «Mtituye P« 
el (I) (II) (III), (IV), (V), donde cada fila de estas ultimas se na 
obtenido agr’egando a la correspondiente de las primeras una combina- 
ción lineal de otras. Por tanto el determinante del sistema de ecuaciones 
principales tendrá el mismo valor A que el del sistema dado. E1 determi- 
nante del sistema de ecuaciones principales es tnangular deiecho (tiene 
nulos todos los elementos que están debajo de la diagonal principal) y 
por tanto su valor es el producto de los elementos de la diagonal pr 
cipal, pues al desarrollar por la primera columna sera ígual al primer 
elemento por su adjunto y así se sigue sucesivamente. 

c.) Sistema asimétrico de ecuaciones. — Este. caso se distingue del 
anterior en que ahora los factores de multiphcacion de la P™era M 
lumna (Marcha del cálculo) no se obtienen simplemente de los tern ™ s 
de las ecuaciones halladas anteriormente smo que deben fádí 
cialmente. Pero en este caso, la marcha del calculo es tambien muy faci 
y puede ser completamente sistematizada. Ahora en la etapa de nbtene 0 
de P una ecuación principal, para escribir cada ecuacmn auxihar conespon- 
diente se empieza por determinar su prirner coeficiente no teoncamente 
nulo tal que sumado a los de la misma columna de las anteriores ecua- 
ciones auxiliares de la misma etapa dé suma nula; este coeficiente divi- 

indica la etapa de obtención de la respectiva ecuacion pnncipal y la m- 
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cógnita indica la columnT de coeficientes que da dicho numerador. Así 

Os2 + &12.3 - S 111 ^® 2 ) = 0 > 

íisa + 6 i3.G + 623.6 — = 0 > etc. 

Lo demás del cálculo es análogo al caso de sistema simétrico. He 
nquí en instrucciones sucesivas la marcha del cálculo, a seguir en ei es- 
quema C. 

1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*). Es conveniente 
escribir también una columna de control cuyos elementos sean la suma s, 
(i = 1, ...,5) de los elementos de cada fila i con (0 sin) el término in- 
dependiente. 


Esquema C. Sistema asimétrico de ecuaciones. 


Marcha del cálculo 

Xi 

Xa 

x 3 

x. 

Xi 

k 

Control 


(1*) 

O11 

CV ia 

ttli 

On 

Ojí 

ki 

81 


( 2 *) 

O21 

«22 

ttts 

O2, 

tt¡i 

fca 

Sa 


(3*) 

Osi 

ftgj 

CÍ33 

a 3 ¡ 

&35 

ka 

Sa 


(4*) 

On 

0,2 

0,3 

Ou 

&15 

k. 

S 4 


(5*) 

o¡ 1 

a,-,2 

Oi 3 

ttjj. 

Oís 

1(2, 

8 s 


(I)= (1*) 

ttn 

0,2 

Ol 3 


ttii 

ki 

81 

(1). 

(2*) 

021 

o 2 2 

tt ’3 

02, 

&25 

/Ca 


Ífl 

— (a 21 /an).(I) 

- 021 

612. i 

613.2 

6l4.2 

6l6.3 

ki.a 


m 

<n> = =::: 


g¡a 

g¿» 

g¡. 

g »5 

K u 

Sa 

(4) 


0*1 

Osí 

033 

&3i 

Ox, 

ka 

s 3 

(5) 


—CÍ31 

612.3 

613.3 

6l4.3 

615.3 

ki.a 


(6) 



—Sni (£2) 

623.3 

621.8 

625.3 

K2.3 

S2.3 

(7) 

(7) 

< m > = I,„ 



■ 


fiXse 

Ko 

S3 

(8) 

(4*) 

a,i 

0,2 


&I4 

0,5 

k, 

S 4 

(9) 

— ( 0 , 1 / On) • (I) 

— 0,1 

612.4 

6l3.4 

6l4.4 

615.4 

ki., 

«1.4 

(10) 

-(S.v(*.)/P-i)-(II) 


— Sivíaia) 

623.4 

62.1.4 

625.4 

K2.4 

S2.4 

(11) 

(Sxv (x 2 ) / g.a) . (III) 



-Siv(a:s) 

6*1.4 

630.4 

K3.4 

S3.4 

(12) 

(iv) = 2 ™ 




g,. 

g« 

Ki 

S, 

(18) 

(6*) 

0*1 

CÍ52 

Oi 3 

&54 

Oii 

k s 

Ss 

(14) 

— ( a B i / On ) . ( I ) 

— On 

612.5 

613.6 

611.6 

bis.i 

ki.i 


(15) 

-($v(x a )/g*).(U) 


- %v(X 2 ) 

623.5 

621.5 

621.5 

K2..-, 

S2.5 

(16) 

— (Sv(*.)/P33).(III) 


- 

-Sv(a:3) 

634.5 

630.5 

K3.3 

S3.5 

(17) 

— (Sv(*4)/fiT4i).(IV) 



- 

-Sv(aii) 6,5.5 

K.1.5 

S4.5 

(18) 

(V) = s (18) 

v ’ ^(14) 

fl , 56 

Ks 

S 0 

(19) 


De (V): 

» (IV): 
» (III): 
» (II): 
» (D: 


x 3 = Ks/ g&> ; 

x< = (Ki — g a xi) /g» ; 

x a = (K 3 — g 36^6 — g 3 <x t )/g 33 ; 

x a = (K a — g*Xt, — g 2 ,x, — g^a) lg a ; 

X 1 = ( Jci Ctj iXi Ct'uX, 0,19X3 O12X3) /OlJ 

A = o^,g,j:,g«,g<,gn<. 
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2. Inscripción de la misma ecuación (1*) como ecuación principa). 

^ 3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). , 

4 Inscripción en la fila (3) del coeficiente — O 21 de_la_ mcogmta xi 
tal que 021 — 0 ^= 0 , y multiplicación de la ecuación pnncipal (I) por 
el factor — (dai/on) en dicha fila (3). Para el control debe efectuarse 

la misma operación con Si. , ... 

5. Obtención de la ecuación principal (II) en la fila (4) como suma 
de las filas (2) y (3). Puede como control obtenerse asl S« — s a + 81 , 
que debe ser también la suma de los elementos de la fna ( 11 ). 

6 . Inscripción de la ecuación dada (3*) en la fila (5). 

7. Inscripción en la fila ( 6 ) del coeficiente -o^ de la incógmta xi 
tal que an — Osi = 0 , y multiplicación de la ecuación prmcipal (I) por el 

factor —( 0 * 1 / 01 ,) en dicha fila ( 6 ). . . . , , .„„ Aomí 4 . n 

8 . Inscripción en la fila (7) del coeficiente — $nx(0«) de la íncognita 
í« a tal que o M + 612.3 — Sm(*.)= 0 , y multiphcacion de la^ ecuacion pnn- 
cipal (II) por el factor —(2ni (x») Ig&) en dicha fila (7) . 

9. Obtención de la ecuación principal (III) en la füa ( 8 ) como suma 
de las filas (5) a (7). Puede como control obtenerse así S», que depe 
ser también la suma de los elementos de la fila (III). 

10. Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención u 
las principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la ultima ecua- 

ción principal (V) en la fila (19). . , „ n _ t - r j. i„ 

11. Obtención retrógrada de las mcogmtas x* a xi a partir de ía 

última ecuación principal (V). 

Aquí también, con la misma demostracion que en el caso simétrico, 
el determinante del sistema valdrá A = (higugngugn, , siend° éste el - 
todo mejor para calcular numéricamente un determinante asimétrico 
simétrico cualquiera. 

d) Método de Cholesky-Banachiewicz. — Para un sistema simé- 
trico de ecuaciones lineales tal que la matnz del sistema sea defmida 
positiva puede aplicarse el método de Cholesky-Banachiewicz que ne- 
cesita n extracciones de raíces cuadradas. 

He aquí en instrucciones sucesivas ia marcha del calculo, a seguir 
en el esquema D y aclarar en el ejemplo numénco para n=B (esquema 
E; el mismo sistema de ecuaciones esta resuelto en GULDAN, citado 
nota V, 8 , por el método dado en Ci y otro similar) : 

1. Inscripción de las ecuaciones dadas (1*) a (5*), omitiendo los 
coeficientes a la izquierda de la diagonal principal. Para mayor clandad 
en el esquema D se han escrito entre parentesis los terminos que no es 
necesario inscribir, como puede verse en el ejemplo numerico ( e squem 
E). Es conveniente escribir también una columna de control cuyos el 

mentos sean la suma s ( (i= 1.B) de los elementos de cada fila (m- 

cluso los omitidos) con (o sin) el térmmo índependiente. 

2. Obtención de g u = y división de la ecuación (1*) P 01 ' 9* 
para obtener así la ecuación principal (I) en la fila ( 1 ). Paia _ el ce 
trol debe efectuarse la. misma operación con 81 de modo que bi _ Siigu. 

3. Inscripción de la ecuación dada (2*) en la fila (2). 

4. Multiplicación de la ecuación principal (I) por el factor —en 
la fila (3). Para el control debe efec tuarse la misma operacion con bi. 

5. Obtención de g^- Vo^ + 612.3, y división _de la suma de las filaa 

(2) y (3) por g 22 para inscribir la ecuacion prmcipal (II) en la 1 ( ;• 

Puede como control obtenerse así Sa = (s a + S 1 . 2 ) /g*>, que debe ser t 
bién la suma de los elementos de la fila (II). 

6 . Inscripción de la ecuación dada (3*) como fila (5). 

7. Multiplicación de la ecuación principal (I) por el facto1 8 J" 

la fila ( 6 ) y de la ecuación principal (II) por el factor g» en la 
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(7). Para el control deben e fectuar.se las mis mas operaciones con Si y S¡. 

8. Obtención de 0 ,» = V a S3 + ó 13 . 8 + &ae.3 y división de la suma de las 
l'ilas (5) a (7) por g s3 para inscribir la ecuación principal (III) en la 
f'ila (8). Puede como control obtenerse así S a = (s a + Si.» + S 2 . 8 ) lg&, que 
debe ser también la suma de los elementos de la fila (III). 


Esquema D. Método de Cholesky-Banachiewicz para sistema simé- 
trico con matriz definida positiva. 


Marcha del cálculo 

Xi 

X a 

Xa 

X4 

Xs 

/c 

Control 


(1*) 

CVn 

CCia 

Ctl3 

Ol4 

Ois 

/Ci 

Si 


(2*) 

(ítis) 

Oaa 

a 2 3 

Ctai 

Oas 

ka 

Sa 


(3*) 

(Ctia) 

(Oaa) 

a 33 

Osi 

Ctas 

ks 

83 


(4*) 

(Ctii) 

(o«) 

(Cfei) 

044 

04B 

k t 

s* 


(6*) 

(Oob) 

(025) 

(Osb) 

(Oui) 

Or.i 

kr, 

s 6 


g« = v^; (I) = (l*)/flrn 

0 n 

012 

013 

0 u 

015 

Ki 

Si 

(1) 

(2*) 

( CÍ12) 

aaa 

023 

0*4 

Oai 

fca 

S 2 

(2) 

—0*.(I) 

(— CÍ12) 

b¡2.2 

bis.a 

í>14.2 

615.2 

Ki.a 

Si.a 

(3) 

0aa = V Ct»2 -)- Óu.a 









(II) = (1/0»)2¡JJ¡ 


023 

023 

021 

025 

Ka 

Sa 

(4) 

(3*) 

(ctaal 

(Ous) 

0 33 

O »1 

Oa; 

fcs 

s 3 

(5) 

—013.(1) 

(—Ctig) 

(Ó13.2) 

ó 13.3 

bu.a 

6l5.3 

K,, 3 

S1.3 

(6) 

— 02 . .(II) 


(-022023 ) 

Ó23.J 

Ó24.3 

Ózi.3 

K 2 .3 

Sü.S 

(7) 

0 ii =s V d .3 4 - Óia.a + 623.3 









(iii) = (i/ 0 »)s!J! 

(5) 



033 

031 

035 

K a 

Ss 

(8) 

(4*) 

(a l4 ) 

(a 2 .i) 

(o»i) 

044 

O 46 

/ci 

84 

(9) 

—014.(1) 

(—Om) 

(Ól4.2) 

(Ó 11 . 3 ) 

Ól4.4 

6 16.4 

K 1,4 

Sl .4 

(10) 

- 021 . (II) 


(- 022021 ) 

(Ó21.3) 

624 .I 

625.4 

Kí >,4 

S 2 ,4 

(11) 

— 0 « .(III) 



(—03303,) 

634.4 

6,38.4 

Ks .4 

Ss .4 

(12) 

’Jn V (lu + bu.* + . . . -f- b s i.4 









(IV) = (1/04.) 




04, 

0,5 

K, 

S4 

(13) 

(5*) 

(—Oic) 

(a») 

(Oflo) 

(Oib) 

Ok 

kr¡ 

So 

(14) 

— 0 ia . (I) 

(Oib) 

(& 15 . 2 ) 

(ÓIB.S) 

(61,1.4) 

6ib.8 

Ki.b 

S1.5 

(15) 

—025 .(II) 


(- 022026 ) 

(Ó 2 B. 3 ) 

(635.4) 

620.6 

K 2.6 

S 2 .5 

(16) 

—038.(111) 



(- 033035 ) 

(63.1.4) 

635.5 

K 3.5 

Sa .5 

(17) 

— 0 «.(IV) 




(—04404«) 

6 48.5 

K4.5 

S4.6 

(18) 

V* Om + Óia.B + . . . + Ó 4 B .8 









(V) = (1/06b)2. ( ¡'J 

( 14 ) 





0« 

Kb 

So 

(19) 


(V) : x t = K Jg<¿ ; 

(IV): x< = (Ki — g4sXi)/g„ ; 

(III): x* = (K 3 — 038X6 — 0s4X 4 )/0, 3 ; 

(II): Xa = (Ka—0ir.X5 — 0a-iXH 0a3Xa) /0aa ; 

(I): xi = (Ki — 0 iíX 8 — guX ,— g n xt — g¡2X S ) /g n ; 

A = g n g* a g u a g »“. 



e 
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í). Sucesiva inscripción de las ecuaciones auxiliares y obtención de 
l:i:; principales en forma análoga, hasta llegar a escribir la última ecua- 
cioii (V) en la fila (19). Si la matriz del sistema no fuera positiva de- 
l'inida aparecerán raíces cuadradas de números negativos con resultado 
imaginario. 

10. Obtención retrógrada de las incógnitas x¡ a x x a partir de la 
última ecuación principal (V). 

Si multiplicamos la ecuación (I) por g n , la (II) por y así suce- 
nivamente, el sistema obtenido es el deducido de (1*), (2*), (3*), (4*), 
(r> + ), agregando a cada fila de estas últimas una combinación lineal de 
«'tras. Por tanto, es A = g n 2 gn g^ gJ g™. 

e) Existen también otros métodos de resolución como el de B. I. 
Oi.ahkn (Brux. Soc. Sc. 12, A, pág. 50-59; B, pág. 251-281; 1888), lla- 
mado también “método de los coeficientes iguales”, y el de A. Terracini 
(Un procedimiento para la resolución numérica de los sistemas de ecua- 
cione 8 lineales, Ricerche di Ingegneria, III, n*? 2, 1935; trad. en Revista 
Electrotécnica, 27. pág. 427-436, Bs. As., 1941), de eliminación simultá- 
nea de incógnitas. 

/) Si en la aplicación del método de Gauss sólo se requieren dos o 
trcs cifras significativas finales, basta el uso de la regla de cálculo, y 
eiitonces la obtención de todos los coeficientes de una misma ecuación au- 
xiliar se hace con una sola posición de la reglilla determinada por el 
l'actor que modifica la respectiva ecuación principal de las anteriormente 
obtenidas; para evitar errores conviene escribir previamente todos los sig- 
noH de los coeficientes a obtener, cosa fácil por resultar todos ellos los 
mismos o todos distintos respecto de los correspondientes de la ecuación 
principal que se modifica. 

Por otra parte, el procedimiento así abreviado de Gauss puede ser- 
vir para controlar los resultados que se alcancen en forma más prolija. 
Sc aconseja siempre en labores de compromiso, la cola'boración de dos 
calculistas independientes que comparen sus resultados en cada oportu- 
nidad. 

Existen formas condensadas de resolución apropiadas al uso de má- 
quinas de calcular que mejoran los métodos de Gauss-Doolittle y de 
Ciiolesky-Banachiewicz antes explicados. 

//) Métodos de aproximaciones sucesivas. — Cuando el número de in- 
cógnítas es muy grande, por ejemplo en el cálculo de estructuras hiperes- 
táticas en alto grado, la resolución directa del sistema de ecuaciones es 
nuiy luboriosa y entonces se recomienda emplear métodos de aproximacio- 
iioh sucesivas. 

Rcspecto del sistema [XVII-21], designemos por n, r-¡, ..., r„ un sis- 
lcma de valores aproximados, y por ei, e 2 , ..., e n los respectivos errores 
do cuda ecuación, tales que 

n 

| X V11-25] e ( = kt — 2 a n r i > i = 1, 2, ..n. 

¿=1 

Si en lu primera ecuación del sistema [XVII-21] sustituímos x 2 , Xa, 

. . x„ por r a , r 3 , . .., r„, en la segunda Xi, x 3 , ...,»„ por n, r s , ..., r„, 
y uhí siicesivamente en la n-ésima x,, x 2 , ..., x n -i por n, n, ..., r„-i, ob- 
I «-1111 r«‘mos como nuevos valores “más aproximados de las incógnitas”: 

I X \ 11 -20] x i ~ r, -|- (e,/tt,,); x 2 = r 2 (e 2 / a ^¡); ...; 

Xn = r„ + (e„/tt„„); 

ó’.li' cí nl llumado método dc itcración, convergente cuando los coeficien- 
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tes de los términos diagonales preponderan en valor absoluto sobre la 
suma de valores absolutos de los demás coeficientes de los términos linea- 
les en la misma ecuación. 

En general es más conveniente el método sucesivo de P. L. Seidel 
(M ünsch. Abh., 11, Abt. 3, pág. 81, 1874), donde se aprovechan en la 
segunda y posteriores ecuaciones los nuevos valores de las incógnitas que 
van obteniéndose en la misma etapa. Así se toma: 

r, + (fci — tt„ri — Owra — a, 3 r 3 — ... — a,„r„) /o,, , 
r 2 -j- (k 3 — a 2 ¡xi — a^ra — a&n —...— a^rj/Oía , 

r 3 + (fca — OjiXi — ClxiX 2 -ttaaí'a — .. • tt 3 „r„) / a,¡ , 


r„ + (k„ — a„,i x, — a„, 2 x^ — ... — 

— tt„,„-i:c„-i — tt„,„r„) /a„,„. 

Si designamos por R la matriz de una columna (r,}- de los valores 
aproximados de partida, el método de R. von MlSES consiste en tomar 
como valores más aproximados los dados por la matriz de una columna 
X = j x, [, tal que 

[XVII-28] X = R + a(K — AR) , 

donde a es un número real adecuadamente elegido para asegurar la buena 
convergencia del procedimiento. 

Si la matriz A del sistema [XVII-21] de coeficientes reales lo es de 
una forma cuadrática positiva definida, sean tii > Ha > ... > ti„ > 0 sus 
autovalores o raíces características, es decir. las de la ecuación 



ttu - 

n 

CVi2 

ttis 

«i„ 



tt21 


- 

P «23 

. . . Ct'Un 


[XVII-29] 

tt31 


0/32 

a™ — n 

. . . tta„ 

= 0 


tt„l 


ttn 2 

tt„ 3 

... tt„„—p 


entonces se elige a 

tal que 

sea 



[XVII-30] 

1/a 

> 

ni > 

Hü > •• 

> Tln > 0. 


Para justificarlo, consideremos el método general de L. Cesari: Sulla 
risoluzione dei sistemi di equazioni lineari per approssimazioni successive 
(Atti Accad. Lincei, Rend. VI, 25, pgs. 422-428, 1937; Id. Rassegna delle 
Poste, dei Telegrafi e dei Telefoni, Anno IX, U, 37 pgs., 1937) que gene- 
ralizando el de M. Picone, sintetiza los métodos anteriores con estudio 
exacto de su convergencia. 

Dado el sistema [XVII-21] de coeficientes reales o complejos, supon- 
gamos sea el determinante Ai¿0 y consideremos dos matrices B y C de 
tipo ( n,n ) y a un número real o complejo, tales que 

[XVII-31] B + C=aA ; C 0 ; B^O. 

Si ahora X es un parámetro variable en el cuerpo complejo, R una 
matriz del tipo (n, 1) arbitraria en el cuerpo complejo, el sistema 

[XVII-32] (B + XOXO.) = aK + (X—• 1)CR , 

que para X, = 1 coincide con el sistema [XVII-23] = [XVII-21], tiene por 
solución la matriz X(X) de tipo (n, 1), función racional de X. Si r es el 
menor de los módulos de las raíces de la ecuación algebraica en X: 

[XVII-33] B + XC = 0 . 
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positivo por haber supuesto el determinante B^O, entonces para todos 
loH números \\\<r es convergente: 

| XVII-34] X(Á) = X(0) + (X/1!) X' (0) + (tf/2!)X"(0) + ••• » 
donde si 1 < r, la X=X(1) es la solución del sistema [XVII-21] _ 
[XVII-23]. 

Si se pone 

Xo = X(0), Xx = X(0) + (1/1!) X' (0), X 2 = Xi + (1/2!) X" (0), .... 
bo deriva [XVII-32] 

CX(Á) + (B+XC)X'(M = CR , 
y se sigue derivando sucesivamente 

(p + 1)CX (P) (X) + (B + XC)X (,,+1> (k) = 0 » (p = l,2,...) , 

basta hacer entonces 1 = 0 y sumar para que resulte: 

[XVII-35] BXo = aK - CR; BX (P+ i> = aK - CX P , (p= 0,1, 2, ...). 

Tns iaualdades [XVII-35] representan un algoritmo de aproximacio- 
nes ^ZsZTquTtilnecomo valores vniciales 

mentoe de la matriz R y que converge cuando y solo cuando conv rg 
seríe [XVII-34] para 1 = 1 y por tanto si es r> 1. 

mero^ra^^ 

HeKU El 0 método de iteración [XVII-26] no es más que la aplicación de 
[XVII-35] con a = 1, si se toma 

[XVII-36] 

i n n 0 1 CXt 1 fci 1 [0 ttia ®ia • • • ri | 

«“ 2 . S ::: U +1 - L f ::: £ hi 


a,i 

0 

0 

.. 0 ' 

0 

a¡a 

0 

,. 0 

0 

0 

ass 

. . 0 : 

.0 ’ 

’ 0 ’ 

0 

. . a„n. 


‘0 

a¡2 

&13 • • • 

Oi„l 

021 

0 

Ct*3 • • • 

02 „ 

Oai 

Oaa 

0 

Oan 

,a„i 

Om. 

a„ 3 • • • 

”ó’ 




con B + C = A cumpliendo [XVII-31] . 


E1 método de Seidel [XVII-27] resulta de tomar con a_l, primera- 
mente para Xi = n', x a = r 2 , x 9 — n, ..., x n — r n . 


1XVII-37'] 


On 

0 

0 

... 01 

Ca 

1 

0 

... ol 

Ca 

0 

1 

... o> 

Cn 

’Ó’ 

’ó’’ 

... ij 


0 Oia Oia 

Um — Ca a¡a — 1 Oaa 
- Oa ¡— C, Om O-o — 1 


fl-nl —- Cn a„a 


ttn« 

c 


. . . ttnn ’ 1 


R 
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donde ca = ane 2 /ei, c s = a u e 8 /ei, ..., c„ = Oue„/ei; después, para Xi — r,', 
Xa = r a ', Xa = r 3 , .. •, x n = r„: 


ri 

Ci 

0 

... 01 

0 

022 

0 

... 0 

[XVII-37"] o 

Ca 

1 

... 0 

T 

c„ 

T 

... lj 




Oii — 

1 aia — Ci 

Oi8 

Oi„ 1 


r r/ 1 

021 

0 

023 . • 

. a 2 „ 


r 2 

Oai 

O 32 - C 3 

033- 1 . . 

. Oa n 

!■< 

r 3 -- 

. o„i 

a n 2 — c„ 

a„ 3 

1 . Ctnn - 1J 


l r n . 


c R 


donde Ci = a®aei/e 2 , c a = a 2a e 3 /e 2 , ..., c„ = a^e n le 2> y así sucesivamente. 

E1 método de von Mises resulta de tomar 

[XVII-38] B + XC = I + l(aA — I) , 

r i o ..oi 

donde I es la matriz unidad 01 ^ ■ y a es un número real 

l o'o i \ 

que cumple [XVII-30] para A matriz de una forma cuadrática definida 
positiva. En efecto, la ecuación [XVII-29] escrita 

[XVII-29'] A — til = 0 , 

se convierte en la [XVII-33] por el cambio 
[XVII-39] X = 1/(1 — ap) , 

pues en [XVII-38] quedará 

B + 1C = a(A — pl)/(l — ap) , 

que muestra es [XVII-29'] equivalente a [XVII-33] si es siempre 
1 — ap ( > 0, (i= 1,2, ...,n), es decir, si se cumple [XVII-30J. 

Por ser 

X, = 1/(1 — at|i) > 1/(1 — a-tin) = 1„ > r , (t = 1,2, ..., n) , 
habrá de cumplirse 

[XVII-40] 1/(1 — pn :m) > r > 1 , 

y entonces cuanto mayor sea la razón pi/'n„, tanto más se acerca r a 1 y 
la convergencia del método de VON Mises es mas deficiente; practica- 
mente resulta inaplicable para ni/n„ > 10. 

Una evaluación aproximada de x\¡ P ai 'a ensayar en [XVII-40] un 
valor aproximado de a viene dada por 

[XVII-41] | tu I < Máx (| au | + | a i2 1 + ... + | a ln |) , 

i = 1.2. . 


pues para p = Tl„, al verificarse [XVII-29], existirán valores de £,, £ 2 , ..., 
no todos nulos tales que: 


r p» £i = On ?i + 012 ^2 + 

J n„ Sa = 021 £1 + a 2 2 £ 2 + 

. . “|“ &ln y 

. . + d 2 n €rt , 

1 tih £„ = a„a £a + o„i £1 + 

... + o„„ £„ , 
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y auponiendo por ejempio que | S, | es el mayor de los módulos I Sx l, 

\U\, • ••. |€»l, será 

| -n» | < | a,i | + | a.a I + ••• + I I > (fc—1,2, » 

d ° aunque referido a un e^ 

,,lo de tres ecuaciones de coeficientes positivos,_ se pone descuidadamente 
H¡n demostración como cota superior de las raices el 

Máx (Oa + Uta + Ui 3 ). 

»= 1 . 2,8 

Para ver que en general no pueden suprimirse en el segundo miembro de 
[XVII-411 las barras de valor absoluto, sea la matriz simetrica 



de una forma cuadrática definida positiva, pues A = 17 > 0, A« - 9 > 0, 
a n = 1 > 0. La ecuación característica correspondiente es 

A(n) = 1 0 11 9 —n —8 = — tf + — 35n + 17 = ° , 

0 —8 9 —n 

con A(2) = 15 > 0 y A(+oo)<0, lo que prueba es 

rii > 2 > 1 = Máx (a,i + a, a + a (9 ). 

< = 1 , 2.8 

Un estudio más detenido de los métodos iterativos, con mejoras iui- 
portantes, ha sido realizado por H. Hotelling: Some new methods m 
matrix calculation (Annals of Math. Statistics, 14, 1943, pag. 

Un criterio de convergencia en el que se prescinde de los autovalores 
11 se encuentra en P. E. Zadunaisky: Un metodo de rteracidri para la 
reaolución de sistemas de ecuaciones hneales algebraicas (Revista üe ía 
Unión Matemática Argentina, vol. XVII, 1955). 

h) Elección de valores aproximados inicialcs. Método del sistcma re- 
ducido. — Ya hemos visto que en todo método de aproximaciones suce- 
sivas convergentes podíamos elegir la matriz R, de valores miciales, a - 
traria. Esto constituye una de las importantes ventajas del metodo pues 
cualquier error no descubierto va sucesivamente eliminandose, aunqu 
alargue el número de etapas de aproximación a efectuar. Sin. em ° ar &° 
para acortar éstas y operar en forma rápidamente convergente, es im- 
portante partir de valores iniciales que sean aproximados lo menos g 

seramente^ pos^ favQrable ugual en que el valor a b so luto del eoefie ¿ el ? e ® 

dcl término diagonal supera a la suma de los valores absolutos de los 
demás coefieientes de los términos lineales en la misma ecuacion, su 
tomarse en [XVII-21]: 

[XVII-42] r, = fc,/a,, , (¿ = 1,2, ..., n) , 

lo que equivale a suponer inicialmente despreciables los demás térmmos 

linealea respecto del diagonal. . . , nrimpra 

En otros casos, se igualan a xi, todas las íncognitas en la pnme 
ocuución, u x. en la segunda y así sucesivamente, obtemendose 

n 

[XVII-48] r, = ki/ > (i = 1,2, ...,w). 

E1 mUodo del aistema reducido, debido a R. GVSüah..^ o en rio- 
tu V, K). aplicablc al cálculo de estructuras muy hiperestaticas, consiste 
cii elcgir del BÍBtema dado un núcleo de ecuaciones en 
pnra rtwnlverlo en forma directa y completa; como en d,cho " ne ¡ e nt f, ^ 
riirán mán lncógnitaB que ecuaciones, en vez de anular groseramentc 


C. XVII -V 


BIBLIOGRAFfA 


99 


sobrantes o seguir otro ciego arbitrio cualquiera, se tiene en cuenta su 
significación mecánica y el hecho de que en las ecuaciones nodales figu- 
ren las deformaciones de giro en los nodos vecinos. Entonces se efectúa 
una evaluación relativa de las incógnitas de deformación sobrantes, me- 
diante su relación con las deformaciones vecinas, que figuran como incóg- 
nitas propias del núcleo de ecuaciones a resolver; aunque no se conozcan 
previamente los valores de las deformaciones incógnitas, las característi- 
cas de la estructura que se calcule suelen permitir efectuar una evaluación 
muy aproximada de la razón en que deben estar dos deformaciones de 
giro vecinas. 

Así, con la resolución de un reducido grupo de ecuaciones, se consi- 
gue obtener valores muy aproximados para las incógnitas de partida, 
base apropiada para la determinación de las demás incógnitas mediante 
cada una de las ecuaciones restantes, que se emplean una a una para 
determinar cada nueva incógnita en valor aproximado, sustituyendo las 
variables ya conocidas por sus valores y las demás que aún puedan exis- 
tir por una “evaluación relativa” como los anteriormente empleados. Cada 
nueva incógnita determinada puede ser comprobada someramente por su 
“evaluación relativa” antes aplicada para corregir así gruesos errores. 

Una vez conocidos valores iniciales aproximados para todas las in- 
cógnitas en esta primera etapa del cálculo, se pasa a la segunda etapa 
para mejorar dichos valores. Entonces puede emplearse el método de 
Seidel usual de aproximaciones sucesivas o volver a aplicar el sistema 
reducido con aún menor número de ecuaciones de partida, donde las “eva- 
luaciones relativas” a efectuarse están ahora facilitadas por los valores 
aproximados ya conocidos. Mejorados así todos los valores, la convergen- 
cia es tan rápida que en una nueva etapa, los valores alcanzados son ya 
sensiblemente los mismos que los anteriores dentro de la aproximación 
requerida en la Construcción, pero en casos especiales puede procederse 
a efectuar las etapas sucesivas de aproximación que eventualmente fue- 
sen necesarias. 

E1 significado mecánico del método es inmediato. E1 sistema redu- 
cido se refiere a una pequeña parte de la estructura imaginada aislada 
y las incógnitas sobrantes son las deformaciones de giro de los nodos 
vecinos a íos nodos que están en la parte aislada y con relación^ a los 
cuales se evalúan aproximadamente. E1 método es especialmente útil en 
estructuras de nodos desplazables, donde los términos correspondientes a 
los corrimientos de éstos perturban la convergencia de los procedimientos 
usuales de iteración. Lo mismo ocurre cuando la estructura presenta par- 
tes irregulares; conviene siempre comprender en el sistema reducido esas 
partes, y las de contorno, donde las reacciones exteriores influyen tam- 
bién especialmente en las deformaciones que figuran como incógnitas. 

Y. Bibliografía. — 1. Los orígenes del Cálculo vectorial pueden ubi- 
carse en los trabajos de Hamilton (1843) y de Grassmann (1844), que 
adoptaron puntos de vista diferentes, y cuyas ideas pueden verse en las 
obras de valor histórico: 

W. R. Hamilton: Lectures on quaternions. (Dublín, 1853). 

W. R. Hamilton: Elements of quatemions. (Londres, 1866). 

H. G. Grassmann: Die lineare Ausdehnungslehre. (Wigand, Leipzig, 
1844, 1878). 

H. G. Grassmann: Die Ausdehnungslehre. (Berlín, 1862; Leipzig, 
1894, 1896). 

De esta última obra hay traducción castellana: Teoría de la exten- 
sión. Nueva disciplina matemática expuesta y aclarada mediante aplica- 
ciones. (Col. Historia y Filosofía de la Ciencia; Espasa-Calpe, Argen- 
tina, Bs. As.-México, 1947). 

Debido tal vez al carácter muy abstracto de los trabajos de Grass- 
mann, ha privado en el desarrollo ulterior de la teoría la influencia de 
Hamilton con su álgebi’a de los cuaterniones (Cap. II, nota III, d) y 
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huh uplicaciones mecánicas. No obstante, las ideas de Grassmann tuvie- 
lon ultfunos defensores y continuadores tenaces; asi, C. Burali-Ií orti, 

.'ii c‘l J’refacio de su Introduction á la Géométrie differentielle suivant 
la méthode de Grassmann (Gauthier-Villars, París, 1897), dice: Las 

obrun de Hamilton son precedidas por \& Ausdehnungslehre de Grassmann 
( i H'14) que, por la potencia y la simplicidad de las operaeiones, sobrepasa 
u todos los otros cálculos geométricos. La forma de exposicion, excesiva- 
incnte abstracta, adoptada por Grassmann, ha retardado la difusion de 
1 ii Ausdehnungslehre, de suerte que aún hoy se emplea el calcuio oan- 
cóntrico, la teoría de las equipolencias, o los cuaterniones, y con mas tre- 
cuencia aún la geometría cartesiana, para resolver cuestiones geometncas 
quo tienen una solución muy simple con el método de Grassmann . iam- 
bién F. Klein, en el volumen II ( Geometría) de su obra citada en Lap. , 
nota IV, 12, da gran importancia a las ideas de Grassmann, basandose 
en ellas para muchos de sus desarrollos. 

De uno de los discípulos de Hamilton es la obra: Qft7 . 

I’. G. Tait: An elementary treatise on quatermons; (üxtord, íoo/, 

í,uTta ( lf Van 11 i’nfluencia en s u época, pero el oálculo de HaMILTON ... 
transformó por completo gracias a Heaviside y Gibbs, quienes o 
tieron en un instrumento más adecuado a las necesidades de la hisica, y 
cuyas ideas están expuestas en: _ 

0. Heaviside: Electromagnetic theory ; (Londres, 1894), . 

y en la obra clásica aún en uso, que en sucesivas ediciones y reimpresio- 

nes se publica desde 1901: Prpq^ 

J. W. Gibbs y E. B. Wilson: Vector analysis. (Yale Univ. Press, 

New Haven, 7^ impresión, 1931). . n1lP 

Otra obra clásica, de gran valor histonco por la mfluencia que ha 

°j er ^°B?RALi-FORTi y R. Marcolongo: Elementi di calcolo veítonaie; 
(Zanichelli, Bolonia, 1909, con reedición posterior; traduccion francesa, 
Paris, 1910), 

(i.mpletada en^. R . Marcolongo: Analisi vettoriale generale e 

applicazioni. (4 vols., 2$ ed., Zanichelli, Bolonia, 1929; trad. francesa, 
París, 1929). 

También es clásica y excelente , Pn 

j. g t Pomey: Principes de calcul vectonel et tensonel, (Lniron, ira 

rís, 1923), 

V M1 A’Cu aT P F°LeT y° J. KAMPÉ de FÉRIET: Calcul vectoriel. Théorie. Appli- 
calions géométriques et cinématiques. (Gauthier-Villars, Paris, 1J24). 

j. G. Coffin : Vector analysis; (Wiley, Nueva York, 2^ ed., 1911, 
trad. francesa de A. VÉRONNET, París, 1914), 

Higuió lu obra de desarrollo y de termmos origmales, poco divulgados, 
pcro con notación muy simplificada, de . ., . .. 

A. VéRonnet: Le calcul vectoriel. Cours dAlgebre, de Mathen'un- 
qucH ttpécialcs et de Mathématiaues générales. (Gauthier-Villars, Paris, 

1938). , . , 

Obras contemporaneas en aleman son: 

(’ RUNGE: Vektoranalysis; (2 vols., Hirzel, I.eipzig, 2- ed., lJZb, nay 
traduccíón inglesa: Vector Analysis, Duttun, Nueva York / l 01 , 9 ) aa , 
M. Lagally: Vorlesungen über Vektorrechnung . (Akad. Verlag., 

Leipzig, 0á ed., 1959); , . 

w v Ingnatowsky: Die Vektoranalysis und ihre Anwendung m 
(/,*/■ thcorrlisrhcn Physik. (2 vols., Teubner, Leipzig, 3^ ed., 1926). 

2. Contionon adecuados desarrollos sobre álgebra vectorial muchas 
obriiH do contenido más amplio dentro del cálculo y anahsis vectoria y 
loiiHoriul: 
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Una excelente introducción elemental con aplicaciones diversas y en 
especial a la Geometría analítica, dan los tres primeros capítulos del pe- 
queño libro: 

R. Bricard: Le calcul vectoriel. (Colin, París, 7^ ed., 1950). 

Con la misma finalidad geométrica, introduce el método vectorial y 
cálculo de matrices en forma didáctica, con todo rigor y orientación su- 
perior, la excelente obra: 

L. Bieberbach: Analytische Geometrie; (Teubner, Berlín, 2^ ed., 
1932); refundida en: Einführung in die analytische Geometrie (4^ ed., 
Verlag f. Wiss. u. Fachbuch; Bielefeld, 1950); 
continuada en 

L. Bieberbach: Projektive Geometrie, (Teubner, Berlín, 1931); 

L. Bieberbach: Differential Geometrie, (Teubner, Berlín, 1932). 

Una exposición precisa, orientada hacia las aplicaciones, da la pe- 
queña obra alemana traducida a varios idiomas, entre ellos el castellano: 

R. Gans: lntroducción al análisis vectorial. (Labor; Barcelona-Bs. 
As.; 2^ ed., 1940, traducción de la 5^ ed. alemana). 

También con diversas aplicaciones geométricas y físicas están los si- 
guientes cursos didácticos, citados en orden de dificultad de estudio, el 
primero traducido del inglés: 

H. B. PHILLIPS: Análisis vectorial. (“UTEHA”, México, 1946). 

J. H. Taylor: Vector analysis with an introduction to tensor analy- 
sis. (Prentice Hall, Nueva York, 1939). 

H. V. Craig: Vector and tensor analysis. (McGraw-Hill, Nueva York, 
l^ ed., 5? 1 impr., 1943). 

Comenzando con una discusión sobre números reales y complejos, da 
una clara exposición de los elementos de Álgebra vectorial: 

H. Schmidt: Einführung in die Vektor- und Tensorrechnung unter 
besonderer Berücksichtigung ihrer vhysikalischer Bedeutung. (VEB Ver- 
lag Technik, Berlín, 1953). 

Basado en lecciones de su autor en la Universidad de San Pablo y 
destinado a dar la base mínima indispensable para estudios de ingeniería 
es el pequeño libro, de exposición simple y precisa: 

J. O. Monteiro de Camargo: Cálculo vectorial. (Ed. Renascenga, San 
Pablo, 1946). 

De carácter más abstracto, con método axiomático y diversas aplica- 
ciones geométricas, es: 

P. Pl Calleja: Introducción al álgebra vectorial. (Univ. de Cuyo, 
Bs. As., 1945). 

Una exposición didáctica, con numerosos ejemplos y ejercicios con 
respuesta cuando ella es necesaria, y extensas aplicaciones a la Geome- 
tría y a la Estática, es: 

S. Narayan : A text boolc of vector algebra (with applications). 
(Chand and Co., Delhi, 1954). 

T'rata el Álgebra vectorial con rico material de aplicaciones geome- 
tricas el libro siguiente, que aunque de contenido elemental presupone una 
cierta madurez matemática: 

L. Chattelun: Calcul vectoriel. I. Algébre. Algébre linéaire. Appli- 
cations. (Gauthier-Villars, París, 1952). 

Estudio detenido del Álgebra y Análisis vectorial y aplicaciones a la 
Geometría diferencial de curvas y superficies, da: 

G. Bouligand: Les principes de l’analyse géométrique. I. Leqons de 
Géométrie vectorielle. Préliminaires á l’étude de la théorie cZ’Einstein. 
( 3 & ed., 1949); II. (A) Opérations et Groupes. Topologies; (B) Géometrie 
infinitésimale directe. Base méthodologique (1950), (Vuibert, París). 

Una exposición articulada con los conceptos fundamentales y estruc- 
turas aigebraicas del Álgebra moderna da: 

T. L. Wade: The Algebra of vectors and matrices. (Addison-Wesley; 
Cambridge, Mass.; 1951). 
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1 * 01 ' lu variedad y riqueza de su contenido, debe destacarse la obra 
(Dii numerosos ejemplos y ejercicios, muchos de los cuales amplmn la 
I ooriu con tópicos no tratados en los textos comunes: 

I,. Brand : Vector and tensor analysis. (Wiley, Nueva York, 3- ed., 

' '* 1H (’,ubre un amplio conjunto de tópicos de Matemática y Física, comen- 

/.ando con un primer capítulo sobre Álgebra vectonai jen E, y 

con una introducción a los operadores lmeales en el espacxo d® HlWERT, 

,.| libro enciclopédico, que busca dar una exposicion umficada sobre vec 
l.ori's, matrices, tensores y operadores lmeales, y una onenteow en él 
cúmulo de aplicaciones, aunque sm alcanzar nunca mucha piafunchd . 

|,’ OllendorfP: Die Welt der Vektoren. Einfuhrung in Theone und 
Anwcndung der Vektoren, Tensoren und Operatoren. (Sprmger, Viena ; 
1950). 

3. Sobre transformaciones lineales y matrices están Jas obras de Mac 
DUFFBB y de van der Waerden citadas en Cap. III, nota II, 4. kxpoax - 
ciZ S elementalea contienen la obxa de DUNCAN ,;COLLtóntada 

,-u Cap. III, nota II, 4; los capítulos centrales de la excelente de Birkhoff 
Mao iVanb citada en Cap. I, nota IV, 5; la de Aitken citada en Cap. X, 

1,01 a R?R.’ ^S'Voíh^LineaTalgebra and matrix theory, (McGraw-Hill, Nue- 

^W L. Ferrar: Finite matrices, (Clarendon Press, Oxford, 1951), y 

“"í mZnd tuories V hymues mo- 
tlernes. 1 «• partie : Nombres complexes, nombres /igpercompíeajes, wa 
(!„« opérateurs, applications élémentavres, (Lib. Vuibert, Pans, 1 ) , 

F. NEISS: Determinanten und Matnzen. (Spnnger, Berlm, 3- ed., 

'"““orientadas para ingenieros estta las obras, citadas en la segnnda 

'" li " m" y D S"y t’SSÜSK CoA Calcúl matriM appli- 

'' M ' i, R A ZmMÜHÍr 1 katfe« 1 Bil¿ Darstellung für Ingenieure. (Springer, 

Ber ’Un ^estudio completo de los determinantes de cualquier número de di- 

M. n LECM*’Tc 50 « S sur la thécrie dea détermmants a n dimcnsions. 

< ' l " r iTn“re'xp P o a sici6n 9 condensada en 50 páginas, de.la teoiri.de las matri- 
,. ( . H finitas y algunas de sus aplicaciones, es la pnmera de las dos partes 

""'"'m" Janet: Vécis°Tcalcul matriciel et de caleul opérationnel. (Pres- 

" Va'lliisa" intrTducctónT’ los conceptos del Algebra lineal y la .eoria 

TchwkdSÍgee: Introduction to linear algebru and the theory cf 

matrices. (Noordhoff, Groningen, 1950). formas ca- 

PivHentación moderna pero elemental de la teona de las íormas ca 
nónicuH do matrices en distintos grupos de transformaciones lmealosi da. 
S, I’KRLIS: Theory of matrices. (Addison-Wesley; Cambndge, Mas^.,, 

ll,r, ' ! |nl.oducción a la matemática lineal dirigidaalosfísicos es la^bra 
Mlguionte, que puede considerarse como version modermzada de la famos 
obni (h> Cohrant-Hilbert (citada en Cap. XVI, nota 1,, 4 >- 

A r.loiiNKnOWicz: Algébro et analyse Iwcaires. (Masson. Pans. 1047) 

millzHiido (>l long'Uaji’ ... inirinieeo on el nlgebra llneal. con 
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duce al lector desde uociones rudimeutarias hasta los más dilí ' 

ciles de la teoría de los grupos .clasicos, la excelente obra. 

E Artin : Geometric algebra (Interscience, Nueva Yoik, 

Traducción del tratado en dos volúmenes: * on eiem- 

tisehe Geometrie und Algcbra (Teubner, Leipag, 1931, 1985), eon eje 
nlos que en muchos casos dan valiosos complementos al texto, es 

O. Schreier y E. Sperner: Introductionto modem Algebra and m 
trix theory. (Chelsea, Nueva York, ed., 1959). 

R. GarnSr :" Le¡ons ^Talgébre et de géométrie. (3 vols., Gauthier- 

V ' U Dando r átendón ídK' a 'las transf ormaciones aíines^ smmpre máa 
deseuidadas que las proyectivas y las euclídeas, esta el texto de mtrouu 

CÍ6n, H.“ SoSSSfrSÍ real prcjective plane. (McGraw-Hill, Nueva 

Y ° rk óbra 49 or'ientada a satisíacer las neeesidades 

aplicar'fa^teoría' dTnmtrieesT 'no'han^adquirido en su formñción mate- 

mMÍ H pTp ÍtfEÍmZTt Te M^rechnung und ihre^simm- 
ehen Ánwendungeú. (Deutseher Verlag der Wissenschaften Berlín 1953) 

E1 Algebra lineal se desarrolla sin determmantes, dado ei proposito 
de servir de introducción al caso de infimtas dimensiones, _en las obras. 

P. R. Halmos: Finite dimensional vector spaces, (Prmceton U • 

Press, !948) í M E GRIMSHAW: Linear transformations ’n n- 

dime^siZrie!toTs¡acl An introduction to the theory of Hilbert space. 

ción y siguientes de nuestro vol. I (Cap. I, nota IV, )• alaebra. 

N. Jacobson: Lectures vn abstract algebra. Vol. II. L 
(Van Nostrand, Toronto-Nueva York-Londres, 1953). , un 

lent 'M 0b ElCHl£R < ! í! CtiMdrftiscU Formen und orthogonale Gruppen. (Sprin- 
gel ’ EemoáñnT'a ya anticuada exposieión d<:« 

i. de ° bra ' 8) ’ 

eSta ¿ a KoSlT ^Lineare Algebm. Normalformen von Matnzen. ^(Enay- 

klopádie der mathematischen Wissenschaften, I, 1, • / T ^ bner , 

und Zahlentheorie. 1. Teil B. Algebra. Heft 3, Teil I, pag. 1 ieu 
Leipzig, 1953). 

4 Además de las obras antes citadas sobre Geometría lmeal y cua- 
drátic'a, trTan de láfcÜívas y superficies de segundo grado los textos de 

Geometría analítica y proyectiva. _ 

Libros excelentes, de mteres siempre actual, son los de ¿ 

G Salmon: A treatise on comc sections, (1848, 6- ed., Lona , 

vrol, s. f.). 



104 


XVII. GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRÁTICA 


C. XVII -V 


(í Salmon: Analytic geometry of three dimensions. (1862; vol. 1 ; 

7 *> ed., 1928, vol. II, 5^ ed., 1915; Hodge Smith, Dublin; trad. alemana 
mojorada conteniendo coordenadas proyectivas, de W. Fiedler, 1879-80-; 
rocd. K. Kommerell; 2 vols., 5 % ed., Leipzig, 1922-23; trad. francesa, 
(«authier-Villars, 1899). 

Apropiado para principiantes está 

VV. Graustein: Introduction to higher geometry. (Macmillan, JNueva 
Y ork, 1930). 

De carácter más elevado y conteniendo geometría proyectiva com- 

1 ' J. A. Todd: Projective and analytical geometry. (Pitman, Nueva York, 

1946). 

Excelente tratado clásico es , _. _ 

0. Veblen y J. W. Young: Projective geometry. (2 vols., Gmn, Bos- 

ton, 1910-1918). 

(Jna breve obra, excelente y original, con interesantísimas acotacio- 
ncB históricas y bibliográficas, conteniendo la geometría plana y del es- 
pacio que lleva a las cónicas y a las cuádricas en el tnple cuadro de las 
Iransformaciones métricas, afines y proyectivas, es 

D. Jl. Struik: Lectures on analytic and projective geometry. (Adai- 
son-Wesley, Cambridge, Mass., 1953). 

En francés son clásicas las obras siguientes: _ 

J. Briot y J. C. Bouquet: Legons de géométne analyUque, (1846, 

L4 l > ed., París, 1893); , . n 

N. Niewenglowski: Cours de géométne analyUque. (4 vols., Gau- 
thier-Villars, París, S?' ed., 1925-26-29). 

Más moderno es , , . , ,, . 

L. Godeaux y O. Rozet: Legona de geometne projecnve. (2‘- ed., 

Sciences et Lettre-s, Lieja, 1952). 

Trata de geometría proyectiva compleja 

E. Cartan: Legons sur la géométrie projective complexe. (Gauthier- 
Villars, París, 1931). 

Textos clásicos en italiano son: _ _ _ 

F. ENRIQUES: Lezioni di geometria proiettiva, (Zanichelli, 5^ ed., Bo- 

lonia, 1926); . 

L. Bianchi: Lezioni di geometria anahtica, (Pisa, 1920); 

G. Castelnuovo: Lezioni di geometria analitica, (Dante Alighien, 
Milán, 7^ ed., 1928; trad. al castellano, Mundo Científico, La Plata, 

l'. Berzolari: Geometria analitica, (2 vols., Hoepli, Milán, 2^ ed., 

F. Amodeo: Lezioni di geometria proiettiva, (Pierro, Nápoles, 3?- ed„, 
1920); . . , . 

E. Bertini: Introduzione alla geometria proxettiva degli 'iperspazi. 
(Principato, Mesina, 2$ ed., 1923). 

Textos clásicos en alemán son: 

Ch. v. Staudt: Die Geometrie der Lage, (1847; trad. itahana, Tu- 

Th. Reye: Die Geometrie der Lage, (1866; vol. I, 3*> ed., 1886; vol. 
II, 2 11 ed., 1882; traducciones francesa, inglesa e italiana); 

A. Clebsch y F. Lindemann: Volesungen über Geometrie. (2 vols.; 
Leipzig, vol. I, 2«- ed., 1932; 1* ed., 1875/76-1891). 

Más modernos son: 

1,. 11iokfter y C. KOEHLER: Lehrbuch der analytischen Geometme, 
(vol. I, 2*> ed., Karlsruhe, 1927; vol. II ( Heffter ), Berlín, 1923); 

A. Schonfliess y M. Dehn: Einführung in die analytxsche Geome- 
tri$ der Ebene und dea Raumes, (Berlín, 1931); 

W. Hlasciike: Analytische Gi’omctric (2 1 > ed., Birkháuser, Basilca, 
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1954); Projektíve Geometrie. (Wolfenbüttel, Hannover, 1947; 3^ ed., 
Birkháuser, Basilea, 1954). 

En castellano, incluyen proyectiva compleja 
E. Torroja: Geometría de la posición (Madrid, 1898) ; 

J. Rey Pastor: Fundamentos de la Geometría proyectiva supenor 
(Madrid, 1916). 

Menos elevados son: . . . /0 , •>_ 

J. Pascali y R. M. Ortiz: Geometna proyecUva y ejercicios, (2 vois., 

Centro Est. de Ing., Bs. As., 2^ ed., 1942) ; 

y el muy elemental texto de: . 

H. Ceppi y A. M. Fournier: Geometna Proyectiva (Kralt, Bs. as., 

1951 En Geometría analítica merecen citarse, el muy completo texto de 
CÁMARA Tecedor (citado en Cap. X, nota V, 7), el didactico de 

M. Vegas : Elementos de Geometría anahUca. (J. Pelaez, íoiedo, o- 
ed., 1922; 2?- ed. más completa) ; 

v cl rGcÍGntc cíg ¡ , 7/ • 

J. Rey Pastor, L. A. Santaló y M. Balanzat: Geometría anahtica, 

(Kapelusz, Bs. As., 1962). 

5. Además de las obras citadas en 2, el Cálculo tensorial pueoe es- 

tudiarse en los clásicos: . _ . ~ ,_ 

E. Budde : Tensoren und Dyaden m dreidimensionales liaum, (Vie- 

weg, Braunschweig, 1914) ; „ _ xr. 

P. Appell: Traité de mécanique raUonnelle-, Tome V. Catcut tenso 

riel, (Gauthier-Villars, París, 2$ ed., 1933) í 

G. Juvet: Introduction au Calcul tensonel et au Calcul differenUel 

absolu. (Blanchard, París, 1922). ■ . 

Una introducción didáctica con aplicaciones diversas, es: 

A. J. McConnell: Applications of the absolute differential CaLculus. 
(Blackie, Glasgow, reimpr., 1936). 

La obra clásica por excelencia es: /- 7 „„¡„v, Q lu 

T. Levi Civita: Lezioni di calcolo differenziale assoLuto, (¿amcnein, 

Bolonia, 1925; trad. inglesa, Londres, 1927), , , , 

a la cual siguió una extensísima bibhogratia sobre^teoria de relatm 
dad, de la que son clásicas las obras de H. Weyl, A. S. Edding ON, 
A. Einstein, O. Veblen, el mismo Levi Civita, etc. 

J ^M a pLANS°FREYRE: ^Nociones de cálculo diferencial absoluto y sus 

apUC tT^I^^a la Física matemática. (2 vols., Univ. de 

J. Rey Pastor: Álgebra tensorial, (Univ. Montevideo, 1936), 
y los modernos excelentes libros, ya plenamente flsl co s : iq^21 * 

E. Terradas y R. Ortiz: Relatwidad (Espasa-Calpe, Bs. As., 19o2) , 
E Loedel : Física relativista (Kapelusz, Bs. As., 195o). _ . 

Aplicaciones a la Geometría diferencial de E, y a wtlev 

I. S. Sokolnikoff: Tensor analysis. Theory and apphcaUons. (.wi y, 

NUe i?el Y mismo 9 aÍt¿r de otras obras más geométricas sobre el mismo tema 
es la excelente exposición del análisis tensorial y aplicaciones a la teona 
lineal de la elasticidad, dinámica, relatividad y . m . e ^ anl ^, c , u ¿ n ^ 

J. A. Schouten: Tensor analysis for physicists. (Claiendon press, 

° Xf °Or’ientado a estudiantes de ingeniería, con ejemplos y ejercicios: 

M. Denis-Papin y A. Kaufmann: Cours de calcul tensoriet appnque. 
(Géométrie différentielle absolue). (Albin Michel, París, 1953). 

Una exposición lúcida que va de ideas intuitivas a conceptos abstrac- 
tos, con numerosos ejemplos y aplicaciones varias, es: _ . . , «. 

B. Finzi y M. Pastori: Calcolo tensonale e applicazioni. (Zanicnem, 

Bolonia, 1949). 



11)1) XVII. GEOMETRÍA LINEAL Y CUADRÁTICA C. XVII -V 

I)e carácter más elevado es la obra en tres tomos- 

A. Duschek y A. Hochrainer: Grundzüge der Tensorrechnung in 
iiiKilntÍHchcr Darstellung. (Springer, Viena, I Teil: Tcnsoralgebra, ed., 
lüiiO; II Teil: Tensoranalysis, 2% ed., 1961, con respuestas a ejercicios de 
I y II; III Teil: Anwendungen in Physik und Technik, 1955). 

Un excelente compendio, escrito en estilo simple y claro, constitu- 
ycrido una buena introducción a las obras de E. Cartan y al método del 
iriodro móvil, es el pequeño libro de carácter superior: 

A. LICHNEROWICZ: Éléments de calcul tensoriel. (Colin, París, 1950). 

6. Un extenso capítulo sobre valores propios de matrices contiene la 
excclente exposición de 

I, . Collatz : Eigenwertaufgaben mit te chnischen Anwendungem. 

(Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1949). 

Adaptación a calculadoras automáticas digitales de dos algoritmos 
para resolver el problema indicado en el título, da: 

W. Givens: Numerical computation of the characteristic ualues of a 
rcul symmetric matrix. (Oak. Ridge Nat. Laboratory, 1954). 

7. Los espacios euclidianos de n dimensiones están brevemente des- 
critos en forma relativamente intuitiva en el libro elemental: 

J. Favard: Espace et dimension. (Albin Michel, París, 1950). 

Del mismo tipo, aunque de alcance más amplio, está la cautivante y 
amena obrita con acotaciones históricas: 

G. Verriest: Les nombres et les espaces. (Colin, Parls, 1951). 

8 . Un breve y valioso capítulo sobre resolución de sistemas de ecua- 
ciones lineales con muchas incógnitas trae: 

R. Guldan: Rahmentragwerke und Durchlauftrager. (Spnnger, Vie- 
na, 4 1 ) ed., 1949). ... 

I)a una serie de métodos pivotales para resolver sistemas de ecuacio- 
m>s linoales y problemas conexos la obra (citada en la 2^ ed. y siguientes 
dcl vol. I; Cap. V, nota IV, 3): 

P. S. Dwyer: Linear computations. (Wiley, Nueva York, 1951). 

Exposición de procedimientos numéricos adecuados para calculadoras 
digitales automáticas, con secciones sobre valores propios y vectores pro- 
pios de matrices, y sistemas de ecuaciones lineales, es la obra citada en 
la 2 11 edición del vol. I (Cap. X, nota V, 4) : 

A. S. Householder: Principles of numerical analysis. (McGraw-Hill, 
Nucva York, 1953). _ . 

(!on dos capítulos sobre sistemas de ecuaciones lineales donde se in- 
troducen las ideas básicas y los recursos de aceleración de convergencia 
en los métodos “de relajación” de aproximaciones sucesivas, está: 

I). N. de G. Allen: Relaxation methods. (McGraw-Hill, Nueva York, 
1954). . 

Mediante el uso de matrices y en vistas a la aplicacion a problemas 
gi'odéBÍcos, rcaliza una clara sistematización con precisas instrucciones 
piua el calculista, la altamente recomendable exposición de: 

l’. L. Baestlé: Systématisation des calculs numériques de matrices. 
(Bullctin géodésique, 19, págs. 22-41; Assoc. Intern. Géod., París, 1951). 

Un estudio critico y comparativo de los distintos métodos de resolu- 
i-iiui dc siatcmas de ecuaciones lineales, dando como cor.clusión que el de 
Gauhh modificado es el mejor de todos, incluyendo los de aproximac-iones 
■uci-HÍvns, entre los que se destaca el de Seidel, está en: 

K. HODKWIG: fíericht über die verschiedenen Methoden zur Losung 
rincH Systcma linearer Gleichungen mit reellen Koeffizienten I, II, III, 
IV, V. (Nederl. Akad. Wetensch. Proc., 50, págs. 930-941; 1104-1116; 
I2H5 1295 (1947); 51, págs. 53-64; 211-219 (1948); o también: Indaga- 
tloiicH Mnlli., 9. págs. 441-452; 518-530; 611-621 (1947); 10, págs. 24-35; 
K2 1)0 (1948). 
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES REALES. 
DIFERENCIACIÓN 


§ 64. Funciones de varias variables reales 

1. Variables independientes y dependientes. — Cada una de 
las relaciones 

[64-1] z = x 2 + y 2 ; z = x — y + 1 \ z = xy ; 

[64-2] 2 = + yj'l — x 2 — y 2 

define una función de dos variables independientes x, y 
(8 23-4) uniforme (§ 23-3), pues hace corresponder a cada 
par de valores (x, y) un valor o variable deyendiente z. En 
las tres primeras [64-1] la correspondencia subsiste en el cam- 
po real (§7), para todo par (x,y), mientras que en la cuarta 
[64-2] el valor 2 : es real sólo para los pares de valores reales 
(x,y) tales que cumplan la condición x ¿ -\-y 2 ^k 1 (§ 10-4). 

Esta función, considerada en el campo real, sólo está defi- 
nida cuando el par ( x,y) pertenece a un conjunto (pares ta- 
les que x 2 -\-y 2 <, 1) que llamaremos campo de vanacion de 
(x,y), 0 camyo de definición 0 de existencia de la funcion 

(cfr. § 23-3). 

La transformación del par (x, y) en z puede hacerse me- 
diante ecuaciones como las [64-1], [64-2] 0 mediante descrip- 
ciones como en los ejemplos 1 y 2 del § 23-4, 0 en formas ana- 
logas a las del § 23-3, ejemplos 2, 3 y 5. Lo esencial es que 
la correspondencia exista como ya se dijo en el § 23. 

Def. Sean x é y un yar de variables indeyendientes da- 
das en un camyo de varmción C. Se dice que una vanable z 
es función de x é y en el camyo C cuando a cada valor (x, y) 
corresyonde un valor determinado de z (función uniforme) 0 
varios valores de z (función multiforme). 

Representaremos esta relación escribiendo z=f(x,y) ó 
z = z(x y) ó z = F(x,y), etc. Las letras f, z, F tienen por 
objeto recordar la ley de dependencia que relaciona los valores 
de 2 : con los valores que arbitrariamente toman las variables 

x é y. 
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De la misma manera se dice'que u es función de tres va- 
riables independientes x, y,z si a cada terna de valores ( x, y, z) 
<l<i un cierto conjunto de ternas corresponde uno o varios va- 
lores de u, por ejemplo 

[64-3] u = ln (1 — ít 2 — y 2 — z 2 ). 

Análogamente se consideran funciones de n variables 
u = u(*i, x 2 , ...,x n ). 

2. Representación gráfica: curvas o superficies de nivel. — 
a) Un método para representar geométricamente una función 
z í{x,y) es mediante una superficie, así como la función 
y í{x) era representada por una curva. 

A un punto {x 0 , y 0 ) del campo de definición de la fun- 
ción corresponde para z un valor f{x 0 ,y 0 ). Entonces 
{x 0 ,y 0 , f{x 0 ,y 0 )) serían las coordenadas rectangulares de un 
punto del espacio. Si {x 0 , y 0 ) recorre todos los puntos del 
campo de definición de f{x, y), el conjunto de todos los pun- 
tos {x 0 ,y 0 , f{x 0 ,y 0 )) que así resulta se llama suyerficie repre- 
sentativa o gráfica de la función f{x, y). E1 número f{x 0 ,y 0 ) 
86 representa por el segmento de recta perpendicular al plano 
x, y en el punto {x 0 , y 0 ) y extendido hasta la superficie re- 
presentativa. 

EJEMPLOS: 1. La función [64-2] tiene como gráfica a una superficie 
hemisférica por encima del plano x, y, con centro en el origen de coorde- 
nndas y radio unidad. 

2 . La segunda función de [64-1] queda representada por un plano que 
corta a los ejes coordenados en los puntos (—1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). 

Nota. Hay casos en que una función no admite una representación 
intuitiva de esta naturaleza. Por ejemplo í(x,y)z= cp(x). cp(y), siendo 
<p la función de Dirichlet (§ 23-3, ejemplo 4). 

Además, no podemos usar este método para funciones de tres o más 
variables, u=.i(x,y,z). 

La gráfica es una superficie sólo en el caso de verificarse 
condiciones de continuidad (§ 65-3, a) que más adelante se 
introducen para precisar el concepto de “superficie”. Sin em- 
Imrgo, hablaremos de superficie y también de curvas (ver b) 
ul referirnos intuitivamente a estas representaciones gráficas. 

h) Otro método para representar geométricamente la fun- 
ción z = f (x,y) consiste en usar las llamadas curvas de nivel 
im el plano x, y, es decir las curvas f (x, y) — const. Éste es 
ol método empleado en la construcción de mapas marcando las 
nlturas sobre el nivel del mar. Es evidente que estas curvas de 
nivi'l 80 n las proyecciones sobre el plano x, y de las curvas 
rti <|ii<‘ ln superficie z f (x,y) es cortada por los planos 
const. En renlidad, así se obtienen conjuntos de puntos 


que con ciertas condiciones de continuidad son curvas (§ 67-4), 
pero que desde ahora llamaremos ya “curvas de nivel”. 

Así puede discutirse el comportamiento de la función y 
efectuar fácilmente construcciones geométricas sin salir del 
plano x, y. Puede completarse la representación mediante sec- 
ciones por planos paralelos al eje 2 (que también llamaremos 
verticales), planos que sirvan también de proyección ortogo- 
nal, análogamente a lo efectuado en el sistema diédrico de la 
Geometría descriptiva. 

Ejemplos: 3. La función z = x 2 + y 2 viene representada por un pa- 
raboloide de revolución (§ 62-3) obtenido girando la parábola z = y 2 al- 
rededor del eje z (fig. 212). 



Las curvas de nivel son circunferencias concéntricas en el origen. En 
la figura, la escala de cotas es distinta a la empleada en el plano hori- 
zontal. 

4. Las curvas de la función lineal representada por un plano incli- 
nado son rectas paralelas equidistantes para valores equidistantes de z. 
En la figura 213 pueden verse las curvas de nivel de la función repre- 
sentada por una pirámide cuyas caras tienen diferente inclinación. Sus 
ecuaciones son: 2z + y = §Q\ 2z —3y=130; 3z + 4x = 115; z — x = 43; 
vértice (—2, —16, 41). 

5. La función z = xy representada por un paraboloide hiperbólico 
(§ 62-3) tiene por curvas de nivel (fig. 214) hipérbolas equiláteras refe- 
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ridas a sus asíntotas. Como la sección por el plano xy se reduce al eje 
y, obtendremos la del primer plano bisector vertical x — y, tomando 
U / V2 = x = y y al abatir la sección z, p sobre el plano del dibujo queda 

la parábola z — in a . Se ha 
dibujado en escala z distinta 
de la empleada en el plano 
horizontal. 


Este método tiene la 
ventaja de ser aplicable 
a la representación de 
funciones de tres varia- 
bles u = f (x, y, z). Aho- 
ra se obtienen suyerfi- 
cies de nivel f (x,y,z) = 
= const., una para cada 
valor de u. 

Ejemplo 6. Las super- 
ficies de nivel de la función 
[64-3] son superficies esfé- 
ricas de centro en el ori- 
gen y radio menor que 1, re- 
feridas a valores u no posi- 
tivos. Aquí también podría 
considerarse gráficamente 
en un plano u, r la varia- 
ción logarítmica de u a lo 
largo del radio r < 1 que 
va determinando dichas su- 
fík. 214 perficies esféricas. 

3. Tipos elementales de funciones de varias variables. — 

Como en el caso de funciones de una variable (§ 23-7) las 
funciones más sencillas son las racionales enteras en las que 
el valor funcional se obtiene mediante un polinomio en las va- 
riables independientes (§ 15). Si el polinomio es de primer 
Krado ( función lineal entera) en dos variables independientes, 
Hii gráfica es un plano no vertical. 

Si el yolinomio es de segundo grado, su gráfica es un yara- 
boloide (elíptico, hiperbólico o degenerado [§ 62-3]) de eje 
vertical. 

Las funciones racionales fraccionarias vienen dadas por el 
eociente de dos polinomios. A esta clase pertenece la función 
Uneal fraccionaria, cociente de dos polinomios lineales en las 
variables independientes; si éstas son dos, su gráfica es un 
paraboloide hiperbólico, acaso degenerado (§ 62-3), cuyas cur- 
vas de nivel son rectas. 

Las funciones algebraicas exylícitas vienen dadap por una 
• •vTiresión racional o irracional en las variables independientes 
(§ 23 H). Todos los casos anteriores están incluídos en el más 
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general de función algebraica de varias variables ya definida 
en § 41-2, d. Las funciones no algebraicas, es decir las que no 
satisfacen una ecuación algebraica, se llaman trascendentes. 

4. Conjuntos puntuales: clasificación de puntos. — a) Por 

iguales razones de comodidad y analogía que hemos represen- 
tado geométricamente cada número real por un punto de una 
recta, considerando sinónimas las palabras número y yunto, 
llamaremos asimismo punto de un plano E 2 a todo par de nú- 
meros reales (a, b), es decir, a todo número complejo binario; 
punto de un espacio E 3 a toda terna de números reales ( a, b, c) 
y por analogía, llamaremos yunto a todo grupo a de n núme- 
ros reales (a lf a 2 , ...,a n ) y al conjunto de todos ellos espacio 
E,, de n dimensiones. Cada elemento a^ del grupo a se llama 
coordenada del punto a. 

La famosa paradoja de Cantor sobre la potencia del con- 
tinuo de los puntos de un rectángulo plano o de un paralele- 
pípedo de E„ (Cap. II, nota II), nos hizo ya observar que en 
un conjunto de puntos no era sólo importante su número car- 
dinal, sino también la manera como están distribuídos en el 
espacio. Esta manera puede determinarse mediante la noción 
de “proximidad”, y la forma más sencilla de introducir la pro- 
ximidad es valiéndose de la definición de distancia. 

Def. 1. Distancia de dos yuntos a = (a lf a 2 , . .., a„) y 
b = (6,, b 2 , ..., b n ), es el número real no negativo 

[64-4] q (a, b) = V 2(ai — ó¿) 2 > 0. 

Indicaremos con | a | la distancia al origen del punto a = 
= (a lf ..., a n ), es decir | a | = + y' 2 uí 2 . 

La distancia [64-4] se designa también | a — b | y satisface 
las siguientes condiciones fundamentales (llamadas axiomas de 
la distancia; véase justificación y demostraciones en nota I): 

l 9 ) La distancia p(a, b) es un número real no negativo que 
es nulo cuando y sólo cuando ambos puntos coinciden a = b 
(es decir a¡ = b ir para i = 1,2, ..., n). 

2 V ) Condición de simetría: p(a, b) =Q(b, a). 

3 V ) Condición triangular: p(a, b) + p(a, c) > p(b, c). 

Se llama recta ab al conjunto de puntos x cuyas coordena- 
das están dadas por 

[64-5] Xi = (1 — l)ai + Ibi , (i = 1, 2, ..., n) 
donde 1 es un parámetro real que varía de —co a +oo. 

En la condición triangular para ia distancia [64-4] vale ei 
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signo = cuando y sólo cuando los tres puntos a, b y c están en 

línea recta. ., 

E1 hecho de que la distancia se dé mediante la expresión 
[64-4], se expresa diciendo que es un espacio euclíaeo de 

n dimensiones (Cap. XVII, nota II). _ 

Nos limitaremos, sin embargo, al caso de los espacios E 2 » 
E 3 , y preferentemente al E 2 , porque las propiedades demostra- 
das para dos dimensiones se generalizan a los de cualquier nu- 
mero de ellas mediante un simple cambio de palabras. 

b) Def. 2. Entorno de un punto es el conjunto de puntos 
cuya distancia a él es menor que un cierto número 5, es decir, 
en E 2 y en E 3 : 

■^(s —a ) 2 + (y —&) 7 < » y 
V'(£c — a)“ + (iy — b) 2 -\-(z — c'y < 8 , 
que en el sistema cartesiano representan el interior de un 
círculo y de una esfera, respectivamente. 

También suelen considerarse entornos cuadrados y cubicos, 
es decir, conjuntos de puntos definidos por las condiciones 

| x — a | < 8 , \y — b\ < 8 , |« — e\ < 8. 

Como todo entorno cuadrado contiene entornos circulares y 
recíprocamente, utilizaremos unos y otros indistintamente. 

La definición de entorno reducido (§ 24-1), es decir con 
exclusión del mismo punto a, subsiste para E w . 

Def. 3. Un punto de un conjunto se llama aislado cuando 
hay un cierto entorno suyo que no contiene otros puntos del 
conjunto que él mismo. 

Def. 4. Un punto, pertenezca 0 no al conjunto X, se lla- 
ma punto de acumulación de X, cuando en todo entorno redu- 
cido suyo hay puntos del conjunto X. 

Def. 5. Un punto del conjunto se llama interior a X cuan- 
do hay un entorno suyo cuyos puntos todos pertenecen al con- 
junto X. Un punto no perteneciente al conjunto X se Uama 
exterior cuando tiene un entorno de puntos de los cuales nm- 
guno pertenece a X. 

Def. 6. Un punto, pertenezca 0 no al conjunto X, se lla- 
ma frontera, si no es ni interior, ni exterior al conjunto X, 
(>h decir, en todo entorno suyo hay algún punto que pertenece 
V hay también algún punto que no pertenece a X. 

E1 punto aislado es un ejemplo de punto frontera; tambien 
lo es un punto de acumulación de X que no pertenezca a X. 

Nota 1. En lu teoría del potencial conviene para estudiar la acce- 
aibilidud daade el exterlor distinguir entre el concepto de frontera y ei 
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de contorno, siendo éste el conjunto de los puntos no exteriores que son 
puntos de acumulación de puntos exteriores. 

E Jemplo 1. En x* + yf< 1, y 0, el contorno es x~ -f y z = 1; y la 
frontera es ésto más el diámetro sobre el eje x. 

c) Def. 7. Se llama (cfr. § 7-7) intervalo cerrado de dos 
dimensiones a todo rectángulo de lados paralelos a los ejes de- 
finidos por las dos acotaciones 

[64-6] a < x < b , c <2/ < d. 

E1 teorema de las sucesiones monótonas contiguas (§ 7-6, 

d) tiene aquí su análogo: 

Si cada uno de los rectdngulos cerrados R x , R 2 , R 3 , ... de 
lados paralelos a los ejes está contenido en el anterior, y las 
dimensiones de R n tienden a 0, existe un yunto y sólo uno con- 
tenido en todos los R n . 

Las proyecciones de R n sobre los ejes son los intervalos 
[cf'n, b n ], [c n , dn ] limitados por las abscisas u ordenadas ex- 
tremas; y por la monotonía supuesta, cada intervalo [a n , ó n ] 
está contenido en su anterior y análogamente para los [c n , d n ] ; 
luego existe un punto x 0 contenido en todos los [a n , b n ] y un 
punto y 0 contenido en todos los [c n , d n ~\ siendo únicos, puesto 
que las longitudes de los intervalos tienden a 0. Tales núme- 
ros x 0 , y 0 son coordenadas de un punto contenido en todos los 
rectángulos R n . 


Nota 2. Clasificación de los conjuntos. E1 conjunto formado por 
todos los puntos de acumulación de X se llama derivado de éste y se 
designa por X'. Es la misma definición dada en Cap. VI, nota II, c. 
Conviene conservar también las definiciones (Cap. VI, nota II, d) allí da- 
das para conjuntos densos en si X(^)X', cerrados ; X(=^)X', perfectos; 
X = X'; así como para la clausura X de un conjunto X, es decir X = 
= X - X'. 

Se dice “denso en sí” para distinguirlo de los conjuntos ( denses 
partout, dichte überall) , tales que en todo intervalo, si son lineales, 0 
fii todo cuadrado, si son de dos dimensiones, hay puntos del conjunto. 

Un conjunto se llama abierto si todos sus puntos son interiores. 

Mjemplos: 2. E1 conjunto de todos los puntos racionales, carece de 
puntos aislados, pues dado un punto cualquiera bay otros del conjunto 
qiii' diid.nn de él tan poco como se quiera; pero no es cerrado, porque 
Imy inl initos puntos (por ejemplo, ( V2,1) , (ji, V5), . ..), en cuya pro- 
ximidad hay infinitos puntos del conjunto, y, por tanto, pertenecen a 
X", sin pertenecer a X. 

3. E1 conjunto de puntos de un cuadrado, exceptuadas sus diagonales, 
carece de puntos aislados pero no es cerrado. 

4. E1 conjunto 



/ m = 0, 1, 2, 3, ... \ 
\ n = 0, 1, 2, 3, ... / 


liene como puntos de acumulación el origen (0, 0) y todos los del tipo 
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E1 conjunto formado por unos y otros es cerrado, pero tiene todos 

sus puntos aislados, excepto el origen (0, 0). . , , 

5 E1 conjunto de puntos de un círculo, elipse o poligono, mcluso los 
del contorno, es perfecto. También es perfecto el conjunto de puntos de 
una curva cualquiera del plano definida por dos funciones contmuas 

x = x (t), y = y(t), para a<t<b. 

Nota 3. Conjuntos acotados. — Dado un conjunto de infinitos pun- 
tos, diremos que está acotado cuando se conse rvan to dos mfenores en va- 

lor absoluto a un número positivo k. o sea, Víc* + V* < k. 

Entonces quedan todos ellos dentro de un circulo de centio U y ra- 
dio k, y dentro de un cuadrado de centro 0, y semilado k. 

La propiedad fundamental, lo mismo que en el caso de los conjuntos 
lineales, está expresada por el teorema de Bolzano - Weierstrass (Cap. 

VI, nota II, b) . y oc [o conjunto acotado, de in- 

finitos puntos, tiene , al menos, un 
h' punto de acumulación. 

E1 conjunto X está contenido 
en un cuadrado de semilado lc 
(fig. 215); subdividido en cuatro 
cuadrados iguales, uno de ellos 
contiene infinitos puntos del con- 
junto; si hay más de uno, escoja- 
mos el primero que se presente 
por abajo primero y por la iz- 
quierda después; subdividido este 
de nuevo, uno al menos, de los 
cuatro cuadrados parciales, contie- 
ne infinitos puntos, etc. 

Por el teorema de las sucesio- 
nes convergentes de rectángulos, 
existe un punto (xo, y<¡) contenido 
en todos los cuadrados sucesivos; 
dado un entorno suyo cualquiera, 
dentro de él hay cuadrados de la 
sucesión, y por tanto, contiene in- 
finitos puntos del conjunto, luego, es punto de acumulación de X, que 
puede pertenecer o no al conjunto. 

5. Recintos. — Conjuntos de puntos, de interés para las 
funciones, son sus campos de existencia. Las tres primeras fun- 
ciones [64-1] estaban d.efinidas para todos los puntos del pla- 
no xy, mientras que en el campo real la [64-2] lo estaba^ solo 
(üi el círculo cerrado x 2 + y 2 < 1. La función [64-3] está de- 
finida en el campo real sólo para los puntos interiores de la 
esfera de centro origen y radio unidad. Otros ejemplos de con- 
juntos de puntos serían los considerados en § 64-4, nota 2. 
Vemos, pues, que el conjunto de puntos (x, y) puede estar su- 
jeto a satisfacer condiciones de muy diversos tipos. 

Considerando el segmento como porción de recta, su aná- 
logo será la porción de plano, noción mucho más compleja que 
oxige una definición rigurosa. En los recintos planos más sen- 
cillos (círculo, cuadrado, rectángulo, polígonos convexos y cón- 
nivos no estrellados, elipse, óvalos, semiplanos, etc.) observa- 





k 


Fig. 21B 
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mos dos propiedades: Son conjuntos conexos, es deeir, dos 

yuntos cualesquiera pueden unirse mediante una línea que- 
brada de número finito de lados cuyos puntos yertenecen al 
conjunto. 2* Exceptuando los puntos del contorno, son inte- 
riores todos los demás, es decir, existe un entorno de cada uno 
formado por puntos del conjunto. 

Tomaremos estas dos propiedades como definición de los 
recintos, válida para cualquier número de dimensiones. En la 
nota I generalizamos el concepto de conexión. 

Dep. 1. Recinto es un conjunto conexo cuyos yuntos son 
todos interiores. 

Que estas dos condiciones son necesarias para que los con- 
juntos obtenidos no difieran demasiado de nuestra noción in- 
tuitiva y tengan las mismas propiedades de los recintos ele- 
mentales, se ve fácilmente. Por ejemplo, el conjunto de los 
puntos de varios círculos o polígonos distintos (excluídos sus 
contornos) cumplen la segunda condición, pero no es conexo. 
E1 conjunto de puntos de una línea quebrada es conexo, pero 
sus puntos no son interiores. 

Def. 2. Frontera de un recinto es el conjunto formado por 
sus puntos frontera. Contorno de un recinto es el conjunto de 
los puntos no exteriores que son puntos de acumulación de 
puntos exteriores al recinto (§ 64-4, nota 1). 

Dep. 3. Región es el conjunto de puntos formado por un 
recinto y alguno o todos sus puntos frontera. 

Def. 4. Dominio es el conjunto formado por un reeinto 
más su frontera. Suele llamarse también región cerrada o re- 
cinto cerrado. 

Kjmmplo 1. E1 conjunto formado por los puntos x 2 + y a < 1, excep- 
I" l'in (x >0, i/ = 0), es un recinto; su frontera está formada por la 
rlrnmfi'n'iicia x a -f y~ = 1, más el radio x > 0, y = 0, el cual se considera 
oomo doble. 

Se llnma corte de un recinto a la exclusión del mismo de 
mi arco Himple de Jordan (§ 29-2) formado por puntos inte- 
rioreH al recinto, pero cuyos extremos pueden ser puntos fron- 
i.(!ra de dicho recinto. Los puntos frontera de un recinto que 
pueden ser extremos de un corte se llaman accesibles y los que 
no pueden serlo, inaccesibles. 

Si «’1 recinto es algo complicado su frontera puede ofrecer particu- 
laridades tales que no entre dentro del co .cepto general de curva dado 
«n § 20-2. 
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EJEmplo 2. Si en el cuadi'ado excluímos los puntos de los infinitos 
cortes indicados en la figura 216, obtenemos un recinto plano cuya fron- 

tera no es una curva. Los puntos de la rm- 
tad superior del lado vertical izquierdo son 
ejemplos de puntos frontera inaccesibles. 

Todo punto frontera no aislado 
es punto de acumulación de puntos 
frontera accesibles. 

Def. 5. Un recinto plano se lla- 
ma simplemente conexo cuando, sien- 
do conexo, el polígono determinado 
por toda línea quebrada cerrada si- 
tuada en el recinto está contenido en 
éste. 

Los recintos que no tienen la pro- 
piedad anterior, se llaman múltiple- 
mente conexos, y el orden de conexión es n si son necesarios y 
bastan n —1 cortes para convertirlo en simplemente conexo, 
pudiendo ser n — 2, 3, . . ., o bien co. 



Son simplemente conexos todos los recintos antes citados; no lo son, 
en cambio, el anillo circular ni el rectángulo con uno o más cortes inte- 



Fír. 217 



riores (fig. 217), pues se pueden trazar en ellos líneas poligonales de tal 
modo que el polígono determinado no pertenezca enteramente al recmto. 


EJERCICIOS 

1. Verificar que F (x,y, z)= xy + yz + zx se expresa en términos de 
f (ar, y, z) = x -f- y + z por F (x,y,z)= l[f 2 (x, y, z) — i(x,y,z)\. 

2. Clasificar los puntos del plano respecto del campo de defmición de 
lus siguientes funciones: 

1.9) 2 = l/ln [(l — x a — y") I ( x 2 + y 2 )] ; 

29) 2 = + Vx‘ J — y 2 ; 

39) 2 = + Vsen (xy) ; 

doterminando los recintos que forman, sus fronteras y contornos y su or- 
dori de conexión. 

8 , Determinar las líneas de nivel de las funciones del ejercicio an- 

4. Superficies do nivel de la función u = arc tg[ (y"~ + z 2 ) /x 2 ] . Ra- 
muii do enta función multil'ormc. 





5. Si en el plano, como conjunto de puntos x dados por pares de nú- 
meros reales x = (xi,x 2 ), definimos como “distancia”: 

19) p(a, b)= |oi—ói | + | a 2 —6 a | ; 

29) e(a, b) = máx-¡|ai — ói |, | a 2 — b a \\ ; 

demostrar que en ambos casos se cumplen los “axiomas de la distancia”, 
es decir, se obtienen espacios métricos (nota I). Describir la figura que 
en cada uno de ellos forma la “circunferencia unidad”, es decir, el con- 
junto de puntos x que cumpla e(0, x)=l. 

6. Definido en el espacio euclídeo E„, el conjunto cerrado, por la pro- 
piedad F(^)F', demostrar que es equivalente definir un conjunto abierto 
G como eomplemento de un cerrado o como constituído por puntos inte- 
riores. 

7. ¿Cuáles son en E„ los únicos conjuntos abiertos y cerrados a la 

vez? 

8. Demostrar que en E„ se cumple: 

19) X - Y = X-Y ; 

29) X = X : 

39) X es el mínimo conjunto cerrado que contiene a X. 

9. Demostrar que en E„ un conjunto F es cerrado cuando y sólo 
cuando es derivado de otro conjunto X. 

10. Demostrar que si cada rectángulo cerrado R, de una sucesión 
monótona convergente contiene puntos de un recinto cerrado o dominio, 
existe un punto y uno solo del dominio contenido en todos los rectángulos 
cerrados. ¿Es cierta la proposición si los rectángulos, o bien el recinto, 
son abiertos? 

11. Demostrar que no es un recinto la unión de dos recintos cuando 
y sólo cuando estos dos no tienen puntos comunes. 

12. ¿Es un recinto el conjunto 0 < + jf < 1 ? ¿Cuál es su orden 

de conexión, su frontera y su contorno? 

13. ¿Es un recinto el conjunto definido por 0< |x|+aji<l? ¿Es 
acotado? ¿Cuál es su orden de conexión, su frontera y su contorno? 

14. Demostrar que en E a un recinto acotado es simplemente conexo 
cuando y sólo cuando su frontera tiene una sola componente (cfr. nota 
1, c). 

15. Demostrar que en E a el número de componentes (orden de cone- 
xii'in) de la frontera de un recinto acotado excede en una unidad al nú- 
iim io de coi-tes cuyos extremos sean puntos frontera por los que es posi- 
I‘le eonvertirlo en simplemente conexo. 


§ 65. 'Límites y continuidad 

I. Límiie doble. — En el caso de una función de varias va- 
riables, por ejemplo dos, la idea intuitiva de límite es la mis- 
ma que la vista para la función de una sola variable (§ 24-1) : 

f (x,y)->C para (x, y)^(a, b) 

cuando la diferencia f (x,y )—£ se hace arbitrariamente pe- 
(|U<Mia con tal de tomar (x,y) suficientemente próximo a 
(a, h) y distinto de éste. Con precisión: 
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Def. Se dice que la función uniforme f (x,y) tiende al lí- 
mite £ en el punto (a,b ), o que tiene el límite £, cuando a 
cada número positivo e arbitrario, corresponde otro número 
positivo 5 = 8 (e) tal que para todos los puntos del entorno re- 
d/ucido (§ 64-4) 


[65-1] 0 < + y/(x—- a)M-(2/ — &) 2 < 8 

[ \ x — a.|<8 , | y — 6|<8 , 
0 bien \ ( X _ a ) 2 _|_ (y — b ) 2 > 0 , 

se verifica 

[65-2] \f(x,y) — £\<e. 

Se expresa esto abreviadamente escribiendo 

[65-3] limf (x,y) = £ para x -> a , y 

(x,y)->(a,b) , 

o bien 

[65-4] . lim f (x,y) = £. 

(x, 1/) —> <a. b ) 


Obsérvese que f (x,y) no necesita ni aún estar definida en 
el mismo punto (a, b), aunque sí en los demás puntos de un 
cierto entorno de (a, b). 

E1 límite así definido se llama doble, o simultáneo, porque 
el punto (x, y) se acerca al (a, b) según entornos reducidos 
superficiales, pero si restringimos los valores admisibles de 
(x,y) en [65-1] para el cumplimiento así más fácil de [65-2], 
se podría por ejemplo considerar como campo de variación de 
la función sólo los puntos que estén sobre una curva C que 
pase por (a,b) o más general, de un conjunto parcial adecua- 
damente determinado de cada entorno reducido de (a, b). Se- 
ría algo análogo a lo visto para los límites laterales d.e funcio- 
nes de una variable (§ 25-4). 


NoTA 1. También pueden considerarse límites infinitos (§ 24-5) y 
ln definición topológica sintetizada en los casos a) del cuadro del § 24-6 
Hcrá aquí la misma. También tiene interés considerar en lugar de [65-1] 
el entomo del punto impropio oo del plano, formado por el exterior de 
un círculo o cuadrado cualquiera para así definir el límite en el infinito. 


EJBMPLO. 



nI leridci' x e y/ a 0, cualquiera que sea su ley de variación, el denomi- 
nador 08 mayor que 1 y el numerador tiende a cero, luego, 

lim z = 0. 

(r, V )-* 0 
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En cambio el lim z no existe, pues sobre los ejes x e y es z = 0 
(x, y) —> co 

y sobre sus bisectrices z se hace en valor absoluto tan grande como se 
quiera. 

Nota 2. E1 criterio general de convergencia de Bolzano - CauChy 
(§ 24-7) puede ser fácilmente trasladado aquí, con la misma demostra- 
ción dada en el caso de una variable: 

Teor. Condición necesaria y suficiente para que la función f (x,y) 
definida en el campo C tenga limite finito en el punto de acumulación 
(a, b) de C (perteneciente o no a él ) es que para cada número e > 0 
se pueda determinar un entorno reducido de (a, b), tal que a todo par 
de puntos (x',y') t (x",y"), pertenecientes a la vez a dicho entorno re- 
ducido y al campo C, correspondan valores funcionales que verifiquen 
\i(x',y')-i(x", y" ) | < e . 

2. Límites sucesivos y límites en una dirección. — No debe 
confundirse nunca el límite definido en [65-3] con los límites 

reiterados o sucesivos 

[65-5] lim lim f (x,y) = lim [ lim f (x,y)] = lim cp (y), 

V —> b x —> a y —> b x —> a y —> b 

[65-6] lim lim í(x, y) = lim [ lim í(x,y)'\ = lim ty(x), 

x —> a v > b x —> a y —> b x —> a 

en los cuales se hace tender a su límite, primero una variable, 
y luego la otra en la función resultante (fig. 218), mientras 
que en [65-3] tienden ambas superficialmente con simultanei- 




diid nrbitraria. E1 límite reiterado [65-5] presupone que en 
iin eicrl.o entorno reducido de b en la recta x = a existe la 
l'iinriún <p(y)= lim f(x, y) y análogamente para [65-6]. 

x —> a 

Notah: 1. Si existe el límite doble f y existe unívoca la función 
'i (//) on un entorno reducido de b, entonces existe lim cp (y) y coincide 

v —> b 

<•'»11 t,. Pues, si cp (y) existe en 0 < | y — b | < 8, por [65-2] será 
' ■ ' ' T (ll) < ? + e en el anterior entorno reducido de b, y como e po- 
"'l'ivo c'H arbitrario, esto es lo que queríamos demostrar. 

I’or tanto, si existen el límite doble y los sucesivos, todos ellos son 
IgUftlciH. Si los Hmites sucesivos en el mismo punto son desiguales, en- 
tonceH cl límite doble no puede existir. 
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2. E1 concepto de convergencia uniforme introducido en el § 43-3 
para sucesiones funcionales S„(*) cuando n->co se extiende mmediata- 
inento a los límites f (x,y)-> cuando y -» b, considerando f (x,y) 

como función sólo de y para valores de x de un cierto conjunto X. i ara 
uHto, se ha de suponer que toda paralela al eje y por un punto de X 
contiene infinitos puntos del campo de variacion C de í{x,y) con punt 
do acumulación en la intersección de dicha paralela con la recta y — o. 
En tal caso se establece: 

DEF. La convergencia de f(x,y) a la función finita y unívoca y{x) 
va a y b con x perteneciente a X se dice umforme en X, si a caaa 
,, > o corresponde un número positivo 5i(e) {dependiente de e, pero no 
dc x) tal que para todo x del conjunto X es 

| f(x,y) — i|>(*) | < e si 0 < | y— b \ < 8i(e). 

Esto querrá decir que en una misma faja horizontal de anchura 
constante conteniendo la recta y—b, pero fuera de esta recta, la fu - 
ción f (x.y) difiere de ip(aj) en valor absoluto en menos de e. Si enton 
ces existe lim il»(*)=r, es decir se verifica \y(x)— bi 

0 < | x — a|<TMe), tomando 5 = min(8j,5 2 ) resultará para i¡i(x) — 
= f (x, b) : 

|f (*,!/)— M < |f (*,»)“ f (*» & >l + I f (», & )— ?l < 2e ' 

cuando |ar-a|<5, 13/ — b | < 5, (*, y)*(a, b). Por tanto queda de- 
mostrado: 

TEOR. Si f(x,y) para y -> b tiende uniformemente a í (*,6) 
tiene límite $ para x -» a, entonces ? es limite doble de f(x,y) en el 
punto (a,b). 

3. Puede también ocurrir que el límite doble exista, sm que al í? uu ° 
o ninguno de los límites reiterados exista. Pueden tambien existir y sei 
iguales los límites reiterados en un determmado punto sm que en 
cxista limite doble. 


Ejemplos: 1. Sea 


z 


2 xy . 
** + V 2 ’ 


hí conservando constante y (sea o no nulo) hacemos tender x a 0, es 


lim z = 0; luego lim (lim z) = 0. 
* —> o y — > o a —> o 


Análogamente: 


lim 2 = 0; luego lim (lim z) = 0. 

y 0 x —> 0 y —> 0 



Flir. «mi 


En cambio, si ambas tienden a 0 si- 
multáneamente, no existe límite alguno; 
pues si tienden a 0, siendo siempre = y, 
es constantemente 2 = 1; pero si siempre 
4 

es y = 2x, resulta 2 = -g", etc. 

Geométricamente: si el punto (x, y) 
tiende al (0,0) en la dirección = m. 


Cttru 

z converge hacia el número ■ En 

la figura 219 están indicadoa algunoa de 
estoa valores a que tiende 2 en distintas 
diroccionea. 
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2. En el ejemplo anterior el orden en que se toman los dos límites 
no alteraba el resultado; mas no debe creerse que esto sucede siempre. 
Sea 

xy — x -f y 

2 = -. 

x + y 

y 

Si y =f= 0, lim 2 = — = 1, luego lim lim 2 = 1; 

x —> 0 y y 0 ¡e —> 0 

X 

Si x=j=0, lim 2 = —•— = — 1; luego lim lim z = — 1; 

2 / —> 0 X x-> 0 y-^O 

y claro que no coincidiendo éstos para dos distintas leyes de variación 
de (x, y) no existe lim 2 . 

(x, y )—» o 


3. La función 2 = y . sen - si x=\=0: 2=0 si x = 0, tiene 

x 

en el origen límite doble y sucesivo lim lim 2 , ambos iguales a cero, 

x —> 0 y —> 0 

pero en cambio no existe lim 2 , si es y =(= 0, ni por tanto existe 

x —» o 

lim lim 2 . 
v —> o x —> o 

Si en y = 0 atribuímos a la función anterior el valor 2 = 1, aun 
cuando z tienda uniformemente a cero para y -» 0, y sea nulo el límite 
do la constante cero, no existirá en (0,0) el límite doble de dicha fun- 
ción así modificada. 


4. Para la función z = x sen ——|- y sen si I xy I > 0; 2 = 0 

y x 

si xy = 0, no existe ninguno de los límites reiterados, pero sí el límite 
doble, que es cero. 


5. La función z = sen (1/ Vx a -f- y") no tiene ni límite doble ni nin- 
guno de los reiterados, en el origen de coordenadas. 


Nota 4. En una función de un número cualquiera n de variables 
independientes, se define el límite múltiple o simultáneo en forma aná- 
loga a la del límite doble, y también los límites reiterados o sucesivos, 
uno para cada ordenación de las variables, o sea en total n\. Entre 
óstos y el límite múltiple valen las relaciones establecidas para funciones 
ili! dos variables en las notas anteriores. 


3. Funciones continuas: propiedades. — a) Def. Diremos 
<¡ue. una función uniforme f (x,y) es continua en el yunto 
(<t,b) cuando existe lim f (x,y) y siendo finito este lí- 

(x, y) —» (o, b) 

iii ilc, coincide con el valor f (a,b) de la función en el punto. 
<< Tr. § 25-1). 

Tcniendo en cuenta la definición de límite (§ 65-1), el enun- 
' i.'ulo anterior es equivalente a decir: La función f (x,y) es 
<'ontinua en el punto (a, b) si dado g > 0 arbitrario, se puede 
lutllar un número positivo 8 = 8 (e) tal que para los puntos 
< r, ii) tales que 

I<»6-71 + \i(x — a)-+(y — b)‘ ¿ < 8 

ni‘ ciimpla 

I f (x, y) — i(a, b) | < e. 
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Geométricamente, esto quiere decir que el trozo de superfi- 
cie correspondiente al campo de variación determinado por el 
círculo de centro (a,b) y radio 5 se encuentra entre los dos 

planos z = f(a,b)^~ e y z = í(a,b) e. 

Si usamos curvas de nivel para representar la superlicie, 
uinguna curva f (x, y) = const. cortará el círculo cuando la 
constante difiera de f (a,b) en más de e. 

Si una función f (x,y) es continua en un punto (a, b ),, en- 
tonces las funciones f (a,y) y f (x,b) de una variable son tam- 
bién continuas por satisfacerse las condiciones de la defmicion 
de continuidad para funciones de una variable. E1 reciproco 
no es cierto; puede f (x,b) ser continua en* = ay i(a,y) 
H er continua en y = b, sin que í(x, y) sea contmua en el pun- 
to (a, b). 


Ejemplos: 1. La función 

f (x, y) = 


xy 


+ Vx* +1 

011 los puntos distintos al origcn y nula en éste, es continua en (0, 0). 
l’ues es 

xy 
lim 




nm r =——r 

(x. v)—> (o, o) + Vx + y 

según vimos en § 65-1, ejemplo, siendo por definición f (0,0) = 0. 

2. Sea la función z = sg ( (y r x>) (y-2?) es decir, * val_e 1 
Por encima dc la parábola y = 2x‘ y por ltoulá 

comprendida entre ambas y 
se anula sobre ambas cur- 
vas (fig. 220). Cualquier 
semirrecta de origen O tie- 
ne algún segmento OA exte- 
rior a esta lúnula y por 
tanto, sobre esta semirrecta 
z -> 1. Sin embargo, no hay 
límite doble de z en el ori- 
gen O. Si en este atribui- 
mos a la función el valor 1, 
este ejemplo nos demuestra 
que una función continua 
respecto de cada una, de las 
variables y aun en cada di- 
rección rectilínea, puede no 
serlo con rdación a ambas variables. Lo mismo se comprueba en el si- 
guicnte ejemplo. 

8 . En la función f (x,y) = ylx para cc+= 0 con f (0, y)= 0, es tam- 
b¡én i'(x, 0)=0. Estas dos funciones de una variable son continuas en 
H ori-gen. pues ambas se reducen a la constante cero. Sin embargo, ia 
función de dos variables es discontinua en el origen. Observese lo_Q ue 
ocurro si nos acercamos al origen según las curvas y — x, y — kx. 

// = V'x, y = x". ! i ' 

NoTAS: 1. Una función f (x, y) se dice continua en un campo de 
vim’iirióv C hí un continua en todos los puntos del campo, restringiendo 



i. 
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el cumplimiento de [65-7] para los puntos de C pertenecientes a cada 
entorno de (a, b). 

2. Aquí también podemos definir la continuidad de í(x,y) en y=b, 
uniformemente respecto de xeX, mediante el límite de í(x,y) hacia 
f (x,b) uniformemente respecto de cceX (§ 65-2, Nota 2). Para que esto 
ocurra, no es necesaria la continuidad de f (x,b), pero si además 
f (x, b)-> f (a, b) para ¡r -» a, entonces f (x,y) es continua en (a, b) 
(§ 65-2, Nota 2, Teor.). Por otra parte, es fácil probar (Cap. VI, nota 
III), que si f (x,y) es continua en el rectángulo x 0 < x < Xi, y 0 < y < yi, 
entonces para y-+be(y 0 ,yi) la función f(x,y)-*f(x,b), uniformemente 
respecto de xe[x 0 , Xi). (Heine). 

Por analogía al concepto de curva uniforme (§ 25-1), con- 
vendremos en definir: 

Dep. Llamamos superficie uniforme al conjunto de puntos 
del espacio E 3 representantes (§ 64-2, a) de una función uni- 
forme y continua z = f (x,y) definida ya en un recinto R, ya 
en un dominio D (§ 64-5). 

b) A1 igual que en las funciones de una variable 

bi) La suma, diferencia, producto o cociente de funciones 
continuas de varias variables, es una función continua en todo 
punto que no anule al denominador. 

Por consiguiente : toda función racional de varias variables 
es continua, exceyto en los yuntos que anulan al dcnominador. 

b 2 ) Si z es una función continua de u, y u es una función 
continua de (x,y), es z función continua de (x,y). (Cfr. 
§ 25-7). 

Por consiguiente: log f (x,y) es función continua de x é y 
en todo yunto en que sea f (x,y) yositiva y continua. 

ó 3 ) Si f (x,y) es continua en un dominio acotado D. el 
conjunto de valores finitos que toma en todos sus yuntos está 
acotado suyerior e inferiormente y alcanza en D al menos una 
vez un valor máximo y un valor mínimo (Bolzano - Weiers- 
trass) . (Cfr. § 26-5, con demostración análoga por el método 
de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias dimensio- 
nes, cfr. § 64-4, nota 2). 

EjemploS: 4. La función z = (y + 1) / (x — 1) está definida y es 
continua en el interior del círculo de centro O y radio 1; sin embargo, 
no es finita en él, pues tomando (x,y) bastante próximo al punto (1,0), 
toma z valores mayores que cualquier número. 

5 . z = x + y es continua en el dominio parabólico y ^ x 2 , pero no 
cstá acotada. No se verifica el teorema por no estar acotado el dominio. 

E1 concepto de continuidad uniforme y teorema de Heine-Cantor 
(26-6) se generalizan también inmediatamente para funciones de varias 
variables. 
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4. Infinitésimos. —Su definición es la misma que para fun- 
eiones de una variable (§ 24-3). Aquí también f (x,y) tiene 
por límite £ en el punto (a, b), cuando y sólo cuando <p(x, y) = 
í(x,y)—£ tiene por límite cero, es decir, es infinitésima 
en (a, b) y por tanto: toda función con límite £ es igual a 
éste más un infinitésimo : f (x, y) = £ + <p(a?> y). 

Es cómodo introducir las nuevas variables h — x — a y 
k = y —.6. La función í(x, y) es continua en (a, b) si la fun- 
ción y(h, k)= f(a-\-h, b-\-k )—f (a,b) es infinitésima para 
(h,k)-*( 0,0). La comparación de variables e infinitésimos 
se hace también del mismo modo que para funciones de una 
variable (§ 24-3, b, c). Aquí es conveniente t omar co mo infi- 
nitésimo tipo o principal la distancia q = + V^ 2 + k 2 del pun- 
to (a + h, b-\-k) al (a, b) y análogamente en el espacio E„. 
En particular, toda combinación lineal homogénea c^h + c 2 k 
con coeficientes c x y c 2 constantes, por ejemplo los mismos 
h ó k, es infinitésima por lo menos d.e primer orden, pues 
c x h + c,,k = 0(q), es decir, 

c x h + c 2 k ^ \ _ \ \h\ , i _ , I & I / 

- Ci - — —r c 2 -, .. = 

q + y/Ji 2 + k' 2 ++/?-“ + k~ ■ 

< I Ci | + | c 2 | 

en un entorno de (0,0). 

Pero no es infinitésimo de primer orden, pues para q + 0 
puede ser c-Ji + c 2 k = 0. También el polinomio homogéneo de 
segundo grado c x h- + 2 c 2 hk + c 3 k 2 = O (q 2 ) = o (q) es infinitési- 
mo de orden superior al primero y por lo menos de orden 2. 
(Véase en ejerc. 6, l 9 , la condición para que sea de orden 2). 


Ejercicios 

1. a\ Hallar lo-s límites múltiples y reiterados en el origen, de las 
funciones de los ejercicios 2 y 4 de § 64 y estudiar su continuidad a 
lo largo del eje x; b) En í(x,y) = (xy 2 — y 2 + x — l)/(x — l) para el 
punto < 1; 0) existen y son iguales (=1) ambos límites reiterados y _el 
iímite en cada dirección no vertical y = m(x — 1), pero no existe límite 
doblc. 

2. Estudiar, en el origen, los límites doble, a lo largo de las rectas 
concurrentes en (0; 0) y reiterados, de las funciones: 


l^) z 

29) z 
rcsto; 

89) Z 
49) s 


_ xy _ . 

xy-\-(x — y )" 

(* + y) sen — sen —— si x + 0 y con z = 0 en el 
x y 

** + ' 

_ ^ — u\ - . 

x“ — 2 xy + y a 
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5 9 ) x = e x- — 2xy + i/ 2 ; 

69) z = \ x I» ; 

79) z = | x |IV»I. 

3. Estudiar la continuidad en el origen y a io largo de las rectas 
concurrentes en él, de las funciones: 

19) f (x,y) = sen(Arc tg -^-) si x+=0; f(0,y)=0 ; 

oc 

29) f (x,y) = x 2 /y si y g: 0 con x 2 /y^l, f(x,y)=y/x 2 si 
y=¡z 0 con x 2 /y S 1, f (0, 0) = 0, f (x, y)= f (*,— y) si j/<0. 

4. Demostrar que la función f (x, y) = y/(y 2 + x 2 ) si x + 0, 
f(0, y)=0, es continua en y = 0 para cada x fijo, pero no es uniforme- 
mente continua respecto de cualquier entorno de x = 0. 

5. Demostrar en detalle que si una función f (x,y) es continua do- 
blemente en el rectángulo x„ g x ^ Xi, y 0 ^ y ^ yi, entonces la función es 
continua en y = bt(y 0 ,yi) uniformemente respecto de xz[x 0 , x/]. 

6 . Tomando como principal el infinitésimo q = + V x 2 + y 2 , estudiar 
en el origen los órdenes de: 

19) Cix 2 + 2 c 0 xy + c 0 y 2 ; 

29) x 3 — 3 xy 2 ; 

3 9 ) la función del ejercicio 2-19) d e § 64: 



59) ( x - + y 2 ) 



§ 66. Derivadas y diferencialer primeras 


1. Derivación parcial. — Sea f (x,y) una función uniforme 
de las variables independientes x e y. Si hacemos y = const., 
z resulta función de una sola variable, x, cuya derivada, si 
existe, será igual a 

ü m f (« + ^x, y) — í(x, y) 

Aa —> 0 Ao: 

Def. Llamaremos derivada parcial respecto de x, de la 
función z = í(x,y), indicándola con cualquiera de las nota- 
ciones 

f .(x,y) , D.f (x,y) , , z. , D x z , , 

a la derivada así obtenida, dejando fijo el valor de la otra va- 
riable 


[66-1] f Ax,y) 


lim 


f(a; +A x,y) — i(x,y) 
Ax 


para Ax -> 0. 
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101 valor de la derivada parcial en el punto (*o,2/o) lo de- 
HÍRnaremos también sencillamente por dz/dx 0 y más explíci- 
tamente por f,(a; 0 , 2/o)- 

Nota. Las tres primeras notaciones, aunque menos breves, son más 
convenientes cuando se trata de indicar el valor de la derivada parcial 
en un punto (x 0 , y 0 ): 

^ . 3f(x 0 , y 0 ) 

f*(a: 0 , y<¡) = D,f(*o,i/o) - -^-. 

La notación de Jacobi 

df (x, y) _ 

3x ~~ 'dx 

no debe confundirse con un cociente. 

Interpretaremos geométricamente esta definición. La ecua- 
ción z = i(x,y) es la ecuación de una superficie, mientras 
(jue para y = y 0 fijo, z = i(x,y 0 ) es la ecuación de la curva 
l'„ que resulta de la intersección de la superficie y el plano 
y = y 0 . Por lo tanto, di(x,y 0 )/dx nos da el valor del coefi- 

ciente angular de 
la tangente en 
cualquier punto de 
la curva r 0 . 

Para otro valor 
constante y = V\, 
obtenemos otr a 
curva Ti; es decir, 
al variar el valor 
de y se obtiene 
una infinidad de 
curvas paralelas al 
plano x z, o lo que 
es lo mismo, una 
infinidad de fun- 
ciones de una va- 
riable x (fig. 221). 

En forma aná- 
loga se define la 
F¡g. 221 derivada parcial de 

z = i(x, y) con res- 

peclo a ?/, que indicaremos 

i v (x,y) = D v i(x, y) = = - 

l¡ m f(fl> ?/ + A?/)— i(x, y) 

Ay —> 0 &V 



dz 

dy ~ 


§ 66 -2 


DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS 


127 


La interpretación geométrica es la misma que para el caso 
anterior (fig. 222). 

Para las funciones de varias variables independientes x u 
X 2 , x§, ..., Xn, se 
define análoga- 
mente la derivada 
parcial respecto 
de X\ suponiendo 
constantes las de- 
más; y del mismo 
modo las deriva- 
das parciales res- 
pecto de x 2 , de x s , 

.. ., denotándose 
así: fi, f 2 , ... 

Mientras la 
existencia de'deri- 
vada finita impli- 
ca la continuidad 
de las funciones de 
una variable, no 
basta la éxistencia 
de derivadas pri- 
meras para asegurar la continuidad de f (x, y ). 

EJEMPi.os: 1. La derivada parcial con respecto a x de la función 
f («, y)= sen x cos y en el punto (a, b) es 

—1 (seníc.cosó) | = cosa:.cos6 = cos a . cos 6. 

dx L Jx = a L Jx = a 

2 . 2 = r » 2 = 0 en el origen. 

Sus derivadas en cualquier punto distinto del origen se calculan por 
la regla del cociente. Siendo nula la función sobre los ejes, sus derivadas 
en el origen son nulas. Sin embargo, tendiendo el punto al origen segun 
diversas direcciones, resultan límites diversos para z. 

3 . z = sg-¡(i/ — x 2 ) (y — 2x 2 ) 1 en x 2 + y z > 0 ; «(0,0) =0 

(cfr. ej. 2 de § 6B-3). En el origen es «<, = 0, z v = 0 por conservarse 
constante en los ejes, a pesar de ser discontinua, puesto que en la lúnula 
vale —1. 

2. Teorema del valor medio o de los incrementos finitos y 
consecuencias. — Vamos a expresar mediante las derivadas 
i x y i v el incremento d.e la función i(x, y) cuando incremen- 
tamos las variables x e y en h y k. 

Teor. Si la función z = i(x,y) tiene derivadas parciales 
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finitas f x , f y en un entorno del punto (a,b ), entonces el incre- 
mento Az está dado por la expresión 

[66-2] az = f(a-\-h, b + k) — i(a, b) = 

= hí x (a-\-Q x h, b)-\- kf v (a + h, b + 0 2 &) ; 

(0 < 0i < 1 ; O<0 2 <1). 

Dem. Basta descomponer A z en dos sumandos así: 

A z = [f (a-\-h, b + k) — f (a + h, &)] +[f ( a + h, b) — f(a,b)] 
y aplicar a cada uno el teorema de incrementos finitos para 
una variable (§ 35-1). 

NoTAS: 1. Obsérvese que de la simple existencia de las derivadas 
parciales finitas en el entorno de un punto ha resultado el teorema del 
valor medio y que éste implica la continuidad de f(x,y) en un entorno 
de dicho punto si tales derivadas están acotadas en dicho entorno, pues 
Az puede hacerse arbitrariamente pequeño tomando suficientemente pe- 
queños h y k. 

2. Los dos números desconocidos 0i y resultarán en general de 
distinto valor. Una forma más simétrica se obtendrá como caso particu- 
lar de la fórmula de Taylor (§ 69-5). 

3. Los puntos 
(a -j- h, b -(- k) y 
(a,b) han de per- 
tenecer a un mis- 
mo entorno (§ 64-4, 
b, Def. 2) en que 
existan las deriva- 
das parciales, s i n 
que l>aste que am- 
bos puntos perte- 
nezcan a un recin- 
to D donde se veri- 
fiquen dichas con- 
diciones de hipóte- 
sis (fig. 223). 

Corolario l 9 Para que una función f(x, y), con derivadas 
parciales en todos los puntos de un recinto, sea constante en 
él, es necesario y suficiente que f x y f v sean nulas en todos los 
puntos del recinto. 

Pues si un segmento y sus dos componentes estan conteni- 
dos en el recinto, la diferencia A z de valores en sus extremos 
cs nula, según [66-2], es decir, z toma igual valor en ambos; 
y como dos puntos cualesquiera (x 0 ,y 0 ), (x,y) del recinto se 
pucden unir por una poligonal de número finito de tales lados 
(§ 64-5), resulta f(x,y) = f(x 0 ,y 0 ) para todo punto (x,y). 

COROLARIO 2P Si dos funciones tienen finitas e iguales las 
derivadas parciales en un recinio, su diferencia es constante 
ni él (cl'r. § 35-3). 



Fig. 223 
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3. Aplicación al cálculo aproximado. — E1 teorema del va- 
lor medio tiene aplicaciones análogas a las ya vistas en el caso 
de una variable. 

Calculada una magnitud en función de otras, los errores en 
las medidas de éstas producen un error de aquélla, el cual es 
igual a la suma de estos errores multiplicados por las respecti- 
vas derivadas. 

En la medición de los datos habrá, pues, que extremar la 
exactitud en aquellas variables cuya derivada respectiva es 
grande; y puede descuidarse la de aquellas que corresponden 
a derivada pequeña. 

E1 desconocimiento de los puntos intermedios que figuran 
en el teorema no es obstáculo, puesto que se trata,^ no de ob- 
tener el valor exacto del error, sino una cota del mismo, cono- 
cidas las cotas de los errores de los datos. 

Error de uvw. — Como la derivada respecto de cada varia- 
ble es el producto de las otras, resulta: 

A (uvio) = vw . A U H“ uw . AV H - uv . AW 

y el error relativo se deduce dividiendo por uvw, y resulta 
aproximadamente la suma de los errores de los factores. 

Para acotar rigurosamente el error de uvw debe_ tenerse 
en cuenta que vw, uw, uv deben tomarse en puntos interme- 
dios de los intervalos respectivos. 

Análogamente se deducen las otras reglas de cálculo de 
errores en las operaciones aritméticas. 

EJEMPLO. Dada la base a y los ángulos contiguos B y C, el lado b 
se calcula por la fórmula: 

_ a . sen B _ a . sen B 

* ~ sen A ~ sen(B + C) 

Sus derivadas respecto de a, B y C son: 

sen B a . se n C q . sen B.cos(B + C) _ 

sen (B + C) ’ sen“(B + C) ’ sen*(B + C) 

Si los datos son: 

a — 10 m. , B — 29° C 61° , 
los valores aproximados de las derivadas no llegan en valor absoluto a 

0,5 ; 9 ; 0,05 ; 

esto indica que debe extremarse la exactitud en la medida de B, aunque 
hq descuide la de C, que ápenas influye. Supongamos que los errores 
absolutos sean: 

A« < 0,05 ; AB < 10' < 0,003 ; AC < 10' < 0,003. 

Aunque no se conocen los valores intermedios B, C, puede asegurarse 
quo están comprendidos entre 

29° ± 10' ; 61° ± 10' ; 
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Iih'ko: B + C > 89°, por tanto, las derivadas son seguramente menores 
quo 

0,5 ; 10 ; 0,05 

y el error total menor que 

0,025 + 0,03 + 0,00015 ~ 0,06 

donde se observa que el error de C no ha influído sensiblemente, pudiendo 
haberse apreciado ese ángulo casi a simple vista. 


4. Funciones diferenciables. — Extendiendo a varias varia- 
bles la definición de Thomae-Stolz (§ 34-1), tendremos 

Def. Diremos que la función z = í{x,y) es diferenciable 
en el punto ( x 0 , y 0 ) si está unívocamente definida en un en- 
torno de este punto y su incremento se expresa así: 

[06-3] az 0 = f(z 0 + A:ro, y 0 + Ay 0 )— f(x 0 ,y 0 ) = 

= A . A # 0 + B . Ay 0 + o(q) , 

como función lineal homogénea de los incrementos indepen- 
dicntes Ax 0 , A y 0 con coeficientes constantes A y B, a menos 
de un infinitésimo o((>) de orden superior (§ 65-4 y § 24-3, 
c,) al principal 

0 = + V A^o" + A?/o“ • 

Se llama diferencial total de una función diferenciable al 
infinitésimo principal, parte lineal de [66-3] designado por 

[66-4] dz 0 = A . Ax 0 + B . Ay 0 . 

Si una función es diferenciable en un punto, entonces exis- 
ten y son finitas sus primeras derivadas parciales. En efecto, 
si en [66-3] hacemos A y 0 = 0, resulta 

AZ 0 = A . A# 0 + O (A£ 0 ) 
y por tanto ( § 66-1) : 

A = lim = f x (x 0 ,y 0 ). 

Ax 0 0 AX 0 

Del mismo modo, para Aa; 0 = 0, resulta 


B = lim 

Al/ 0 —> 0 


AZ 0 

Al/o 


fy(x 0 , Vo) • 


En particular (cfr. § 34-1), si f (x,y)=x obtendremos 
k\x Ax, y si f (x, y)= y será d y = Ay, por lo que en un punto 
Kenérico (x, y) la expresión [66-4] se puede escribir en la si- 
Kiiionte forma: 


166-5] dz = f x (x,y)dx + f v (x,y)dy , 


quo llamaremos expresión analítica de • la diferencial para dis- 
tinguirla de la definición [66-4]. 
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Como Aa:o, A y 0 son infinitésimos por lo menos de primer 
orden respecto de q (§ 65-4), de [66-3] resulta A2 0 —»0 con 
q -» 0, y resumiendo con lo anterior: 

Teor. 1. Toda función diferenciable es continua y derivar 
ble. E1 teorema recíproco no es cierto como muestra el primero 
de los ejemplos siguientes, debido a Thomae: 


Ejemplo 1. 


z (x,y) = 


+ Vx J + y 2 


z(0, 0) = 0. 


Siendo la función nula sobre los ejes, es z*(0, 0) = 0 y z„(0, 0)=0; 
luego es cero la parte principal del incremento, y queda como parte re- 
sidual la función; y como no es infinitésima respecto de o, pues su co- 

ciente por o es — -r ———, qne toma valores distintos en las diversas di- 
c 

recciones que concurren en 0, la función no es diferenciable. Sin em- 
bargo, es continua en el origen (§ 65-3, ejemplo 1), pues para 

2 

| £c | < , 1 2 / I < 0 es |z|< -y = 0 • 

Vemos, pues, que para asegurar la continuidad la condición de ser 
diferenciable no es necesaria aunque sí suficiente. La ventaja grande del 
concepto de diferencial (§ 66-5) se apreciará al estudiar el plano tan- 
gente a una superficie. 

Nota 1. Para apreciar la mayor amplitud de la definición dada res- 
pecto del concepto clásico de diferencial que exigía la continuidad f«, í v , 
en el punto (xo,Vo) basta fijarse en estas dos funciones: 


z = x ¿ sen 


z = (x + yY sen 


x + y 


eompletadas por continuidad. 

Ejemplos: 2. Para la primera es 

Ji . „ n 

z, = — jtcos ~—|- ¿x . sen 

discontinua; en el origen vale 0, como se vió en § 30-8, ejemplo 2. (Cfr. 
rian. IX. nota IV. c). En cambio. z u = 0 es continua. 


Como 

-!+!— < q —» 0 ; o sea: |«|=o(o), es diferenciable. 

Q 

3. La segunda tiene discontinuas ambas derivadas, que también son 
nulas en 0. Sin embargo, es diferenciable, pues su cociente por | x | + | y | 
es < | * | + | y |. 


Suponiendo ambas d.erivadas parciales continuas en (x 0 , y 0 ), 
la expresión [66-3] es una inmediata consecuencia de la fór- 
mula de incrementos finitos [66-2], pero aun podemos afir- 
mar: 

Teor. 2. Para que z = f(x,y) sea diferenciable en (x 0 ,y 0 ) 
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es suficiente que admita derivadas parciales finitas en el pun- 
to (x 0 , y 0 ) V una de ellas exista en un entorno de dicho punto 
U sea continua en ( x 0 ,yo)■ 

En efecto, suponiendo f v continua en (x 0 ,y 0 ), por el teore- 
ma de incrementos finitos de una variable (§ 35-1), es 

f (¿0 +A£ 0 , 2/o + Ai/o)— í(x 0 -\- Ax 0 ,y 0 ) = 

= ív (x 0 + Aa;o, y 0 + 0 • A j/p). Ay 0 = íy (x 0 , y 0 ). A y 0 + e 2 . A y 0 , 
con e 2 0 para p = + V'a^o 2 + A yó ¿ -» 0. Por otra parte, bas- 
ta la definición de derivada parcial (§ 66-1) para establecer 
f (x 0 + Ax 0 , y 0 ) — f (x 0 , y 0 ) = í x ( x 0 , y 0 ). A£ 0 + ei • Aa: 0 , 
con 8i —> 0 para q = + VAz 0 2 +A y 0 - —> 0. Por tanto, 

[66-6] f(a:o + Aa:o, y 0 + Ay 0 ) — f(x 0 ,y 0 ) = 

= fx(x 0 , y 0 ). AX 0 + fy(x 0 , y 0 ). Ay 0 + EiAa:o + e 2 • A y 0 , 

que prueba la tesis [66-3], por ser 

¡ Ei. Aa: 0 + e 2 . Ay 0 | < (| Ei | + | e 2 |) q = o(q). f 

Obsérvese que si designamos por e = o(q)/q-> 0 para 

q -» 0, al ser q = 6 (| Ax 0 | + | A y 0 1) con 0 < 0 < 1, basta to- 
mar 

£l = 0E Sg AX 0 , 82 = &£ Sg Ay 0 , 

£Q = E0 I Ax 0 | + E0 | Ay 0 | = EiA^o + £ 2 A2/o 

para que de [66-3] se deduzca también una expresión de la 
forma [66-6] y ambas resulten equivalentes. 

Respecto del incremento de una función de más de dos va- 
riables pueden hacerse las mismas consideraciones anteriores. 
En particular, la expresión analítica de la diferencial total de 
una función u = f (x, y, z) de tres variables será: 

[66-7] d u = f x (x, y, z) dx + f v (x, y, z) d y + f- (x, y, z) dz 
que difiere del incremento d.ependiente Au en un infinitésimo 
o (q) de orden superior al principal e = + Vdz 2 + dy 2 + dz 2 . 

Nota 2. Cada uno de los sumandos en [66-5] ó [66-7] se llama dife * 
rencial parcial y se designan así: 

[66-7'] d m = f»d* , d v u = í v dy , d s u = f»dz. 

Son las diferenciales de las funciones de una variable (§ 34-1) que 
r(multan de mantener constantes todas las variables independientes, me- 
iioh una. Así, pues, en una función diferenciable, la diferencial total es 
la Buma do sus diferenciales parciales respecto de cada una de ias varía- 
I) 1 ch iiidependientes, pero no se puede tomar esto último como definición 
equivalento a la dada anteriormente. (Cfr. ejemplo 1). 

5. Significado geométrico de la diferencial: plano tangente. 
I)t‘rivada direccional. — a) Si una función uniforme z = f (x, y) 
ea diferenciable en (x n ,y 0 ), la diferencial total, función lineal 
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y homogénea en dx 0 = Ax 0 = x — x 0 y dy 0 — Ay 0 y y 0 re- 
presenta la ecuación incremental 2 — z 0 = d 2 0 de un plano 

[66-8] 2 — z 0 = f x (x 0 ,y 0 ). (x — a: 0 )+ f v (x 0 , y 0 ). (y — yo) 

llamado plano tangente a la superficie gráfica (§ 64-2, a) de 
la función en el punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ). Geométricamente se carac- 
teriza por el hecho de que en el entorno de (x 0 , i/o). las orde- 
nadas z de dicho plano difieren de las de la super ficie en un 
inf initésimo de orden superior a e = + Va^o 2 + A yd ¿ . 

E1 plano [66-8] cortado por el plano y = y 0 da la recta 
z — z 0 = f x (x 0 ,y 0 )(x — x 0 ), tangente en (x 0 ,y 0 ,z 0 ) a la curva 
sección z = f(x,y 0 ) de la superficie por dicho plano (§ 31-1]. 
Más general, por la misma [66-3], la interseccion de la super- 
ficie con un plano vertical cualquiera, que pase por la recta 
x = x 0 , y = y 0 , dará una curva cuyas ordenadas diieriran ae 
las de la recta intersección de dicho plano vertical con el plano 
tangente [66-8] en un infinitésimo o(o) de orden superior al 
principal o y por tanto la recta intersección sera tangente a 
la curva sección en (x 0 ,y 0 ,z 0 ) (§ 34-2). Así como el tomar 
la diferencial por el incremento equivale en las íunciones üe 
una variable a sustituir la curva por su recta tangente, para 
las funciones de dos variables, eso equivale a sustituir la su- 
perficie por su plano tangente. 

En § 67-1, b demostraremos que el plano tangente contiene 
las rectas tangentes a todas las curvas planas o alabeadas de 
la superficie que pasen por el punto (x 0 ,y 0 , z 0 ) y admitan tan- 
gente en él. 

Los parámetros directores (§ 60-5, d) de la recta normal 
al plano tangente [66-8], llamada sencillamente normal ala 
superficie, son z x , z v , —1, ó los valores opuestos z x , z v , + , 
según que su sentido se tome respectivamente hacia abajo o 
hacia arriba. (¿Por qué? jCuidado con el signo!). Designamos 
abreviadamente z x = f*(^o, 2/o) y análogamente z v — í v (x 0 , y 0 ) ■ 

En la fig. 224 si PQRS es un trozo de la superficie 2 = 
= f(x,y) y PT'TT" es un trozo de su plano tangente en el 
punto F (x 0 ,y 0 , z 0 ) , vemos que 

PP' = Aa: 0 , PP" = Ai/o , 

P'T' p"T" j. , \ 

j^-fAxcyo) , -ppr = ív^o-1/o) , 

N'R = az , P'T' = d x z , P"T" = d v z ; 


[66-9] dz„ = pp..+ PP" = P'T' + P"T" = N'T. 


aQ Condición necesaria y suficiente para que la superficie 
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z = f(x, y) admita plano tangente en un punto es que la fun- 
ción sea diferenciable en él. 


Fig. 224 

tt-j) Ltt expresión analítica de la diferencial en el punto se 
convierte en la ecuación incremental del plano tangente sus- 
tituyendo las diferencidles por los incrementos. 

b) Siendo f x {x 0 , y 0 ) por definición 


x — x 0 

f.uando (x>y)-+(z 0 ,y 0 ) en dirección paralela al eje x, y aná- 
lotfamente f v , ocurre preguntar cuál será el límite del cociente 
Az/q, siendo q la distancia del punto (x 0 ,y 0 ) al (x,y) cuando 
éstc* tiende hacia aquel en dirección de argumento cp (breve- 
rnente dirección cp), es decir de modo que sea 

Aaio *= (? cos cp , A?/ 0 = p sen cp. 
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Se llama pendiente en la dirección cp o derivada en la di- 
rección cp, al límite, en caso de existir 

[66-10] Dp f(x 0 ,y 0 ) = lim ■— = 

__ f (x 0 + Q cos cp, y 0 + q sen cp)— f (x 0 , y 0 ) 

p -» o + ^ 

Si existen las derivadas en todas las direcciones, las rec- 
tas que las tienen por pendientes forman en general un cono 



tangente a la superficie. Si f(x, y) es diferenciable en (x 0 , y 0 ), 
dicho cono se convierte en el plano tangente antes definido. 
En efecto, si f (x,y) es diferenciable en (x 0 ,y 0 ) será (fig. 225) 

f (#o + Q cos cp, y 0 •+ q sen cp) — f (x 0 , y 0 ) = 

, = f x . q cos cp + fy • Q sen cp + o (q) , 

de donde el límite [66-10] existirá siempre y valdrá 
[66-11] D„ f(x 0 ,y 0 ) = f 9 (x 0 ,y 0 ) = 

= fx(x 0 , y 0 ) . cos cp + f v (x 0 ,y 0 ). sencp , 
pendiente en la dirección cp del plano [66-8], es decir: 

c) En una función diferenciable, la- pendiente D,, de la 
tangente lateral a la curva sección por un semiplano vertical 
es la . correspondiente a su plano tangente dada por [66-11]. 
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KJBRCICIO. Demuéstrese el recíproco, es decir, si existe cono tangente 
y ésto degenera en un plano, la función í(x,y) es diferenciable en el 
punto considerado. 

Llnmaremos punto cónico de una superficie aquel para el 
que exista cono tangente que no degenere en un plano. 


NoTAS: 1. Obsérvese que en el sentido ojmesto cp + Jt, resulta en 
106-11] el valor opuesto. 


2. En particular, las derivadas parciales, son 


D_ — D 


<p = o 


~ D <p = 


D W — D <p = jt/2 


= — D 


<P = — 31/2 • 


Si por ejemplo D v=;0 + — D <p = n no existe D^. , 

aunque sí derivadas parciales a la izquierda y a la derecha, distintas 
según el eje x. 

3. La derivada en cada dirección tiene significado independiente de 
los ejes coordenados. Si se hacen girar los ejes, se convierten en deri- 
vadas f», f w las correspondientes a las nuevas direcciones. 

4. En § 67-1, c, daremos otra interpretación de la derívada direc- 
cional. 

EJEMPLOS: 1. Paraboloide. La ecuación del paraboloide es z = ax 2 ± 

1 by 3 ; considerando el signo [+], el paraboloide es elíptico, con el signo 
[—] hiperbólico (§ 62-3). 

Las derivadas son: z, = 2az, z u =±2by, luego la ecuación del pla- 
no tangente al paraboloide, en el punto (x 0 ,yo,z 0 ) es: 

2axx 0 ± 2byy 0 — 2ax 0 a 2 by 0 a + « 0 = z- 

Los dos términos: — 2ax,r q= 2by,r suman: —2z„ puesto que el punto 
(x„,yo,Zo) está en la superficie, luego z + z 0 = 2axx 0 ± 2byy 0 es la ecua- 
ción del plano tangente al paraboloide elíptico o hiperbólico en un punto. 

La ecuación del plano tangente en el origen es z = 0; plano que deja 
jl la superficie en su lado superior si el paraboloide es elíptico, pues en 
todos los demás puntos de éste es z > 0; pero el plano z = 0 córta el pa- 
raboloide hiperbólico en dos fectas ax 3 = by 3 (§ 62-4, c). 

La pendiente del paraboloide z = 2x 3 + y" en el punto (1,1,3) en 

lu dirección tp = 3r/4 es +3V2. 


2. La función 


x 3 — y 3 
“ x* + y* 


z(0, 0) = 0 


cs continua en todo punto distinto del origen como cociente de funciones 
continuas, y también lo es en éste por ser | z |< 2o 3 /o a = 2p. 

En el origen O es z„= + 1, z v = — 1, y el incremento vale 

yx 3 — xy 2 


no niondo el quebrado infinitésimo de orden superior a q, pues dividido 
por o on constantc en cada dirección cp y sólo es nulo según los ejes coor- 
(lcimdos y su pnmera b'isectriz, luego z no es diferenciable. E1 cono tan- 
gento tiene pcndientes dadas por 

|) (|1 (coscp —semp) . (1 + cos cp sen cp) = cos 3 <p — sen 3 <p 
v miis geni'i'iil rices ntruviesun d vértice O, pues al cambiar x, y de signo 



§ 66 -6 DERIVADAS Y DIFERENCIALES PRIMERAS 137 

también cambia estos conos se llaman impares (§ 67-3). La superficie 
del ejemplo 1 del § 66-4 tiene también el origen O como punto cónico, 
pero su cono tangente está formado por semirrectas de origen O que no 
son opuestas dos a dos, pues al cambiar x e y de signo, no cambia z, 
estos conos se llaman pares. 

6. Gradiente. — a ) Dada una función diferenciable u = 
= f (x,y), para cada dirección cp existe D 9 dada por [66-11] 
como una función lineal y homogénea en los cosenos directo- 
res q)j = cos cp, cp 2 = sen cp de la dirección, es decir, dicha 
D = u x . cpi + u y . cp 2 representa en el plano x, y la componen- 
te según las direcciones cp de un mismo vector de dicho plano, 
llamado vector graáiente, que según 
la misma [66-11], para cp = 0 tiene 
por componente f x (x 0 ,yo)> y P ara 
cp = k/2 tiene por componente 
fu(x {) ,yo). Si a partir del punto 
F(x 0 , 2 / 0 ) se lleva (fig. 226) a una 
cierta escala sobre cada semirrecta 
un segmento PQ igual a la pendiente 
en esa dirección (si es negativa, en 
el sentido opuesto), este segmento, 
según [66-11] es la proyección del 
vector de componentes u x y u v a di- 
cha escala. E1 vector gradiente se designa así: 

D u , grad u , V u ( V se lee “nabla”). 

Su módulo mide la pendiente máxima (pues es mayor que 
su proyección PQ sobre cualquier otra recta) y su dirección y 
sentido, son los que corresponden a ese máximo. En los puntos 
dond.e se anulan las dos derivadas (que corresponden a plano 
tangente horizontal si se adopta la representación por super- 
ficie), son nulas las derivadas en todas las direcciones. 

La función u = f(x, y) puede concebirse como un campo 
escalar que hace corresponder a cada punto del plano x, y un 
escalar u (por ejemplo, la temperatura o la cota de su repre- 
sentación gráfica) *. , 

Entonces si la función u = f(x,y) es diferenciable, dicho 
campo escalar engendra un campo vectorial 

[66-12] gradtt = u x . i + u y . j 

que se llama derivado de u y ésta se llama su función primi- 
tiva; la opuesta — u se llama función potencial. Veremos 
(§§ 89-1 y 91-4, b) que no todo campo vectorial es un cam- 


* No toda función u=t(x.y) define un campo escalar; por ejemplo, cada uno de 
los coBenos directores de un vector de un campo vectorial plano, es en un sistema de 
coordenadas (x. y) una función de x é y. pero no depende sólo del punto, sino también 
>l> l sislema de coordenndas elegido. 
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|x> dt! Kradientes, es decir, que no siempre un campo vectorial 
licne función potencial. 

Los segmentos PQ resultan ser iguales, en adecuada escala, 
a los incrementos de cotas del plano tangente medidos sobre 
las generatrices de la superficie cilínd.rica circular de eje ver- 
tical que pasa por P y radio uno, tomados entre el plano hori- 
zontal u = u 0 y dicho plano tangente, incrementos que miden 
la pendiente [66-11] en cada dirección y sentido cp. 

Esta pendiente y el módulo del gradiente [66-12] no de- 
ben confundirse con la diferencial total dada por [66-9]. 


b) Análogamente a como se ha obtenido [66-11] a partir 
de [66-10], para una función diferenciable u = í(x, y, z) de 
tres variables, la derivada en la dirección de cosenos directo- 
res qpi, cp 2 , cp 3 es 

u v = Vy f («o, Vo, Zo) = u x . <pi + u v . cp 2 + u z . cp 3 . 

Si a partir del punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) se lleva en la dirección 
<P un segmento PQ de longitud u^ , éste resulta ser la proyec- 
ción del vector 

[66-13] D u = grad « = 7 m = + j + M».k , 

llamado gradiente de u en el punto (a? 0 , Vo,Zo) y a lo largo de 
cuya línea de acción se da la pendiente máxima. 

La gráfica de las pendientes, o 
(P sea el lügar de los extremos Q de 
/ las componentes PQ (fig. 227) en 

u z / las direcciones cp del gradiente, es 

/r - /~7 la superficie esférica de diáme- 

/ Q/ / ! tro D u. 

_ 1 c) Si en la función de dw» va- 

As , u ! riables u = í(x,y) se consideran 

! J„. las curvas de nivel (§ 64-2, b) a 

/p ! 7 y lo largo de las cuales es A u = 0, 

1 / ! / su pendiente en cada punto es nu- 

\/ \/ la, y recordando la gráfica dada 

a, en la fig. 226 resulta: 

fíe. 227 El gradiente [66-12] en un 

'punto es normal a la curva de ni- 
vel que pasa por ese punto y está dirigido en el sentido de los 
valores crecientes de la función. 

Análogamente para el gradiente [66-13], sustituyendo en 
lu conclusión anterior “curva de nivel” por “superficie de ni- 
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Ejercicios 

1. Derivadas parciales de las funciones de los ejercicios 2 y 4 de 
§ 64. 

a b c 

2. Considerando F = d e f como función de las nueve vana- 

g h k 

bles a, b, .... k, probar que: l 9 ) «F 0 + ÓF 6 + cF c = F: 

F„ F 6 Fc 

2«? Fd F. F/ = F a . 

F„ F ft F* 

3. Aplicar la fórmula [66-2] a la función z = + y~ + * en el 
punto (1; 2), determinando en este caso las expresiones exa ctas de y 
e a en función de h y k y sus respectivos límites para q = V h 3 + k* -» 0. 

4. En el ejemplo de § 66-3, indicar cómo deben elegirse los án^ilos 
B y C para la mejor determinadón de b. Sin embargo, si esta dado 
C ~ 61° y se aumenta la precisión de la medición de ángulos con respecto a 
la de las longitudes, estudiar si es conveniente alargar o acortar la base 
a. Estudiar en el ejemplo del texto el caso de ser aB < 0,001 con el 
mismo error relativo 0,005 en la medición de longitudes. 

5. En un triángulo se han medido dos lados con un error relativo 
< 0,01 y el ángulo comprendido de valor aproximado 30° con error re- 
lativo < 15'. Calcular una cota para el error relativo del área. 

6. Deducir las reglas que acotan el error relativo de un cociente y 
de una raíz. 

7. Un trozo de bronce pesa 100 g en el aire con error absoluto < 6 
mg y 88 g en el agua con error absoluto < 8 mg. Acotar el error rela- 
tivo de su densidad. 

8. Diferencial total: l 9 ) De z = x* + y 2 — 2x + 4y para * =L»*> 
y = — l, /\x = 0,l; Al/ = —0,2 e interpretar el resultado; 2 V ) ue 
z = y*ln(xly) para x = y = 2, a* = 0,4; A y = — 0,3. 

9. Campo de definición y diferencial total de las funciones: l 9 ) 
u = x v ; 2 9 ) u= xy Arc sen (z/x). 

10. Investigar la derivabilidad y diferenciabilidad en el origen de 
las funciones: 

l 9 ) f (x,y)= + V| xy | ; 

2 9 ) f(x,y)= x . sen [4 Arc tg(y/a:) ] si x^0; f(0,y)=0. 

11. Ángulo entre la recta (« + 2)/(—4) = (y — 4)/2 = (z 4)/7 y 
la auperficie a; 3 _ 4y a — Az = '0 en uno de los puntos de ínterseccion. 

12. En la función z = ln(e° + e v ): l 9 ) Verificar que z. + z v =l; 
2 9 ) Probarlo tomando los valores funcionales en una recta; 3 V ) Denvaaa 
en la dirección que forma 45° con el eje x. 

13. Dado el potencial de fuerzas u = x 2 + xy + y* calcular en el pun- 
to (3; 2) la fuerza máxima, aquella que corresponde a la direccion que 
forma 30° con el eje x, y las direcciones en que es nula. 

14. Dado el potencial de velocidades u=xy 2 — 2yz Q t , calcular en el 
punto (—2; 3; 4) la velocidad en la dirección cp de parametros directo- 
res (6;—2; 3); hallar las direcciones en que es nula y en que es ma- 
xima, dando su módulo en este caso. 

15. Dado el paraboloide hiperbólico z = 2x 2 — jfy 2 , hallar en el pun- 
to (3; 2; 6) la pendiente en la dirección y = x/ + 3; hallar la dirección 
de máxima pendiente y calcular ésta; hallar la direccion de pendiente 
nula. 
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16. liespecto de la gráfica de la función de § 66-4, ejemplo 1, hallar 
i'ii el origen las pendientes en cada dirección y las direcciones en que 
boii múximas. 

17. Si + es el ángulo según el cual actúa Df, demostrar que 

f *+ 9 > = I Df I .eosq». 

18. Demostrar que para f = + Va: 2 + j/ 2 , la derivada f v en cual- 
quier punto (a, b) distinto del origen, según una dirección cualquiera, 
viene dada por fip =—cos y, donde y es el ángulo que con dicha direc- 
ción forma la recta que une ( a, b) al origen de coordenadas. Compro- 
Iiarlo en (4; 7) para la dirección del segmento que une este punto al 
(1:3). 

§ 67. Funciones compuestas e implícitas 

1. Funciones compuestas de una variable independiente. 
Derivadas y apiicaciones. — a) Consideremos una función uni- 
forme de dos variables z = f(x,y) y supongamos que x é y 
no sean ya variables independiente, sino funciones de una mis- 
ma variable t, fig. 228, 

[67-1] x = x(t) , y = y(t). 

Con estas condiciones, a cada valor de t corresponde un 
punto [x(¿), y(t)]. En consecuencia 

[67-2] 2 = f[x(í), y (t )] = F (t) 

es en definitiva una función de t : la llamaremos función com- 
'puesta de t. 

Las relacio- 
nes [67-1] pue- 
den considerar- 
se en el plano 
x, y como las 
ecuaciones pa- 
ramétricas de 
una curva C. 
Los valores de z 
de la expresión 
[67-2] son los 
valores que to- 
ma la función 
de dos variables 
z = f(x, y) e n 
los puntos de la 
curva C. 

Teor. 1. Si 
z = f(x, y) es 
diferenciable en 
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(x 0 , y<>) (§ 66-4) y las funciones x = x(t) é y = y (t) con 
x 0 = x(t 0 ) é y 0 = y(t<¡) son derivables en t = t 0 (§ 80-2), en* 
tonces la función t dada por z = f[x(t), y(í)] es derivable 
en t 0 . , 

En efecto, al incremento az lo podemos expresar en la si- 
guiente forma (§ 66-4, [66-6]): 

A2 0 = -J—- Air 0 + A?/ 0 + i\Ax 0 + e^Ai/o » 

dx 0 oy 0 

__ 2 __ 2 

donde s x , s 2 son infinitésimos con Ax + A y -» 0 . 

Si dividimos por A t 0 queda: 

_ A *°_ - LfL Ay ± 4- £l AX ° -f g 2 Ay ° . 

Aí 0 bx 0 ’ At 0 dy 0 Ato 1 &to ó.t 0 

Para A t 0 -> 0, el segundo miembro tiene límite, por haber 
supuesto derivables x(í) é y (t), y por tanto existentes y fi- 
nitas x'(t 0 ) é y f (t 0 ) y ser también infinitésimas (§ 65-3, b) 
para A t 0 —> 0 las funciones compuestas si y s 2 de A t 0 mediante 
Aa: 0 y Ay 0 . 

Por tanto, existe derivada finita dz/dí 0 = F'(í 0 ) y vale 
r.,., áz__dz d*J*_ áy__ 


[67-3] 


d z _ J )z__ dx 9 Z_ d y_ 
dt 0 ’ dí 0 9?/ 0 dí 0 


E1 mismo razonamiento es aplicable al caso en que z es 
función diferenciable de varias variables u, v, ..., w, que son 
funciones derivables de la única variable independiente t, re- 
sultando la que también llamaremos derivada total 

[67-4] z' = z u . u f + «v • v' + ... + z* • w' 

o bien 

r d z 3 z d u . dz dv . , dt 

*- 67_5] At ~ du ’ dt + dv ’ dt ^ h dw * dw 


Así se obtiene la regla de derivación de las funciones com- 
puestas : 


Teor. 2. La derivada de una función diferenciable de las 
variables u, v, ..., w, que a su vez son funciones derivables 
<l<’ la variable independiente única t, es igual a la derivada 
parcial respecto de u por la derivada u respecto de t, más la 
drrivada respecto de v por la derivada de v respecto de t, etc. 


Notas: 1. Obsérvese en [67-3], [67-4] y [67-5] la distinción entre 
dei ivadas parciales y ordinarias. ¿Por qué? 

2. Las reglas de derivación dadas en § 32, en particular la de fun- 
fióii de función, son caso particuiar de la anterior. 

3. Algunos autores modernos (N. Bary, S. Saks) llaman superpo- 
h ioión de funciones a la consideración de función de funciones o íuncio- 
iioh compuestas. 
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l>) Ahora estamos en condiciones de demostrar que si exis- 
t( i plano tangente en (x 0 , y 0 , z 0 ) a una superficie uniforme, 
í'íste contiene las rectas tangentes a todas las curvas de la su- 
perficie que pasen por el punto ( x 0 , y 0 , z 0 ) y admitan tangente 
en él (§ 66-5). Pues si la superficie z = í(x,y) contiene la 
curva x = x(t), y = y(t), « = f[x(í)» y(í)l» su tangente, en 
caso de existir, vendrá dada por la ecuación (§ 72-6, b) : 

x — x 0 _ y — y 0 _ g — z 0 

x'o ~ y' o ~~ f* 0 . cr'o + fvo • y'o 5 

y es inmediato comprobar que dicha recta tangente pertenece 
al plano tangente [66-8] a la superficie en (x 0 ,y 0 ,z 0 ). 

c) Cuando las ecuaciones paramétricas [67-1] de la curva 
C supuesta rectificable con tangente continua (§ 55), se ex- 
presan como funciones de la longitud de arco s de C, es decir, 
si se tiene 

a: = x(s) , y = y(s) , 
la fórmula [67-3] se convierte en 

dz _ dz dx dz d y 

d s dx ds dy * ds ’ 

y por ser (§ 55-2) respecto de la inclinación cp de la tangente, 
da:/ds = cos cp, dy/ds = sen cp, resulta dz/ds = dz/dx . cos cp + 
-|- dz/dy . sen cp, que es la derivada [66-11] en la dirección cp 
(§ 66-5). En esta expresión, los coeficientes dz/dx y dz/dy 
no dependen de C, sino que están determinados por la función 
z = í(x,y) en el punto que se considera, y en consecuencia el 
valor de dz/ds en dicho punto depende sólo de cp. En otras 
palabras, la derivada de f (x,y) con respecto a la longitud de 
arco en un punto es la misma para todas las curvas de tan- 
gente continua que tienen la misma dirección en dicho punto 
y su valor coincide con el de la derivada de f (x,y) en esa di- 
rección (§ 66-5). 


EJEMPLOS: 1. Sea la función 

f (x, y) = x 6 — 2 xy* 

donde x = t + 2 é y = t 3 - f- 4, y buscamos df(x,y)/dt en el pun-to £ = () 
'l’endremos: 

f x = 5x 4 — 2 y 3 , f u = — 4 xy , 



A = 3t * . 

d£ 


y utuuido la reffla [67-3] resulta: 


= (5x 4 — 2y 2 ) . 1 + (—4 xy) . 3f B = 

= 5(¿ + 2) 4 — 2(í 3 + 4) 2 — 12£ 2 (í+ 2) (í s + 4) 


de dondo 


df 

d£ 


í = o 


= 48 . 
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2. Sea y = u v , siendo u, v funciones de x; la derivada de y es 
y' = v . u v ~ 1 . u' + u v . ln u . v'. 

Si es y =x x resulta: 

y' = x . x*' 1 + x 1 In x = a+l + lna:) 
que ya se obtuvo mediante logaritmos (§ 32-6). 

2. Funciones compuestas de varias variables independientes. 

—• Una función z = í(u,v, ..., w), donde u, v, ..iu no son 
independientes, sino funciones de las variables independientes 
Xi, x 2 , ..., x n , se llama también función compuesta. Una fun- 
ción compuesta de varias variables independientes es, pues, 
una función de funciones de estas variables. 

Sea z = í(u,v, .. .w) una función diferenciable de u, v, 
. .., iv. Existirá y se obtendrá cada una de las derivadas 

af af 9f 

1 dXx ’ 2 dx 2 ’ ’ ’’ ’ íre ’ 

aplicando la misma regla anterior (§ 67-1, teor. 2), si son de- 
rivables las funciones intermedias u, v, ..., iv respecto de la 
correspondiente variable independiente, puesto que para cada 
una se suponen constantes las demás variables. 

Si, por ejemplo, es z = f(u,v,w) diferenciable y u, v, w 
son funciones derivables de las variables independientes x, y, 
entonces es 



dz 

dz 

du dz 

dx dv 

dv 3 z 
dx 3 w 

3 w 

[67-6] 

dx 

3 u 

‘ dx ’ 



dz_ _ 

3 z 

3 u , 3 z 

3 y dv 

dv 3 z 

3 y 3 w 

3 w 


- 3 y 

du 

* W ’ 

que también pueden escribirse 



[67-6'] -j 

II II 

Zu • 

z u . 

tt x + z v . v x 

Uy + Z v . Vy 

+ z w .w x 

+ Z w . Wy 

> 


Si ahora multiplicamos la primera de éstas por el incre- 
mento independiente do: y la segunda por d y y sumamos, que- 
dará 

Z x dx + Zydy = (Z U 'U x -\-Z v .V x -\-Z w .W x )dX + 

+ (z u . Uy + Zv. Vy -f z w • w v ) dy = z u (u x dx + u y dy) + 

+ z v (v x dx + v v dy) + z w (w x dx + w^dy). 

Supuestas ahora diferenciables las funciones intermedias 
u, v, iv, cada uno de los paréntesis del último miembro repre- 
senta la diferencial total de u, v, y iv respectivamente, que di- 
fieren de los respectivos incrementos en infinitésimos o(q) 

con q = + y/¡\x ' 2 + Xy' 2 0. Como A z difiere de z u .Au-\- 
+ z u . Av + z w . Aiv en un infinitésimo e x . Au + e 2 . Av + e 3 . aw, 
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ai se pone Aíí = dw + o(Q), etc. f este infinitésimo es o(q), y 
como también z u . + z v . Av + z w . Aw difiere de 2«dít + 

- \-z v ávz w dw en un infinitésimo o(q), resulta en delmitiva 

Teor. Si z == f (u, v, w) es una función diferenciable res- 
pecto de u, v, w, y éstas son funciones u{x, y),v{x, y), w ( x > 
diferenciables de x, y, entonces es z = f[u{x,y),v{x,y), 'w{x,y)\ 
función diferenciable de x, y con diferencial total dada por 

[67-7] d^ = z u du + z v dv + z w dw , 

donde du, dv, dw son las diferenciales de las funciones u{x,y), 

^ Por*§ 6^6-4, los coeficientes de dx y dy en [67-7] serán las 
derivadas parciales z x y z v , volviéndose a encontrar [67-6 J. 

La expresión analítica [67-7] de la diferencial total de una 
función compuesta es la misma que para u, v, w vanables m- 
dependientes (cfr. § 34-5). Ésta es precisamente la yentaja 
de la notación diferencial y por ella se prefieren en Calculo 
infinitesimal las diferenciales a las derivadas, pues al aplicar 
las fórmulas de diferenciación no interesa si una variable es 
independiente o es función de otras. 

Sin embargo, se ha de tener muy en cuenta en los razona- 
mientos cuando en fórmulas como la [67-7], las diferenciales 
se refieren a incrementos independientes o a diferenciaies fun- 
cionales. Además, esta invariancia de la expresión analitica de 
la diferencial de primer orden no se conserva en las dijeren- 
ciales de orden sucesivo (§ 69-3). 

Nota. En las aplicaciones de la derivación de funciones compucstas 
ocurre a veces que una de las funcione_s mtermedias comcide ya con una 
variable independiente, por ejemplo w = *, y entonces para z-f{u,v,x) 
eii [67-6] resulta la expresión confusa 

d z 3 z 3m dy dz 

~dx = ‘ 3cc + dv ' dx 3x 

donde sería necesario escribir las derivadas parciales que figuran en los 
«xtremos en forma distinta, para sigmficar que en la pnmera, se denva 
parcialmente z = í[u(x,y), v(x,y), x] mantemendo solo J constante 
(siendo por tanto variables u y v) , mientras que en la uitima,■ se deuva 
purcialmente z = f{u,v,x) mantemendo uyv constantes. Siguiendo una 
notación muy usada en Termodmámica, distmguiremos ambas denvadas 
parciales escribiendo para la primera _ (dz/dx) v y para■ 1* 

(<>z/(■>£)„„, donde los indices indican las variables que se mantienen cons 
tnntes en la derivación parcial (cfr. § 67-8). 

Funciones homogéneas: teorema de Euler. — Def. 1. Se 

dice que la función f{x,y,...,w) es positivamente homogenea 

de grado m . ' 0 real cualquiera en un recinto R, si para todo 

valor positivo de X se verifica 

[67-8] f {lx,ly, ...,lw) = V n f{x,y, ...,w). 
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E1 recinto R, si no se extiende a todo el espacio.de las va- 
riables independientes, debe ser angular en el sentido de que 
si {x, y, . .., w)e R también {lx, ly, ..., Xw)sR para todo X > 0. 

Def. 2. Si la condición [67-8] se cumple para todo X real, 
la función se llama homogénea (en sentido estricto). En par- 
ticular, para m entero impar, la función f se llama homoge- 
nea impar, mientras que se llama homogénea par para m en- 
tero par. Por tanto, para X = — 1 es f(— x, — y, ..., w) = 
= =p f(#, y, ..., w) respectivamente. 

EJEMPLOS: 1. f (x, y) = x 1/i y~* /i ‘ tg(y/x ); f (0, 0)= 0. 

Esta función es homogénea impar de grado —1 en todo el plano. 

2. f {x, y) = 2 -f ln ~~+~~ J f (0, 0)= 0. 

Esta función es homogénea par de grado 0 y el recinto R excluye 
del plano las rectas x = 0, x + y = 0 con el ángulo agudo comprendido 
entre ellas. 

3. La función f{x,y,z)=+ Vx' + y' + z* es sólo positivamente ho- 
mogénea de grado 1, en todo el espacio, pero no es homogenea ímpar, 
porque no se cumple [67-8] para todo X real, sino sólo 

f{Xx,Xy,Xz) = | X| f {x,y,z). 

Refiriéndonos especialmente al caso de dos variables, si m = 0, es 
f{\x,Xy)=f{x,y), es decir, la superficie z = f(x, y) se compone de rec- 
y tas horizontales que cortan al eje z, o de semirrectas horizontales que 
parten de dicho eje según que f sea homogénea (en sentido estricto) o 
positivamente homogénea. En el primer caso, si la funcion es contmua 
(excepto en el origen donde no puede serlo, salvo el caso de funcion cons- 
tante), la superficie se llama conoide y es par (ejemplo 2). 

Si m = 1, y la función z=f(x,y) es homogénea (en sentido es- 
tricto), la superficie es un cono impar de vértice en el ongen (§ bb-6, 
ejemplo 2) ; mientras que si la función es sólo positivamente homogenea, 
la superficie formada por una sola hoja, es un cono par (§ 66-4, ejem- 
plo 1), aunque sea de grado m= 1 impar. 

Teor. 1. Si la función homogénea {en sentido estricto . o 
bien positivamente) f{x,y, ...,w) de grado m es diferencia- 
ble en todo punto de su recinto R de definición, entonces se 
verifica la identidad de Euler: 

[67-9] xf x {x,y, . ..,w) + yf v {x,y, . ..,w) + ... 

... + wf w {x,y, ...,w) = mf{x, y, ...,w). 

Pues basta derivar [67-8] parcialmente respecto de X y 
hacer luego X = 1. 

E1 recíproco sólo subsiste para las funciones positivamente 
homogéneas. Es decir: 

Teor. 2. Si la función f{x,y, ...,w) es diferenciable en 
todo punto de un recinto R angular con vértice en el ongen 
y en él se verifica [67-9], entonces dicha función es positiva- 
mcnte homogénea de grado m. 
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En efecto, escogiendo arbitrariamente (x 0 , y 0 , ..., w 0 ) en R forme- 
mos la función 

g(X) = f (Ixo, ly 0 , ■. ■, Iwo)' 

definida para todo X positivo. Por la regla de derivación de una función 
compuesta (§ 67-1, teor. 2) es: 

g'(X) = Xoí x (XXo, . . ., XWo) + ... + Wofu>(XXo,...,XWo) 
y aplicando la hipótesis [67-9] resulta 

Xg'(X) = Xxofx (Xx 0 , ..., Xwo) + ... + Xw 0 f,o(Xxo,...,Xwo) = mg(X). 

En virtud de esta igualdad, la función derivable + m g(?.) para todo 
X > 0, tiene derivada siempre nula 

X~ n g'(X) — m\- n ~ 1 g(X) = 0 , 

y por tanto se reduce a una constante (§ 35-3) que para X = 1 vale 
g(l)= f (cco, 2 / 0 , ..., Wo), siendo por tanto 

X" m g(X) = X~ m f(Xx 0 ,Xy 0 , .. .,Xwo) = f (x 0 , y 0 , ..., Wo) , 
es decir, se cumple [67-8] para todo punto de R, c. q. d. 

NOTAS: 1. La función del ejemplo 3 cumple [67-9] y no es homo- 
génea en sentido estricto. Esto hace ver que la identidad de Euler [67-9] 
es sólo condición necesaria y suficiente para las funciones diferenciales 
positivamente homogéneas. 

2. Una fácil generalización del concepto de función homogénea, al 
considerar varias razones de semejanza Xi, Xe, ..., tiene importancia en 
Física por ser la base del llamado análisis dimensional, que sirve de ins- 
trumento heurístico del investigador científico o técnico (ver vol. III, 
Apénd. I). 

4. Función implícita de una variable independiente. — 

a ) Def. Se dice que y es función implícita de x cuando está 
dada indirectamente mediante una ecuación 

[67-10] F (x,y) = 0. 

A veces es posible despejar y, es decir, transformar la 
función implícita en explícita. Por ejemplo: 

y 3 + xy 2 -f x — 1 = 0 

es una ecuación de tercer grado en y que podría resolverse 
(§ 19-3), transformando la ecuación dada F(x,y) = ü en una 
función explícita irracional y = f(x). 

Pero si en lugar de tener una ecuación de tercer grado, tu- 
viésemos una de quinto grado en y, no sería posible esta trans- 
formación, en general (Cap. IV, nota II), y menos si la ecua- 
ción es trascendente. Además, ni aun en los casos en que es 
posible despejar y, ofrece ventaja la transformación. 

Sin embargo, no por eso renunciaremos a construir la cur- 
va, sólo que para cada punto de la curva será necesario resol- 
ver la ecuación numérica por los métodos de aproximación que 
se estudian en Álgebra (§ 40-4 y § 41). 

Decir <iue y = f (x) es la función determinada por la ecua- 
ción [67-10], significa que se verifica idénticamente en x (es 
decir, para todo x del conjunto en que la función f(a:) exis- 
ia) : Ffef(*)] B 0. 
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Si tomamos un tercer eje 2 y representamos la superficie 
z = F(x, y), la gráfica de la función buscada y = f(x) me- 
diante la ecuación [67-10] será la intersección de dicha super- 
ficie con el plano z = 0. O sea la curva de nivel 0 de z = F(x, y) 
(§ 64-2, b). 

Las curvas de nivel de cota c vienen dadas ímplícitamente 
por la ecuación F (x, y) — c = 0. 

Ahora bien, no toda ecuación F(x,y) = 0, aun siendo 
F (x,y) una función continua indefinidamente derivable, de- 
fine en el campo real una función implícita; basta fijarse en 
los ejemplos siguientes. 

EJEMPLOS: 1. La función z = + y~ representada por un parabo- 

loide elíptico que existe para todo par (x,y) es diferenciable y por tanto 
continua, no tiene curva de nivel real (§ 64-2, ejemplo 3, fig. 212) para 
2 — — 1 , su intersección con 2=0 se reduce al sólo pu nto (0,0) y la 
curva de nivel de cota 2 = 1 es la circunferencia y = ± V1 — ar, definida 
solamente en el intervalo [—1; 1] . Ob- 
sérvese aún que en el punto (1; 0) a la 
derecha de x = 1 no existe curva. 

2. En el campo real no existe la cur- 
va definida implícitamente mediante 
sen(a; + y) — x 2 = 5, porque el seno nunca 
supera el valor 1. 

3. La ecuación y B + xy 2 + x — 1 = 0, 
da para 8 = 1, los valores y*(y* + 1) = 0, 
es decír, dos valores reales coincidentes en 
y = 0 y el y = — 1. Obsérvcse que en el 
entorno de x = 1 (fig. 229), para el punto 
(1; 0), a la derecha de 8 = 1 no existe 
curva y a su izquierda existen dos ramas 
distintas que pasan por dicho punto, mientras que en un entorno no de- 
masiado grande de 8 = 1, para el punto (1; —1) existe una sola rama, 
función uniforme y derivable y=f(x) que pasa por dicho punto. _ 

Para estudiar geométricamente la curva [67-10], puede considerarse 
como independiente la variable que más convenga. Ásí, en este ejemplo 
cs mejor considerar la función inversa x = cp(y) de la anterior (§ 23-12), 
l.ambién definida implícitamente mediante 

y r ' + y" ■ <p(y) + á>(v) — 1 — 0 » 

dando 8 = (1 — y B ) / (1 + y") , uniforme y derivable en todo el campo 
real y. 

b) Consideremos, pues, ecuaciones que tengan por lo me- 
nos una solución, es decir un par de números, x 0 é y 0 que ve- 
rifiquen F(x 0 ,y 0 ) = 0; pero esto tampoco basta (ejemplo 1 en 
cl origen) para que a los valores de x en un cierto entorno 
(x 0 — h, x 0 -\-h) correspondan valores de y, es decir, para 
que exista una función implícita uniforme y de x. 

Aun conociendo un punto (x 0 ,y o ,0) de la superficie z = 

F (x,y) situado en el plano z = 0, falta determinar condi- 
ciones para que esta superficie corte a dicho plano en una 
curva uniforme (§ 25-1, b) que pase por dicho punto. 
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En el § 68-1 resolveremos esta cuestión, pospuesta por su 
dificultad y por no perturbar en un primer estudio el cálculo 
de la derivada de una función implícita, muy sencillo, supues - 
ta demostrada la existencia de esta función y su derivabilidad. 

Así, para F(x,y) diferenciable en (x 0 ,y 0 ), considerada x 
como variable independiente y F como función compuesta de x 
por intermedio de x, y (§ 67-1), nuía en el intervalo (x 0 — h, 
%o -\~h), luego su derivada es nula, es decir: 


_d_ 

da: 


F[x,f(x)] 


dx 0F 
dx ' dy 


.^-F. + F,.v'-0 


y suponiendo F v (x o ,y o )=£0, resulta: 


[67-11] 


y' o = f'(a:o) = — 


F x (x 0 ,y 0 ) 

F tf (a; 0 , y 0 ) 


y 


donde el valor de la derivada de la función implícita, dado 
por el último cociente, se obtiene sin necesidad de saber des- 
pejar en [67-10] la expresión explícita y = í(x) de la función , 
considerada. 


Si sustituímos el valor de í'(x 0 ) dado por [67-11], la ecua- 
ción de la recta tangente (§ 31-1) a la curva y = í(x) to- 
mará ahora la forma 


[67-12] F*(:r 0 , y 0 ). (x — x 0 ) + F„ (x 0 , y 0 ) . (y — y 0 ) = 0 , 

que llamaremos ecuación implícita de la tangente a la curva 
[67-10]. Análogamente a lo visto en § 34-2 y § 66-5, al escribir 
que la diferencial total de [67-10], es idénticamente nula en el 
incremento independiente da;: 

F x (x 0 ,y 0 )dx + F v (x 0 ,y 0 )dy = 0 , 

se obtiene la llamada ecuación incremental de la recta tangente, 
pues de la anterior se pasa a [67-12], sustituyendo las diferencia- 
les por los incrementos. Y en efecto, en el punto (x 0 ,y 0 , 0), 
la ecuación incremental del plano tangente (§ 66-5) a la su- 
perficie z = F(x, y) es 

z = F x (x 0 , y 0 ). (x — x 0 ) + F v (x 0 ,y 0 ). (y — y 0 ) , 

que cortado por el plano z = 0, da (§ 67-1, b) la recta tangen- 
te [67-12] a la curva intersección [67-10]. 

Demostraremos en § 68-1 que las condiciones que han he- 
cho posible la obtención de [67-11] son suficientes para Ia 
supuesta existencia y derivabilidad de la función incógnita 
y = f (x). Es decir, se demostrará así: 


Teor. Sea F(x,y) una función de dos variables que satis- 
face las siguientes condiciones: 


l v ) F (x 0 , y 0 ) = 0; 
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2^) F(x,y), es una función continua y diferenciable en el 
punto (x 0 , y 0 ) ; 

39) La derivada parcial F v existe en el entorno (x 0 , y 0 ), es 
continua en (x 0 ,y 0 ) 4/ cumple F v (x 0 ,y 0 )^0. 

Entonces, para todo x en un intervalo (£ 0 — h, x 0 -\~h) existe 
una función uniforme de x continua y derivable: y = í(x), tal 
que F [x, f (a;) ] == 0 y su derivada f' (z 0 ) viene dada por [67-11]. 

Nota. Como hemos ya observado en el ejemplo 3, geométricamente 
no hay por qué distinguir en. la ecuación [67-10] las variables x, y, por 
lo que en ella basta considerar como dependiente la variable que más 
convenga. Por tanto, si F(*o, y o )=0 y además F (x,y) tiene derivadas 
parciales continuas en (x 0 , yn), sólo diremos que este punto no es orav- 
nario sino singular para la curva dada implícitamente por [67-10], cuan- 
do sean nulas ambas derivadas Fx(x 0 ,yo)=T? u (x<„yo)=0, y sólo entonces 
queda indeterminada la ecuación implícita [67-12] de la tangente. 

Así, en el ejemplo 3, aun cuando no exista función uniforme y = f (x) 
en el entorno de (1; 0), dicho punto no es singular, porque en él es 
F«(l; 0)= 1 =4= 0 con tangente: x — 1 = 0. 

Ejemplo 4. La función implícita definida por 

r — 7r< 

x a sen Vxy — —- y = ü 

lb 

no se puede expresar explícitamente; sin embargo, en el punto (^,1) 
que verifica la ecuación anterior, las derivadas parciales F* = 

F„ = — vr'/16, son continuas y no nulas, por lo que existe en su entomo 
curva uniforme con tangente de pendiente 

dy _8_ 

dx ~ w* ' 

¿Qué ocurre sobre el eje xl ¿Dónde existe F (x,y)1 

5. Función implícita de varias variables independientes. De- 
rivadas. Plano tangente. — a) Planteada la ecuación 

[67-13] F(x,y,z)=0 , 

se dirá que define una función uniforme z = f (x,y) de dos 
variables independientes en un cierto recinto R, si en él, se 
verifica idénticamente en (x, y) : 

[67-14] F [x, y, í(x,y)] = 0. 

Aun cuando un punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) verifique la ecuación 
[67-13], es decir, sea F(x 0 ,y 0 ,z 0 )= 0, esto no querrá decir 
(véase ejemplo 1) que exista en el entorno del punto (x 0 , y 0 ) 
una función f (x,y) que verifique [67-14]. 

b) Supuesta demostrada la existencia y diferenciabilidad 
de esta función incógnita i(x,y), si F(x,y,z) es diferenciable 
en (x 0 ,y 0 ,z 0 ), la función compuesta [67-14] será diferencia- 
ble (§ 67-2), con diferencial total idénticamente nula en los 
iucrementos independientes d£ = &x, dy = Ai/ (§ 66-2, corol. I 9 ) 

167-15] F*(a; 0 , y 0 , z 0 ) dx -f F v (x 0 , y 0 , z 0 ) dy -f F 2 (z 0 , y 0 , z 0 ) dz = 0. 
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Suponiendo F ? (» 0 , Vo, 2 0 )4= 0, se podrá despejar áz en [67-15] : 


[67-16] áz = 


F x (x 0 ,y 0 , z 0 ) 
FAxo.Vo, zo) 


da: 


F y (a; 0 , yo, zp) 

F z (xo,yo,Zo) 


de donde (§ 66-4) se deducen las derivcidas parciales de la 
función implícita z dadas por 


[67-17] 


C dz 
I dx 0 

J!L 

. dy 0 


í x (Xo, y 0 ) 

íy(Xo, 2/o) = 


F a ( ^ 0> y 0 , z 0 ) 
Fz(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 

F y (a? 0> y 0 , zo) 

F~(xo,yo,z 0 ) ’ 


con valores obtenidos en los últimos miembros sin necesidad 


de saber despejar en [67-12] la expresión explícita z = f (x,y) 
de la función considerada. 


c) Si sustituímos el valor de dichas derivadas parciales en 
la ecuación del plano tangente [66-8] a la superficie 2 = f (a:, y) 
en el punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) (§ 66-5), dicha ecuación tendrá ahora 
la forma: 


[67-18] F x (x 0 , y 0 , z 0 ) .(x — x 0 ) -f F* (x 0 , y 0 , z 0 ) . (y — ?/<,) + 
F z (x 0 ,y 0 ,z 0 ) .(z — z 0 )= 0 , 

que liamaremos ecuación implícita del plano tangente a la su- 
perficie [67-13]. Podemos' también decir aquí (cfr. § 67-4) 
que [67-15] representa la ecuación incremental del plano tan- 
gente, pues de ella se pasa a [67-18] reemplazando las dife- 
renciales por los incrementos. 


Notas : 1. En § 68-1 demostraremos y enunciaremos en forma exae- 
ta condiciones suficientes para la validez de las fórmulas anteriores, dan- 
do un teorema general referente a una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes y del que también es caso parti- 
cular el de § 67-4. 

2. También aquí (cfr. § 67-4) en la ecuación [67-13] no hay por 
qué distinguir geométricamente entre las tres variables, pudiéndose to- 
mar como dependiente la que más convenga. Así supuesta F (a?o, 2 /o, z 0 ) = 0 
y además que F(x,y,z) tenga derivadas parciales continuas en (xo,yo,zo), 
sólo diremos que este punto no es ordinario, sino singular para la super- 
ficie dada implícitamente por [67-13], cuando son nulas simultáneamente 
las derivadas parciales: 

F*(xo,yo,zo) = F v (xo,yo,z 0 ) = F z (x 0 ,yo,Zo) = 0 , 

y sólo entonces queda indeterminada la ecuación implícita [67-18] del 
plano tangente. 

Los parámetros directores (§ 60-5, d) de la normal a la superficie 
(§ 66-5) son aquí 

F*(xo,yo,Zo) , F„(x 0 ,y 0 ,zo) , F : (x 0 ,y 0 ,z 0 ) , 

y usí es nulo (§ 60-5, c) su producto escalar [67-18] con un vector de 
origen (xo,y«,z 0 ) y extremo (x,y,z) en un punto cualquiera del plano 
tangente. 

3. Una curva cualquiera 

x = x(í) , y = y(t) , z = z(t) 
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pertenece a la superficie [67-13] si se verifica idénticamente en t 
167-19] F[x(t), y(t), z(t)] = 0. 

Si dicha curva en t = t 0 pasa por el punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) de la superfi- 
rie, su tangente en caso de existir, tiene por ecuaciones (§ 72-6, b) 


|67-20] 


x — xo _ y — Vo _ z — Zo 
x'o y' 0 z 'o 


donde se designan abreviadamente a;' 0 = x'(to), etc. Si el punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) 
<■:; ordinario para la superficie, esta recta pertenece al plano tangente 
|67-18], por ser nula en f 0 la derivada total (§ 67-1) de [67-19] dada por 


Fx(Xo,y 0 ,Za) . x'o + Fu(Xo,yo,Za) ■ y' 0 + F t (Xo, y 0 , Za) . Zo — 0 , 


cxpresando (§ 60-8) que la dirección de la recta [67-20] pertenece a la 
orientación d¿l plano [67-18], recta y plano que tienen ademas el punto 
común (x 0 ,y 0 ,Zo). 


EjemploS: 1. La ecuación (x — l)" + (?/ — 2)" + 2z 2 — 0 es verifica- 
da por el punto x = l, y = 2, z=0, pero no existe superficie porque la 
mima de tres cuadrados no simultáneamente nulos es siempre positiva y 
<<se punto es el único real que verifica la ecuacion anterior. Es 

F*(l, 2, 0) = F„(l, 2, 0) = F,(1, 2, 0) = 0. 

2. E1 elipsoide de revolución (§ 62-2, a) 

(x — 1) 2 + (y-2 y + 2z* = 1 

para a? = l, i/ = 2, da z = ± hV 2. y en cada uno^de los puntos 
(1,2, + 5V2), (1,2, —1 + 2) esF.(l,2,±lV2)=±2V24:0, porloque 
l.asa un trozo de superficie con respectivo plano tangente honzontal 
.- - l 0, z+lV2= 0, pues aquí resultan nulas las derivadas par- 

ciales 

_9 z __ Q 

9x 0 — 9^/0 

En ei punto (3/2, 2, V6/4), que es_ordinario, el plano tangente 
lione por ecuación (x — 3/2)+V6(« — V6/4)=0. En el punto (2,2,0) 
Mo anula F., y aunque en su entorno no existe z como variable depen- 
dicnte, el punto es ordinario, pues Fx(2,2,0)_2 y resulta para el 
pluno tangente x = 2; obsérvese que tampoco puede tomarse y como va- 
1 mble dependiente en el entorno de dicho punto. 

3. La ecuación [67-18] del plano tangente se simplifica en el caso 
, 1 ,. referirse a la ecuación canónica (§ 67-2) de las cuadricas con centio. 

Sea el hiperboloide de una hoja: 



Las derivadas parciales en el punfco (x 0 ,y 0 ,z 0 ) son: 

2x<i 2 y — 2z 0 

a 2 ’ b* ’ c 2 

E1 plano tangente tiene, pues, la ecuación: • 

(x —x 0 )Xo (y — y 0 )y 0 ._ (z — z„)z« _ 0 

-^ ¥ 

v como el punto (x 0 ,yo,z 0 ) satisface a la ecuación de Ia superficie, la 
iciuición del plano se reduce a ésta: 


x . x, 

a? 


Z . Zg 
C" 


1. 
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Si en lugar del hiperboloide de una hoja tenemos el de dos hojas, 
o bien un elipsoide, basta cambiar signos. 

No debe confundirse el tratamiento de este caso con el de los para- 
boloides (§ 66-5, ejemplo 1). 


6 . Sistemas de funciones implícitas. — a) Decir que las 
funciones 

[67-21] u = M(x,y) , v = \(x,y) , iv = w (x,y) 

están definidas implícitamente por el sistema de ecuaciones 
f F i(x,y,u,v,w) = 0 
[67-22] - F 2 (x,y,u, v,w) = 0 

( F s (x,y,u,v,w) = 0 

significa que se verifica idénticamente en x, y 
[67-23] Fi[x,y,u(x,y), v(x,y), w (x,y)] = 0. 

Posponiendo como antes los teoremas de existencia (§ 68-2), 
si en un punto (x 0 ,yo,u 0 ,Vo,Wo) se verifican las tres ecuacio- 
nes [67-22] cuyos primeros miembros sean diferenciables, y 
suponemos que existan en el entorno de (x 0 , y 0 ) funciones di- 
ferenciables [67-21], entonces (§ 67-2) las funciones compues- 
tas [67-23] serán diferenciables en (x 0 ,y 0 ), con diferenciales 
totales idénticamente nulas en los incrementos independientes 
dx, d y (§ 66-2, Corol. I 9 ) : 

3Fi 3Fi . . 3Fi , . 3Fi , . 0Fi , _ 

-— dx + —— dy + —— du + —— dv + -— dw = 0, 

dx 0 3t/o 3Wo c)V 0 dw 0 

[67 - 24] ^ d *+^ dy + 1 ^ d “+^ dc +^ dw = °’ 

|Ei d* + áy + +L dí< + d „ 4. dw = 0. 

I 3a; 0 3i/o 3 u 0 dv 0 div 0 

Así, sin necesidad de conocer la expresión explícita [67-21] 
de las funciones incógnitas, obtendremos las diferenciales to- 
tales de éstas resolviendo el sistema de ecuaciones lineales en 
ellas [67-24] por la regla de Cramer (§ 15-4), siempre que el 
(Uiterminante del sistema sea distinto de cero: 


3Fi _ . 0Fi 
—do: + -— 
3#o dy 0 


[67-24] 


A I ^ I ^^ 1 A í\ 

du + —— dv + —— dw = 0 , 
3v 0 dw 0 

dí¿H -__ cl P + __ d w = o , 

du + dv + dw = °- 
dv 0 dw 0 


[67-25] 


3(Fi,F 2 , F 8 ) 
3 (Mo, Vo, w q ) 


3Fi 

0Fi 

3Fi 

du 0 

3^o 

3 w 0 

3F 2 

3F 2 

3F 2 

dU 0 

dv 0 

dw 0 

3F 3 

3Fa 

3F 3 

3w 0 

dv 0 

dw 0 


+ 0 . 


Todo determinante de este tipo, formado con las n deriva- 
dus parciales de cada una de las n funciones respecto de las 
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u variables, se llama determinante funcional 0 jacobiano de 
I;ih funciones respecto de las n variables y se suele represen- 
la'r por la misma notación de las derivadas parciales, como 
Mt , ha hecho en el segundo miembro de [67-25], empleandose 
lambién la letra D en lugar de ia 3. 


Notas; 1. Es importante observar en la notación el orden en que 
MDiirecen las funciones y las variables a que se refiere el jacobiano. Sl 
Sderamos tres funciones F, G, H de seis vanables u ; , tj, Us, u, u,, u*, 
l„... jacobianos de F, G, H respecto de Ui, u 3 , u* y de u 3 , u h u< son, res 

iMctivamente, 


3 ( F. G, H ) 

d(U¡,Ua,Un) 


Fi F 3 Fo 
Gi G3 Go , 
Hi H» Ho 


3 (F, G, H) 
3 ( u 3 , u¡, Uo) 


F3 Fi Fo 
G3 Gi Go 
H3 Hi Ho 


\ lii-nen signos contrarios. 


K-i cambio, da lo mismo cambiar filas por columnas (§ 13-3, Oi), con- 
i.lmmdo en cada fila las derivadas respecto de una misma variable, como 
. Iiace a veces. 


2 Obsérvese que respecto de las variables x¡, el determinante del 

.. . de Cramer [15-7] es precisamente su jacobiano, cuya no anuia- 

.'.nda la condición^ecesaria' y suficiente (§ 15-4 y 5) para que dmho 
1 trma tenga solución en las cc ( unívocamente determmadas. 


h) Las soluciones del sistema [67-24] en las diferenciales 
I ol.iiles incógnitas du, dv, dw dadas por la regla de Cramer 
1 15-4) son funciones íineales homogéneas en da;, dy cuyos 

.... ridentes (§ 66 - 4 ) darán las derivadas parciales de las fun- 
. loMcs incógnitas [67-21], sin necesidad de conocer sus exyre- 
nmuvH exylícitas, pues sólo intervendrán en ellos las denvadas 
purciales de las funciones dadas [67-22]. Así, por ejemplo: 



3Fl d* 

m dy 

3Fi 

3Fi 


dx 0 

3?/o 

dv 0 

dw 0 

1 

_.. 9Fa -- 

— d y 

3F 2 

3F 2 

J ‘ 

dx 0 

3l/o J 

dv 0 

dw 0 


_ dx _ 

—- dy 

3F 3 

3F 3 


dx 0 

02 /o J 

3^0 

div 0 


Mi(x 0 ,y 0 ,u 0 ,v 0 ,w¡p)dx + M 2 (x 0 , Vo, u 0 , v 0 , w 0 )dy , 


iinit da 


1 67 '.‘.61 du = Mi (x 0 , y 0 , uq, Vq, tu 0 ) = m 2 (xq, y 0 , u 0 , v 0 , w 0 ). 
3aJ|) 


Kl m étodo de diferenciar totalmente [67-22] es útil si se 
. 1 . . an hallar todas las derivadas parciales, 0 no se especifican 
|... \ lumcnte las variables que hayan de tomarse como depen- 
. 11 . mI.ch, lo que será preferible efectuar en el mismo sistema 
11,7 -|| parn considerar las que originen un jacobiano no nuio. 
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dese P 5 r0 fi 7 Í ? PO r r n t ej ? mPl0 'i Se S ?° ne existent e (recuér- 

se b 67 “f’ nota ) y solo mteresa obtener ésta, bastará deri- 
var íiarcialmente en (x 0 ,y 0 ) respecto de y las [67-22], consi- 
< uiandolas iunciones compuestaa de x e y, mediante las [67-21], 



l°=7^ Q Pl ? ede , deSpeja , rse P«r la regla de Ceamer, en 

sistema lmeal cuyo determmante es también el jacobiano J. 


defiinda^imñlíHtBTYionf del - SpaC¡0 euclídeo de tres dimensiones viene 
aumida ímphcitamente como íntersección de dos superficies 

[(i7 ‘ 28 ) F(x,y,z )=0 , G(x,y,z)~0 , 

dan^determümdas nor ** independiente - uues ,as otras dos que- 

SMsfs: 

podrá^no haber ^ Xo ’ V °’ Zo>) sea comun a ambas superficies [67-28], 

a ollas: por oje,,,p1 "- ™ 

Suponiendo que las funciones [67-28] tenjran derivadas continuas en 
ícho punto comun <***>, la anulación ue sus difereiudaL totaies 

[67-29] I Fx ( Xo > Vo ’ *») dx + F * (*<» y°> *o) d y -j- F.-(a- 0 , y 0 , *,) dz = 0 , 

( Gx(x 0 ,yo, z 0 )dx + G„(xo, y 0 , z„)dy + G..(xo,y 0 ,z 0 )dz — 0 

da las ecuaciones incrementales de los planos tarqrentes (§ 67-5 c). 

! > °nr! ) f n0S seran d í stintos fuando y sólo cuando sus parámetros d’irec- 
ii s an proporcionales (cfr. § 60-8, b¿ y para esto es necesario y 
d l de lls q t U rL^ Un °L, de ° S jacoblanos de las funciones F, G respecto de 
i,:, 1 , Vl t fJf riableS \ V ' Z - n ° se anule en el P unt0 (*o,»o ,Zo). Pues 

.. 


| 67-20] 


d£i_ d y _ dz 


F, 

F* 

~ F, 

F. “ 

Fx 

F, 

G, 

G, 

G, 

G x 

Gx 

G, 


''oneil'iéndose dos de las diferenciales como funcionales, y la otra como 
miimcnto índependiente, pudiendo tomarse como tal la que tenga deter- 
»iiMJint.o denominador no nulo. Y entonces la recta intersección de los 
plunoB tangentes [67-29] dada (§ 67-6, b) porl mr erseccion de los 


167-21] 


x — x q _ y — yp z — z 0 

d (F,G) - ó(F, G) - d(F, G) ' 

^ (y 0 , Zo) d(Zo,Xo) d(x 0 ,y 0 ) 


;r+ do ¡rr dor<!s son ios .™ os de < 67 - 3oi - 0™*».*. ¿ 0 *™ d« 

1,18 vni molos!) es precisamente la recta tangente a la curva dada implí- 
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citamente por [67-28] (cfr. § 67-6, b). Obsérvese que las ecuaciones [67-31] 
tendrán sentido cuando y sólo cuando los denormnadores no sean simu - 
táneamente nulos; si algunos se anulan, se procedera como en § 60-8, 
nota 11. 

Ejemplo. E1 paraboloide z = 2x 3 — y 2 , y la esfera x 2 + y 2 + z — 
_2y— 0, tienen común el origen de coordenadas y en el sus planos 
tangentes son, respectivamente: 

2 = 0 ; — 2y = 0 , 

con jacobiano respecto de y, z (los otros dos son nulosj : 

2 y 1 _ I 0 1 = 2 , 

2y — 2 2 z 1—2 0 

luego existe intersección, cuya tangente es el eje x. 

7. Inversión y cambio de variables. — E1 estudio de las 
funciones implícitas nos permite el de los sistemas de tuncio- 
nes. Caso importante es aquel en donde el número de funciones 
es el mismo que el de variables independientes. Como en ei 
caso de transformaciones lineales (§ 61-2) un conjunto de 
igualdades de la forma 

|" u = u(x,y, z) 

[67-32] \ v = v(x, y, z) 

[ w = v/(x, y, z) 

recibe también el nombre de transformación, pues puede inter- 
pretarse que transforma el punto de coordenadas (x,y,z) en 
otro de coordenadas (u, v, w), llamado imagen suya. _ , 

Si se interpretan las [67-32] como ecuaciones en las mcog- 
nitas x, y, z y pueden resolverse en ellas, tendremos tres fun- 
ciones de u, v, w que constituyen la llamada transformacion 
inversa de la [67-32]. Esta inversa daría el punto, o puntos, 
(x,y,z) de donde uno dado (u,v,w) podna proceder en la 
transformación original o directa; estos (x,y,z) se llaman 
yre-imáqenes o modelos del (u, v, w ). . . 

Si las funciones [67-32] son diferenciables, con jacobiano 

__ d(u, v,w) Q 
d(x,y,z) 

el método del § 67-6 nos permite obtener las derivadas de 
x, y, z, respecto de u, v, w, sin conocer la transformacion mversa. 
Pues basta poner 

f F X (u,v,w,x,y,z) = u — u (x,y,z) = 0 

[67-33] - F 2 (u, v, w, x, y, z) = v — v(x, y, z) = 0 

l F 3 (u, v,w, x, y, z) == w — w (x,y,z) = 0 

donde el jacobiano 

djFi, F 3 , F a ) 

3 (x,y,z) 

coincide (acaso salvo el signo) con el 
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j = d(u. V. w) 

Así, por ejemplo, de d ( x >V>z) 

dw—d,- 0 

l dx dy ay 1T ÚZ ~ °’ 
podemcs obtener dy/dw, sin más que hacer du = d» - 0 y des- 

d w y _ 3 y 

, . _ d?u 

*( § C lBS5L°Así'reBuJtB: = dr = P->r la regla de Ceamer 

_d2/__ d(u,v) I 3 (u,v,w) 

pi + aw d{x > z) I t( x >y>z) * 

permitiráTd°emTs re Xmar e mfp ten? ^ an P nci ? do (§ 68-2) nos 
eontinuas y tienen SwSSíí Q S - í aS funciones [67-32] SGn 

- 

tiene por homnlncm r.f ’ + a ^ ue un con ^orno simple cerrado 
U con la misma 

negativo. Vb ’ } segun Q ue J sea positivo o 

transformadón bleS X> V ' Z proceden de & H» C mediante otra 

[67-341 J * = > 

_ _ I z = z(í,TI,í) , 

vcmlT?? 1 ™ ? e L as transf ormaciones [67-321 v T67 341 
vendra dada por las funciones compuestas. J V L 34] 

[67-35] : vfxíl’Sll’ s 0(í,n, C ), 

i«-w[*(í.n, f) , y(f,n,o, Z (í,p > {)] sW (I;J¡;H; 

(on Jncobiano obtenido por reela análop’n a i Q ^ j 
de funcidn de función (§ 32-3, cfr. § 61-f a) : derIva «on 


f67-3G] 


ti(u, V, w) 

O 


d (u, v,iv) 3 (X,y,z) 
Z(x,V,z) * 3 (|, n, £) 
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Pues basta multiplicar los determinantes del segundo miem- 

bro seffún la regla de filas por columnas (§ 13-6) para obte- 
n er el primer miembro al aplicar la regla de derivacion de 

funciones compuestas (§ 67-2) : 


u x 

Uy 

U z ... 


x t 

x v 

X\ 

V x 

Vy 

V z 


Vi 

Vv 

Vt 

w x 

Wy 

w z 



z v 



Ux X¡: + UyVt + U,Zt U x X v + U y V v + U z Z v U x X { + • • • 

v x Xt + v v 2/£ + v x x v + V v y v + V z z v v x x¡ + • • • 

w x x¡ + w v Vz + w z z¿ w x x v -\-w y y v + w z z v w x x¡ + • • • 

U£ U v u s 

= V¡. v v v { 

w$ w v w { 

En el caso particular de que la transformación [67-34] 
coincida con la inversa de [67-32], es decir: sea u = Z,v-t\> 
w = £, entonces [67-36] se convierte en: 

3 (u,v,w) d(x, y, z ) _ .. 

[67-37] 3 (x,y,z) * ”9 (u, v, w) 

fórmula análoga a la que corresponde a la derivación de la 
función inversa (§ 32-8; cfr. § 61-3, b). 

Como en § 67-2, para la validez de [67-36] y [67-87] “ 
suficiente la diferenciabilidad de las funciones [67-3 ] y 
rivabilidad de las [67-34]. 


Notas: 1. Las sustituciones lineales estudiadas en § 15-7 y § ^l son 
caso muy particular de una transformacion funcional [67-32], llamada 
entonces^a/m, si cs de jacobiano (modulo) no nulo. 


2 Si las variables intermedias exceden al de las finales tal en 
,/ — ii (r v z) v = v(x,y,z) con x = x(í,\\), j/ = y(5,n). , z — z ^’ + ’ , 
demüestra’ en forma aüáloga a [67-36], aundue algo más complicada, 


que: 

[67-38] 


d (u, v) 
3 (€, Tl) 


d(u,v) d (x,y) , SQyv) Hv,z)_ + 
3 (x, y) ' 3(í,n) 9 (2/- 2 > ' *(*>*) 


d(u, v) d(z,x) 
+ d(z,x) ' 3(í,n) 


generalización de la derivación de funciones compuestas (§ 67-2). 


.. ¿ etÉpH^'UCSrtBSí 

transformación inversa. 
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Por ejemplo, el sistema: 

u = x 3 , v = y , 

tiene en el entorno del origen transformación inversa unívocamente de. 
termmada 

x = tfu , y = v , 

aunque el jacobiano se anule en el origen. Claro está que entonces el 
jacobiano de dicha transformación inversa no puede existir (la función 
Vu no es derivable en el origen), pues si no habría de cumplirse [67-371. 
Por otra parte, el sistema 

u = x 2 — y- , v = 2xy 

(le jacobiano nulo en el origen, no tiene transformación inversa unívoca 
cn el entorno de éste, pues los dos puntos (x,y) y (— x, — y) tienen 
cl mismo homólogo en el plano (u,v). 

Ejemplo. La transformación por radios vectores recíprocos 

— x _ V 

U ~ x 2 + y ,¿ ' V ~ x * + y 2 ’ 

o inversión respecto del círculo unidad, hace corresponder al punto 
l'( x ’V) °tro Q (u,v) en el mismo rayo OP, satisfaciendo OQ=l/OP, 
i's decir, u -|- v 2 = 1/ (x ¿ -f y 2 ). Los puntos del interior del círculo uni- 
dad se transforman en los del exterior y recíprocamente. 

En este caso la transformación inversa 

u v 

x = —--- , y — - 

M k + V* ’ W U ¿ -f D’ 

vuelve a ser una inversión. 

8. Discriminación de variables dependientes e independien- 
(,es. — A1 plantear las ecuaciones de un problema en que in- 
tervienen varias variables, deben determinarse cuidadosamente 
las variables tomadas como independientes, al obtener deriva- 
das parciales de las variables que se tomen como dependientes 
(clr. § 67-2, nota). La expresión d.e estas derivadas parciales, 
mediante las. ecuaciones dadas, será una u otra según cuáles 
suan las variables que tomadas como independientes se man- 
ticnen constantes. Es interesante aclarar bien esta cuestión de 
pi'an importancia práctica y en realidad sencilla, pues es fuen- 
tc (l(« confusión para el técnico que tenga poco desarrollado su 
sontido crítico. 

Si por ejemplo tenemos el sistema 

1.07-89] u = í(x,y) ; y = g(x, z) ,' 

<|||(' en las condiciones de existencia esbozadas en el § 67-6, y 
:i demostrar en el § 68 - 2 , determina dos variables dependien- 
les en función de dos independientes, la expresión du/dx (pre- 
HUponiendo, ya tomamos u como variable dependiente y x co- 
mo independiente) será ambigua si no determinamos cuál de 
l;i:: otras dos variables ?/, z es la independiente. Como dijimos 
uni.eriormente (§ 67-2, nota), seguiremos la notación usada en 
i ermodinámica, por la que (3 u/dx) v expresa la derivada par- 
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cial de u respecto de x, conservando y constante, mientras que 
(du/dx) g significa la derivada parcial de u respecto de x, 
conservando z constante. Así queda especificado en uno y otro 
caso cuál de las dos variables y, z es la dependiente y cuál la 
independiente. 

Para u, z variables dependientes, es inmediato (du/dx) v = 
= f x , para lo que basta utilizar sólo la primera de las dos 
ecuaciones [67-39]. En cambio para u, y variables dependien- 
tes, será: 



f. + f * 




de donde (du/dx) z = í x í y g x , valor distinto del f* hallado an- 
teriormente. 

Para tratar todos los casos posibles, el mejor procedimien- 
to es el de diferenciar totalmente ambas ecuaciones [67-39], 
dando 


[67-40] 


f d u = fx&x + f v dy 
l dy = gxda: + g z üz , 


y entonces tomar en [67-40] las diferenciales como funciona- 
les o incrementos independientes (§ 67-2) según el caso de 
que se trate, anulando los incrementos adecuados para obtener 
la derivada parcial que interese. 

Así, para obtener (3 u/dx) z en el caso anterior, los incre- 
mentos independientes son üx, dz, del que al anular dz = 0 , 
queda, indicando como subíndices de d las variables indepen- 
dientes que no se mantienen fijas 


(d x u) z = f x dx + f v .(ü x y) z ; (d x y) z = g x . üx , 

y de aquí se deduce (du/dx) z formando el cociente (d x u) ~ : üx. 

Si queremos obtener (du/dy)~ del mismo sistema [67-39], 
anularemos también üz = 0, siendo d y el otro incremento in- 
dependiente en [67-40], por lo que será 

(ü v u)~ = f x . (d v x) z + fyáy , üy = g x . (ü y x) z , 
y para g x + 0, resulta 

( d,«). = (A+ 

es decir: 

'óu\ _ f x - 
a y)z g* + 

Obsérvese que para tomar u, x como variables dependien- 
lus en [67-39] debe ser (§ 67-6) el jacobiano: 


d(u — f, g — y) 
d(u, x) 


1 

0 



ss gx + 0 . 
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Consideremos ahora otro ejemplo algo más complicado. Res- 
pecto del sistema 

[67-41] v = f(x,y,z) , = g(y,u,v) , 

la expresión dy/dx es triplemente ambigua, pues con la nota- 
ción empleada antes, según sea el otro par de variables inde- 
pendientes, púede significar 


ldy_\ 

í—\ ó 

ldy\ 

\ 3a? / u , v 

\ 3 3/ 1 v , z 

\dx) ; 


z, u 


Para expresarlas mediante las derivadas parciales de las 
funciones f y g, diferenciemos totalmente las [67-41], 

r «7 ( dv = f x dx -t- f v dy + f*d z 

Lb/ " l da; = g v dy + g M d u + g v dv 

y resulta: 

P?) y, z dependientes: 

du = dv = 0 ; dy = ( d x y)u>v 5 dz = (d* 2 )u,t; ; 

dx = g¡/. (d x y) u>v ; (dy/dx)u,v 1 /gy > 

con g v + 0 , última condición ya exigible para la existencia de 
las funciones y, z determinadas por el sistema d.e funciones 
[67-41] de jacobiano 


3 (f — v, g — x) 


fy f» 
gy 0 


d(y,z) 

2 9 ) y,u dependientes: 

dv = dz = 0 ; dy = (d x y) 

0 = fxdíE + f y ( d x y) Vi e i (dy/dx) v ,z = f*/f V 

siendo f v + 0 con jacobiano del sistema 


— fz.gy + 0. 

; du = (d x u)v,¡ 


3(f — v, g — x) ^ 
3 (y, u) 

3^) y, v dependientes: 


f y 0 

%v Su 


= f».gu + 0. 


dz = du = 0 ; dy = (d x y) s ,u ; dv — (d x v) x , u ; 
(d x v) z , u = f x dx + f v (d x y) z ,u ; üx = gy(a x y)z,u + gv(d x v) z ,u ; 

de donde eliminando (d x , r)*,u queda 

/ 3 y \ = 1 — fx.gv 

\ 33 / / z , u Sy + fy • Sv 

con jacobiano del sistema 


siendo g v + f v . gv + 0 


3 (f — v, g — x) ^ 
3 (y,v) 


fv 

Sv 


— 1 

gv 


= gy + fygv + 0. 
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Ejercicios 

1. Hallar co n [67-3] la derivada de la función compuesta z = 

— 2xylVx* + y 2 , siendo x = cos t, y = sent y verificar el resultado ex- 
presando z como función de t. _ 

2. Estudiar la función compuesta — y 2 , x = sen t, y = 

= 1 — cos t, hallando la expresión de z como función de t, su campo de 
definición y su derivada. 

3. Estudiar la homogeneidad y aplicar, cuando sea posible, el teo- 
rema de Euler, en las siguientes funciones: 

l 9 ) La del e jercicio 4 de § 64; 

2*?) u = y vV + y "'ln [ (x + y) /x] ; 

3<?) u = x 1 / 3 y- 2 / 3 + xV s y-V\ 

4. Si F(x,y,z) es homogénea de grado h, el plano tangente a la 
superficie P(», y,z)= 1 en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) es 

xF.(xo,y 0 ,z 0 ) + yF y (x 0 ,y 0 , z 0 ) + zF, (x 0 , y 0 , z 0 ) = h. 

5. Demostrar que las derivadas laterales en el origen f*»(0, 0, ...,0), 
..., f*« (0, 0, ..., 0) y en general f v (0, 0, ..., 0) son nulas en toda di- 
rección en que se anule la función homogénea f(x,y,...,w) en algún 
punto (y por ende en todos los de la semirrecta) cualquiera que sea m. 

Si m > 1, son nulas en toda dirección. Si m < 1 son infinitas, ex- 
cepto en las direcciones donde es f = 0. Si m = 1 es f lineal en cada 
dirección y su pendiente es la derivada. 

Consecuencia: si m > 1 subsiste en el origen la identidad de Euler. 

6. Si al multiplicar las variables x t por sendos factor.es reales Xi, 
independientes o ligados, la función f(»i ...,x„) queda multiplicada por 
un factor de homogeneidad <p (h, ..., X„), es decir, si se cumple 

f (ta»i, • . .,XnX„) = <p(kj, . . ., l„) ,f(Xi, . . ., X„) 

para todo sistema de valores reales + .... X„, independientes o ligados 
por ciertas relaciones llamadas ecuaciones de condición, entonces la fun- 
ción f (xi, ..., x„) se llama respectivamente incohdicional o condicional- 
mente homogénea generalizada. (T. Ehrenfest-Afanassjewa) . 

Demostrar que para valores positivos de los factores de homogenei- 
dad y función diferenciable, es suficiente se verifiquen las ecuaciones de 
condición \ x = h>= ... = K = X para que se cumpla [67-8]. (Cfr. Vol. 
III, Ap. I, /). 

7. Campo de existencia y ramas de la función y = y(x) definida 
implícitamente mediante sen x + cos x + sen y = 0. Diferenciabilidad. 

8. Hallar las derivada's parciales de la función z = f(x,y) definida 
por F(*, y, z)= x* + y* + z 2 + 2xz — 2yz + 5 = 0, y verificar con la ex- 
presión explícita de f. 

9. Estudio de la función z = z(x,y) dada implícitamente mediante 
x + y + z = sen xyz en el entorno de (0; 0; 0). 

10. Planos tangentes: l 9 ) De la superficie z = ln(.cos y/cos x) en 
un punto genérico (x 0 ,y 0 ,z 0 ); 29) De la superficie sen 2 x + cos (y + z) = 
= 3/4 en el punto (ji/6, tc/3, 0). 

11. Ecuación del conoide cuyas generatrices son paralelas al plano 
1/z, y se apoyan en la elipse (* 2 /4) + z a =l del plano y = 1 y en el 
rje x. Normal y plano tangente en el punto (6/5; 5; 4). 

12. Probar que el paraboloide 3x‘ + 2y 2 — 2z=l y la superficie es- 
férica cc a +y a + z 2 — 4 y — 2z + 2 = 0 se cortan ortogonalmente en el pun- 
to (1; 1; 2) y calcular los cosenos directores de la tangente común. 





162 


XVIII. FUNC. DE VARIAS VARIABLES. DIFERENCIACIÓN § 67 -Ej. 


13. Probar que existe intersección de las superficies z = 4x 2 — Sy", 

f + í/ + = 24 en el punto (2;—2; 4) y hallar los parámetros direc- 

tores de la tangente en ese punto. 

14. Estudiar la intersección de las superficies x z 4-3y* 4-2z ! = 9, 
x 2 + y 2 + z 2 — 8x — 8 y — 6z -f 24 = 0 en el punto (2; 1; 1). 

15. Hallar en el sistema: v + lnu = xy, u + lnv = x — y, 

16. Hallar el sistema: F[m, v, g(u, v, a;)] = 0, 

G[u,v, h(u, v,y)] = 0. 

17. Demostrar que para z = f (x, y), en coordenadas polares (r, qp) 
es z x 2 + z v a = z 2 + (Zy 2 /r "). Transformación análoga para xz v — yz x . 

18. Demostrar que si las Ut están dadas como funciones implícitas 
de las xj por n ecuaciones de la forma F k (xi, ..., x n ; Ui, .. .,Un)=Q, en- 
tonces es 

d(ui, ..., Un ) _ d(Fi _F n ) d(Fi, ...,F n ) 

d(Xl,...,Xn) d(x h ...,Xn) ' 3 (Ul,...,U n ) 

19. Demostrar que el jacobiano de un sistema de funciones respecto 
de varias variables tiene la propiedad lineal respecto de las funciones, es 
decir, es aditivo y distributivo. 

20. Demostrar que las condiciones para que una transformación 
u=u(x,y), v = v(x,y) sea isogonal o conforme (§ 41-1, c) son las 
identidades u x = v v , u v = — v x . (Cfr. § 114-2, a ). 

21. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
(§ 67-7, ejemplo) es conforme inversa, transforma circunferencias en cir- 
cunferencias incluyendo las rectas como circunferencias de radio infinito, 
y hallar su jacobiano. 

x* y 3 

22. La ecuación-— + -r-— = 1, (a>5), determina dos valo- 

ct — t 0 -t 

res t, y t 3 de t para cada par (x,y), dando ti = ti(x,y), í 2 = ts(a :,y), 
llamadas coordenadas (curvilíneas) focales (cfr. § 103-1, ejemplo 2). 

1°) Demostrar que las curvas t, = const., t 2 = const., son elipses e 
hipérbolas confocales y ortogonales entre sí; 2^) Expresar x, y en fun- 
ción de t, y U; 3°) Expresar el jacobiano 3(í,, U) /3(x, y) en función 
'le %>v; 4 9 ) Encontrar la condi'ción para que dos curvas dadas paramé- 
tricamente en coordenadas focales: U = íi(X), U = í¡(l); ti=g,([i), 
ti = g»(]i) sean ortogonales. 

23. Demostrar que la transformación por radios vectores recíprocos 
cn el espacio: 

u = x/(x 2 + y 2 + z 2 ) , V = y/ (x 2 + y 2 + z*) , w = z/ (x 2 + y 2 + z 2 ) 

conserva los ángulos entre dos superficies y transforma superficies esfé- 
rieas en superficies esféricas (incluyendo los planos como superficies es- 
féricas de radio infinito). 

24. Obtener para [67-39] todas las derivadas parciales posibles y 
nplicarlo al caso u = x 2 + y 2 , y = x*. 



Obtener du/dx si f (u,v,w) = x 2 ; g(u, v, x)= ln w; h.(u,v,w,x) = 


26. Obtener los distintos du/ds si u=y/x; j/ = lns; x = r‘. 


§ 68 -1 


FUNCIONES IMPLÍCITAS. DEPENDENCIA FUNCIONAL 


163 


§ 68. Teoremas de existencia de las funciones 
IMPLÍCITAS. DEPENDENCIA FUNCIONAL 

1. Función definida por una ecuación. — Veamos ahora el 
teorema de existencia de una función implícita de un número 
cualquiera de variables independientes anunciado en § 67-5 y 
también su caso particular en § 67-4. 

Teor. Sea F(x lr x 2 , ..., x n \ u) una función uniforme de 
n +1 variables que satisface las siguientes condiciones: 

r?) F(d!, a 2 , .. a n \ b)= 0. 

2 ?) F(o?i, x 2 , ..., x n ; u) es una función continua en un en- 
torno del punto (a x , a 2 , ..., a n ; b) del espacio E n+1 . 

3 9 ) Existe no nula la derivada parcial F„(a!, a 2 , .. .,a„; &)+= 
+ 0. 

Entonces, en un cierto entorno del punto (a lt a 2 , ...,a n ) 
del espacio E„ formado por las variables x lf x 2 , ..., x n existe 
al menos una función u — f (x lf x 2 , . .., x n ) tal que b = 
= f(a lr a 2 , ..., a n ) y cumple idénticamente F[xx, x 2 , ..., x n ; 
f(x lf x 2 , ...,«»)] =0 en dicho entorno de E». 

Si además se cumple: 

4 9 ) La derivada parcial F u (x u x 2 , ..., x n \u) existe sin 
anularse en un entorno del punto (a u a 2 , ..., a n ; b), por ejem- 
plo, es continua en (a lf a 2 , ..., a„; b) ; entonces, la función 
u = f(x lf x 2 , ...,x n ) es única, es decir, uniforme, y es contú 
nua en el punto (a lt a 2 , ..., a n ). 

Si finalmente se cumple también: 

5 9 ) La función F(x u x 2 , ...,x n -,u) es diferenciable en el 
punto (a u a 2 , .. ., a n ;b) de E„ +1 : entonces, la función u = 
= f(x u x 2 , ..., x n ) es diferenciable en el punto (a u a 2 , ..., a„) 
de E„, y basta diferenciar totalmente 

[68-1] F(x u x 2 , .. .,x n \ u) = 0 

para obtener mediante 

[68-2] FxdXx + ... + F»do:„ + F„d u = 0 , 

la diferencial total d u de la función u = f(x u x 2 , .. .,x n ), por 
lo que existen las derivadas parciales f i(a u a 2 ,...,a n ), (i = 
= 1,2, ...,??), dadas por 

[68-3] fi(ai, a 2 , ..., a„) = 

= — F t (a u a 2 , ..., a n \ b) /F u (a u a 2 , ..., a„, b) , 

(i = 1,2, ...,n). 

E1 plan de la demostración consiste en ver primero que existe super- 
ficie de nivel [68-1] (fig. 230). 

Si F u ( ai, a 2 , ..., a„ ; ó) + 0, la función F (ai, Oa, ..., a„; w) de la sola 
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variable u es estrictamente creciente o decreciente (§ 33-1) en u — b y 
por ser F(a„ o^, ..., a n ; u) continua en (oi, Oa, ..., a»; 6) (§ 65-3), exis- 
te un número positivo 6 > 0 tal que 

sg F(«i, Oa, ..., a»; b — 8) =+ sg F (ai, Oa, ..., a»; 6 + 8) , 



y un v > 0 tal que (§ 26-1) para todo \h t \ <v, (i = 1 , 2 , ..., n) 

sgF(ai + hi, ...,a„ + 6 „; 6 — 8 ) = sgF(ai,a«, ...,a„; b — 8 ) =+ 
sg F(ai, os, ..., a„; 6 + 8 ) = sg F (ai + hi, ..., a„ + 6 „; 6 + 8 ). 

Por el teorema de Bolzano (§ 26-2), existe para cada 
(Oi + hi, ..., a„ + h n ) 

tal que I h¡ I < v, al menos un punto 6 + k en el intervalo (6 — 8 , 6 + 8 ) 
(y acaso varios), tal que F (ai, + hi, ..., a„ + 6 .„; 6 + /c) _ 0, es decir, en 
x, = «, + h„ (i = 1 , 2 , ..., n ), el valor w= 6 + fc defme la funcion (aca- 
ho multiforme u = f (xi,x 2 , ...,»„) que en el entorno de (a„ os, .. •, a»; b) 
definido por | k \ < 8 , \ h< \ < v cumple 

F[*i, . ..,x n ; f(xi,xt ,.. •,*»)] — 

Si además se cumple la hipótesis 4+ la solución 

6 + k = f (ai + hi, ..., a„ + 7i„) 

do [ 68 - 1 ] es única, pues si hubiesen dos valores fei + fe para los que 
F(oi + fh, .. .,a» + h n ; 6 + fc) = F(ai + 6 . 1 , ..., a„ + 6 „; 6 + fe) , 
oxiatiría por el teorema de Rolle (§ 36-2) un punto c del intervalo 
(6 | ku 6 + h), donde F„(ai + K ..., a„ + h n ; c)= 0, contranamente a 
lo Hupuesto en +■’). 
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Por construcción, el valor 6 + k pertenece al intervalo (6 — 8, 6 + 8), 
es decir, se cumple 

| f(oi + /ii, . . .,a„ + h n ) — f(ai, . ..,a„)| < 8 
para | h< | < 8, (i = 1,2, ...,»), lo que quiere decir que 

u = f (Xi, Xn, ..., x n ) 

es continua en (oi, a¡, ..., a„). .... • ca \ 

Finalmente, supongamos que también se cumple la hipotesis 5-), es 
decir (§ 66-4) : 

[68-4] AF = F (cci, x», ..., x n ; u) — F (a„ a 2 , .. .,a»; 6) = 

= S 6.,F,(oi, ...,a„; 6) + fcF„(a,.a„; 6) + a 0 = 0 , 

i 

donde la anulación se refiere a los valores u = f(xi . x n ) que cum- 

plen la ecuación [68-1], con k — U 6, siendo 

[68-5] lim a = 0 para Q 0 

si es 

0 2 = 0 o a + k ¿ ; 0 o 2 = 2 *•*. 

i=i 

Por la continuidad de u = f (x,, x 2 , ..., x u ) en (a„ Oa, ..., a„) es 
lim k = 0 para 0 o -> 0 

y por tanto es 

[68-6] lim o = 0 para 0o —> 0. 

Por la desigualdad triangular que relaciona la diagonal del narale- 
lepípedo con la suma de sus lados (§ 64-4), es 

q = 0 ( I fc I + ^ I M ) » 

' i = l 

con 0 < 0 ^ 1, de donde, si se pone 

[68-7] e = 0asg/c £< = 0 asgh< 

resulta (|fc|=fc.sgfc ; | h< | = h t sg h<) : 

n 

[68-8] «0 = efc + 2 e ‘^<- 

i = l 

De [68-5], [68-6] y [68-7] puede afirmarse que 

f 'lim a = lim a = 0 
[68-9] \ 0o —>0 O ->0 

1 lim e = 0; lime, = 0; para Oo ->0; (i = 1, 2, .. .,n). 
Sustituyendo [68-8] en [68-4] queda 

[68-10] fc[F 0 (oi, ..., a„; 6) + e] = 2 fc,[F, (oi, ..., a„; 6) + e,] , 

i = l 

fc = — 2 6, -|r- - 


de donde 


* M4Í 


F_ 

F, 
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r:; decir k = — h ¡ ^ gl ’ ' • •» a " > ^ _ 

i -1 F u (ai, ..., a„; 6) 

_ v Ei Fu (ai, . . ,, q„; b)— eF, (ai, . . ., q„; 6) 

i=i Fu(ai, ..., a„; 6) [F u (a,, ...,a„;6) + e] * 

y como | h¡ /p 0 1 O y se cumple la hipótesis 3^), de [68-9] se deduce 
l l ,u ' última suma es la de la forma eoQo con 

lim £o — 0 para q 0 -» 0 
como queríamos demostrar (§ 66-4). 

NOTAS: 1. En el caso particular F (cc, y)=0, [68-4] descompuesta en 
AF = AxF + A«F = 0 
da lugar a [68-10], aquí: 

[F,(a; 6) + e,]fc+ [F„(a; 6) + e,]fc = 0 , 

miponicndo sólo la existencia de F.(a;6), (pues entonces A*F/h = 
F,(a;6) + 8*, § 30-2) y la existencia de F,en el entorno de 

(a; b) y su continuidad en dicho 
punto (para aplicar § 35-1, fig. 
231 y poner a»F = F y (a+h,xi)k= 
= [Fi,(a; b) + e„]/c). Claro que 
entonces, por el teorema 2 de 
§ 66-4, la F(x,y) es diferencia- 
ble en (a;b) recayendo en la for- 
mulación dada en § 67-4. 

2. Si la función F(xi,xa,..., 
x„;u) es diferenciable en los pun- 
tos de un entorno de (ai ,..., a n , b), 
entonces la función u = f(xi, ..., 
a;„) es diferenciable en los pun- 
tos de un cierto entorno de 
(a¡, ...,a„), pues la demostración anterior se aplica para cada punto 
(x¡, m). 

•\ Este teorema asegura la existencia de la función implícita “en 
pcqucño”, es decir, en un cierto entorno de (ch,as, ...,a„). Para pasar del 
cHt udio local al global, es decir, a la existencia “en grande”, si en cada 
pimt.o de un dominio (§ 64-5) se verifica el teorema, basta entonces apli- 
cnr cl lema de Borel (nota II; íd. Cap. VI, nota III) para construir la 
I (x,,K t , ...,x„) mediante un número finito de correspondencias parciales. 



2. I’unciones definidas por un sistema de ecuaciones. — E1 

problema resuelto sobre existencia de una función implícita, es 
t'l caso más sencillo del teorema siguiente: 

Tkor. Sea dado un sistema de m ecuaciones entre n-\-m 
variables: 

E i (# 1 , •.., x n , U\, •.., Uffi) =0 , 

| (58- 11] E 2 (X íf . . ., X n ) U\, ..., Um) — 0 > 

E„i (#1, • • ., X n , U\, . . ., U , n ) =0 , 

<lii< Hatinfaga las siguíentes condiciones: 
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l 9 ) F ¡ {á\, ..., a n ; b lf ..., b m ) = 0 , (; = 1 , 2 , ..., m) . 

2 9 ) Las funciones ¥ } {x lt ..., x n ; u x , ..., u m ), (/ = 1,2, 
... h m) son continuas en un entorno del punto (a ly ...,a n \ 
b lf ..., b m ) del espacio E n+W . 

3 9 ) El jacobiano (§ 67-6) siguiente, supuesto existente, es 
no nulo: 


[ 68 - 12 ] 


J = 


9 (E-i, E 2 , .. ., E m ) 

3 (u\, Uz, •. • > u,n) 


* o 


en el punto (a } , ..., a n ; b\, ..., b m ). 

4 9 ) Las derivadas parciales dFj/dUi (j, i = 1, 2, ..., m) 
existen en el entorno y son continuas en el punto (a ít ..., a n ; 
b\, ..., b m ) del espacio E n+W .. 


5 ( -’) Las funciones F } (x x , ...,x n ; u ¡} ...,u m ) son diferen- 
ciables en los puntos de un entorno de (a lf ..., a n ; b u ..., b m ) 
en E n+W ; 

entonces en un entorno del punto (a x ,a 2 , ...,a n ) del espacio 
E n formado por las variables X\, ..., x n existe un solo sistema 
de funciones uniformes u } = fj(X\, ..., x n ), (j = 1, 2, ..., m), 
tales que b¡ = f } (a u ..., a n ) , (j = 1 , 2 , ..., m) , cumplan idén- 
ticamente 


E ¡ \_X\, ..., x n ; f t (x\, •.., x n ), •.., fw (X\, ..., x n ) ] — 0 , 


(j = 1,2, . .., m) en dicho entorno de E„ y en los puntos del 
mismo sean dichas funciones fj(x\, ..., x n ) , (j = 1 , 2 , ..., m) 
continuas y diferenciables; sus diferenciales totales se obtienen 
en la forma expuesta en § 67.6. 


Dem. Puesto que para m= 1 el teorema se reduce al de § 68-1, 
nota 2, podemos probarlo por inducción completa (§ 2-2, b) . Supongá- 
moslo, pues, cierto para m — 1 ecuaciones con m — 1 funciones incóg- 
nitas. 

Por la hipótesis [68-12], existe en este jacobiano algún menor de 
orden m — 1 no nulo, y cambiando adecuadamente la numeración de ín- 
dices, podemos suponer sea 


[68-13] 


9(F„ Fg, ....F-!) 

3 (lll, Uz, . . . , Um~ l) 


4= o 


en (ai,...,a„; bi,...;b m ), conservándose la desigualdad [68-13] en un 
entorno de este punto por la continuidad de las derivadas parciales su- 
puesta en la hipótesis 4^). 

Por hipótesis inductiva, tomando u m como variable independiente ad- 
junta a las Xi, ..., x„, de las m—-1 primeras ecuaciones [68-11] se de- 
ducen las m — 1 funciones 


[68-14] Ui — Cpi (&„ . . • , X„ ; Um), ...f Um-l — Cpm-l(&l, • • ., X„ , Um) , 


que además de ser diferenciables respecto de Xi, .. ., x„, u m en los puntos 
de un cierto entorno de (a„ ...,a„; b m ), verifican idénticamente en di- 
cho entorno, las ecuaciones: 


[68-15] F,[*i, 


,x„; tpi(*i, .. .,*»; u m ) .. (xi, .. u m ), u m ] = 

= 0 , (j= 1,2, . .m— 1). 
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»Si reemplazamos [68-14] en la última ecuación [68-11], obtendremos 
mm nueva ecuación de la forma 

[<»8-16] F»[*i, cpi_(«i, ..., Xn', u m ), ..., cp m -i(aj!, M m ),w m ] = 

= <j>(aji, u m ) = 0 , 

quo es diferenciable en los puntos de un entorno de (cl, ...,a„;6 m ), por 
Herlo (§ 67-2) las [68-14] y [68-11]. En un entorno de (a,, a^, ...,a„; ó m ) 

; i' conserva 34>/3íí m =}= 0, pues aplicando la regla de derivación (§ 67-2) 
do funciones compuestas a las expresiones idénticamente nulas [68-15] 
respecto de u m : 


3F, 

3<Pi 

3F, 

3<Pa 

3Fi 

3qpm-i 

3Fi _ 

9mi 

3 Urn 

dUa 

3 u m 

" ’ 3ítm-l 

3 Um 

3 Urn 

3F m _, 

3fpi . 

3F m -i 

3rpí 

3F m _i 

3cpm-l 

3 

1 

3iii 

' 3 Um 

3tÍ2 

3 Urn + ' 

" 1 3%m-l 

3 Um 

3 U m 


si además supusiéramos que en algún punto de todo entorno de 
(n„ .. .,a„; 6 m ) es nula la derivada de [68-16]: 

_ 3F m 3cpi 3F m 3cp a 

3 Urn ~~ é¡Um dua ' 3 Um 

3F m 9cp m -i 3F m _ 

dUm-l ' 3 Urn 3 Um ’ 

cii dicho punto existirían m — 1 valores 

3cpt 3cpa 3(p m _i 

3 Um ’ dUm 3 Um 

que verificasen las m condiciones lineales que expresan esta última y las 
unteriores, por lo que (§ 15, Ej. 9) habria de ser nulo en él el jacobiano 
[68-12], contrariamente a las hipótesis 3? 1 ) y 4^). 

Por tanto, en dicho entorno de (a„ ..., a„; b m ), según § '68-1, pode- 
mos existencialmente despejar de la ecuación [68-16], la función dife- 
renciable 

Um = f m ( Xi, Xí, . . ., Xn) , 

quo sustituída en las [68-14], da las restantes funciones diferenciables 
buscadas 

| u x = cpi[aii, .. ., x n ; f,„ (x„ ..., x„)] = fi(xi, ..., x„) 

1 Mm-l = Cp m -i[x„ . . ., X„; fm(a5i, .. .,*„)] = fm-l(x„ . . ., X n ). 

TíUh m funciones así obtenidas, según ya hemos visto en § 67-6, apli- 
onndo las reglas de diferenciación de § 67-2, verifican la tesis a de- 
mostrar. 

Nota. Obsérvese que para apoyarse en los teoremas de derivación y 
(lifc'ienciación de funciones compuestas (§ 67-2), no basta suponer la fun- 
ción F m («i, ..., x n ; Ui,...,u m ) diferenciable en el solo punto (a„ ...,a„; 
6„ . . .,/»„.) para asegurar la existencia de 3$/3 u m en todo un entorno de 
(cii.ciu.a„; bm) y así aplicar § 67-1, hipótesis 4$). 

3. Dependencia funcional. — a) Vemos en los teoremas an- 
lcriores (§§ 68-2 y 67-7) el importante oficio que desempeña 
i’l jacobiano. Vamos a estudiar ahora el significado de su anu- 
lación idéntica. 

Dadas n funciones de n variables independientes 
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[68-17] 


U\ — Ux (íCx, . . ., , 

U 2 = U 2 (^l, • • •» X n ) > 

U n = Un(íCi, • • •, %'n) , 


el jacobiano, respecto de estas variables independientes, es: 


[68-18] 


0 (ííi, íí2, • • • , 'M'n) 

d(X lt X 2t • • - , X n ) 


y tiene propiedades análogas a las de la derivada, siendo como 
una generalización de ésta. Así como la función derivable 
íí = u(o:) pone generalmente en correspondencia (un segmento 
de) el eje x con (un segmento de) el eje u, pero dicha fun- 
ción se reduce a una constante (§ 35-8) cuando y sólo cuando 
es la derivada u'(a:)=0, idénticamente nula en x, así tambien 
(§ 67-7) el sistema [68-17] transforma en general (un recin- 
to w-dimensional de) el espacio (x lt x 2 , .. ., x n ) en (otro re- 
cinto 7i-dimensional de) el espacio (u lt u 2 , ...,u n ), pero dicha 
correspondencia degenera, como vamos a ver ahora en el caso 
de anulación idéntica del jacobiano. 

En el caso de una función de una variable, la condición 
u(a:)=c t0 puede interpretarse en el sentido de que a (un seg- 
mento de) el eje x (dimensión 1) le corresponde un punto 
(dimensión 0) en el eje u, o bien en el sentido equivalente de 
que u = u(&) satisface una relación independiente de x, lo que 
en vista de la generalización subsiguiente, se expresa también 
diciendo que existe dependencia funcional para u = u(x). 

Def. Si las funciones [68-17] están definidas para los pun- 
tos de un recinto cerrado y acotado D del espacio (x lt ..., x n ), 
diremos que existe una relación entre ellas independiente de 
las variables x x , ..., x n , o también que son funciones depen- 
dientes en D, cuando existe una función $(ui,U 2 , ...,u n ) no 
idénticamente nula en ningún entorno completo de un punto 
del espacio (u 1} u 2 , ...,u n ), tal que sea 

[68-19] í» [Ui (x lt ..., x n ) , .. • , Un (^l, • • • , *^n) ] = 

= F(x lf . .x n )= 0 


idénticamente nula en D. 

En este caso, la transformación [68-17] hace corresponder 
al dominio D de n dimensiones un conjunto de dimensión me- 
nor en el espacio (u lf ..., u n ). 

Obsérvese que $ no necesita contener explícitamente las n 
variables u lt ..., u n , y que por tanto, si p funciones son fun- 
cionalmente dependientes (p <n), ya lo son las n. 
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Mjemplos: 1. Las funciones 

u = x(y — z) , v = y(z — x) , w = z(x — y) 

3a ÍU a-TlTi t l, de t P »? ndÍenteS ’f?' ,eS existe Ia íunción no idénticamente 

mua _ u + v + w, tal que se twane 

$(u,v,w) = x(y — z) + y(z — x) + z(x~y) = 0 

identicamente nula en el espacio (x,y,z), es decir, a todo (recinto de) 
■•1 espacio (x, y, z) corresponde (un recinto de) el plano u + v + w - 0 
en (u,v,w). ~ ~ w ~ u 

Obsérvese que aun cuando se manteng-a nula + en los puntos de di- 
punto a (ít\ n w) eS ldentlcamente nula en nin S ún entorno comple^o de un 

E1 jacobiano del sistema es: 


9 (u, v, w ) 
'd(x, y, z) 


y — z x —x- 

— y z — x y = o. 
z —z x — y 


2. Las funciones 

u = 2 xy + 2x + 1 , v = x"y a + 2x a y + x a _ 1 , 

son también funcionalmente dependientes, pues transforman (un recinto 
ue) el plano (x, y) en (un arco de) la eurva 

v = (f + 2 y + l) (~~j - 1 = i(u a — 2u — 3) 

d«> (n,v). Aquí puede tomarse $(m, v) = u* - 2u- 4v — 3 y es también 
idonticamente nulo el jacobiano 


9 (u, v) 

9 (x,y) ~ 


2y + 2 '¿x 

2 xy 2 + 4 xy + 2x 2 x a y + 2x a 


3. Si las funciones 

u = u(x,y) , v = \(x,y) 

. talüS que ? ns segundos miembros no dependen efectivamente de y 

nínñoV/, "°,° í Unclones de /> tendremos (§ 29-2) una curva en eí 
pi.mo (n,v) y efectivamente entonces es ídénticamente nulo: 


9 (u, t) 
9 (#, y) 


Uj o; 
v„ 0 I 



/') Ahora estamos en condiciones de entender la formula- 
(lel teorema fundamental. 


I hou. Dadas las n funciones [68-17] de las n variables in- 
a<l><'jitlinitcs x h ..., x n con derivadas parciales continuas en 
"" (lnm n}<\ acotado D de estas variables, la condición necesa- 
i iti !i snjiciente vara que sean funcionalmente dependientes en 
. r.s- i/rc/r, vara que valga idénticamente en D una relación 
»• i-M nm 'i’ (u\, ...,u n ) no idénticamente nula en ningún en- 
enmv }**** un vpito del esvacio es que el 

)«< ohiano [(,8-18] sea identicamente nulo en D. 


I'EM; h,) La condición ca necesaria. Supongamos se cumpla [68-10] 
i,, " lllc " mtml< ' ( '" l) P»™ ‘I*(»«. u K ) no idénticamente nula en ningún 
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entorno completo de un punto (u¡,U 2 , ...,u n ). Derivando [68-19] respecto 
de Xi por la regla de funciones compuestas (§ 67-2), será 

9F _ 9<p 9tti 9<P 9 Ui ^ 9m " = 0 

9 Xi ~ 9 Ui ' dx¡ <hh¡ dxi ” ’ 9 u n ’ dx¡ 

(i= 1,2, .. .,n). 


Este sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en las 9$/9 u¡ es 
posible (§ 15-6, b) para $ no idénticamente nulo (§ 66-2, cor. 1°) cuaitido 
es nulo el determinante [68-18] de los coeficientes; sólo si es 9<E>/9 m) = 0, 
(j = 1,2, .. .,n) podría ser J+0 (§ 15-6, 6), pero tales puntos, donde 
J + 0, no pueden formar un entorno completo de un punto (Xi°, xf, ..., x n ), 
pues a él corresponderia un entorno completo de (u°, uf, . .., u n ) , al po- 
der despejar (§§ 68-2 y 67-7) las Xi, x 2 , ..., x a del sistema [68-17]; 
entonces, ahí sería dq>/du, = 0, es decir, $(íti, u*, ..., u n )= 0 (§ 66-2, 
corol. l^ e hipótesis [68-19]) en dicho entorno completo, contrariamente 
a lo supuesto respecto de la función +. Así, pues, aún los puntos excep- 
cionales, donde 9$/9m # = 0 (j = 1,2, ...,n) son de acumulación (§ 64-4, b) 
de aquéllos para los que J = 0 y por continuidad, para todo (x>, x 2 , ...,x n ) eD 
cerrado (§ 64-4, nota 1) resulta J idénticamente nulo en D. 


6 a ) La condición es suficiente. Basta proceder por inducción. El /teo- 
rema es cierto para n = 1, pues la condición J = 0 equivale a la u, = 0, 
de donde (§ 35-3) u(a:)=c (constante) y basta escoger la función no 
idénticamente nula $=u — c, para oue se verifique [68-19], es decir 
<p[u(a;) ] = F(a:)= u(») — c = 0, idénticamente nula en x. 

Supongamos, pues, cierto el teorema para un sistema de n —1 fun- 
ciones de n —1 variables y demostrémoslo para n funciones de n varia- 
bles para lo que suponiendo que [68-17] no son funcionalmente dependien- 
tes, vamos a ver que en algún punto de D es J 4= 0. 

Probemos primero que no todas las du,Dx n (j = l,2; ...,n) sop idén- 
I icamente nulas en D. Pues en caso contrario, las [68-17] serían in- 
dependientes de x n (§ 35-3) : 


Ui = Ui (x¡, x 2 , . .., x n -¡) 


[ 68 - 20 ] 


u n - 1 = U„-i(Xi, Xs, ..., X n -i) , 
. U n = Un (x¡, X 2 , . . ., «n-l) , 


lo que vamos a ver es incompatible con la hipótesis de que no son fun- 
cionalmente dependientes. En efecto, en algún punto de D ha de ser 


9 (u¡, U 2 , ..., Un-l) _j_ q 
9(Xi, x 2 , .. .,X n -i) 


|iara que por hipótesis inductiva las n —1 primeras funciones [68-20], 
y por tanto las n funciones [68-20] no sean funcionalmente dependientes. 
Entonces, de las n — 1 primeras ecuaciones [68-20] podrán despejarse 
(§ 68-2) las x, = x,(u h .. .,u n -i), (j = 1, 2, ...., n— 1) , y sustituídas en 
ln última [68-20] se habrá obtenido una función de la forma 

<|>(Ml, . . .,Un-l, U n ) =U n - U„ [Xl(Ml, . . . , Un-l) , . ■ ., X„-i (Ul, . . .,M„-l)] 


• |ii<¡ ovidentemente no es idénticamente nula en u¡, u-, ..., u n -¡, u n , pues 
/<„ sólo figura en su primer término y que en cambio se anula idéntica- 
monte en x¡, x 2 , ..., x n -i, al sustituir u¡, u 2 , ..., m„ por las funciones 
| 68-20] y entonces éstas serían funcionalmente dependientes en contra de 
lo ¡mpuesto inicialmente. 

Al no ser todas las 9 M ,/9a:„ (j = 1, 2, ..., n) idénticamente nulas en 
I», podemos suponer que tal ocurra (cambiando si fuera necesario la nu- 
morneión do las u¡) jiara 9w„/9x„. Existe entonces, al menos, un punto 
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do D en el cual *u,J*x n + 0,ya causa de la supuesta continuidad de la 
derivada, esta desigualdad se mantiene en todo un entorno de dicho pum 
to. En tal entorno, de la última [68-17] se puede despejar (§ 68-1) : 

[68-21] *n = Í{Xl,Xí, . . Un) 

y sustituir en las [68-17] dando n — 1 relaciones y una identidad: 

fUj = Uj[ai. Xn-l, t(Xi, . ■ ., Xn-i‘, Wn)] = (ÜJ {Xi, . . ., Xn-l', U n ) , 

[ 68 - 22 ] 0 ' = 1 , 2 , ...,n— 1 ) , 

[*i,..., Xn-1, €(*1, . W»)] = (On(Xi, . . .,X n -t; Wn), 

donde la última función será en realidad independiente de *>» **» •■•* *»■*» 
reduciéndose simplemente a la variable u n . Si derivamos las [68-22] res- 
pecto de Xi, (i= 1,2, .. .,n—1), se obtienen 


[68-23] < 

que prueban es 
[68-24] 


3(o, 

3*i — 

3 Uj 

3 u, 

JL 

dxi 

+ 

3*4 

3(On 

dUn 

3 Un 

_3£_ 

II 

? lá 

dXi 

3*n 

3*4 


(j,i= 1,2.«— 1), 


dui 


3tti 

3£ 

3mi 

+ 

3ui 

3£ 

3wi 

3*i 

+ 

3*n 

3*1 

’’ 3* n -! 

3*n 

3*»-i 

’ 3*n 

3ií»n-l 

+ 

3Wn-l 

3£ 

3ttn-l 

+ 

du n -i 

3£ 

dUn-1 

3*i 

3*n 

3cci 

1 ' ’ 3*n-l 

3*n 

3*n-l 

’ 3*n 

3 Un 


3 U n 

3£ 

3 Un 


3 Un 

3£ 

3ttn 

3*1 

+ 

3*n 

• 3*i ” 

' " ’ 3*14-1 

+ 

3*n 

3*n-l 

’ 3*n 


P ara 

3 ( 0 ) 1 , (Oj, . . (On-l) 

[68-25] •»> = .*„> ' 

pues, desarrollando el determinante [68-24] por los elementos de su úl- 
tim'a fila (§ 13-4, b) , todos los términos del desarrollo son nulos porlas 
últimas n-1 identidades [68-23], salvo el último ctue por las pnmera. 
relaciones [68-23] y la [68-25] es precisamente el producto que ligu 
en el primer término de [68-24]. . 

Por otra parte, el determinante de [68-24] no se altera (§ 13-■ , «*) 
si reS'tamos de su primera columna el producto de la ultima por £/ i, 
de la segunda columna el producto de la última por as J s " ce8 j; 

vamente, quedando entonces reducido dicho determmante al [68- ], 

que prueba se cumple 

[08-24'] Jl • J 

cm todo el entorno donde se han establecido las [68-22] . . 

En este entorno no puede anularse idénticamente Ji, P™*» 

.... i lis 0)< (7 = 1,2. n — 1) serían dependientes, por la hipotesis m 

ductiva, y’ la relación de dependencia contendría tambien u n , de 
cxistiria una función $(wi, ..., w.- 1 ) no identicamente nula en Ui, u*, ..., 
Un i, tnl quo _ 

<l>[(0l (xi, . . ., Xn-lJ Un), ..., (Dn-l (Xl, ..., Xn-l', Un) ] — 

= <T>[u,-{ X„ . . ., Xn-l, £ (xi, ■ ■ ., Xn-l’, Un)J ■ ■ 

, . . ., Un-l( X„ . . ., Xn-1, £ (Xl, ■ ■ ■, Xn-l’, Un) [] = 0 , 
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idénticamente en n..svj! Por [68-21] puede hacerse £=*. 

arbitrario del entorno considerado, lo que prueba seria 

$[Ui(Xi, . . ., Xn-l, Xn), .. .,Un-l(*l, •• .,**-!,*")] = 0 

„ r , M es decir las n — 1 primeras funciones 

ídenticamente en x,.x n -i, »n, es aecix, v fnncional- 

[68-17], y por tanto también las n funciones .[68-17], senan tunciona 

mente dependientes, en contra de la hipotesis ínicial. 

Como oor otra parte, dun/dx n no se anula en nmgun punto de en- 
torno^ZsiTcrado 4da ’probado por [68-24'] 6ue J no puedo anularse 
idénticamente en este entorno y por tanto, tampoco en D como quena 
mos demostrar. 

Notas: 1. Se demuestra análogamente (véase bibüografía,^ nota• IH) 
mie si el iacobiano J no sólo es idénticamente nulo, sino que aun la 
característica raáxima en los ^ puntos del domin 10 ' D es ^as^ uncio- 

nes^ 1/^.T^^independienterde lTs variables x„ ¿ ..., x n y r fun- 

variedad n — r dimensional de puntos (u„ w», u n ). 

2. También se demuestra que dadas n íunciones con n > + p ™™bles 
independientes, la condición necesaria y suMentp par.a ™ es 

relación entre las funciones, independientemente de las vanaoies, 

que los ( U + P ) jacobianos de las n funciones respecto de cada combi- 

nación de «"vnriable. independientes, sean idéntica^mente nulos.^^ ^ 

En particular, para que ■. í(x„x„ • ••»*") J 1’ ’ es necesa- 

función de la otra, independientemente de las x„ xt, ■ ■■, «> 

rio y suficiente que . 

3f 3g = iL • i£- =...=—: — 

dxi : 3*i d X‘i ’ 3* 2 9iCn dXn 

idénticamente en x„ x-¡, .... x n . 

4. Dependencia lineal: wronskiano. — Def. 1. Dadas n fun- 
ciones de una variable en un intervalo [a, &]: 

[68-26] u x = Ui(a), ..., u n = u„(a:) , 

se dicen linealmente devendientes, cuando existen constantes 

C lt ..., c n no todas nulas, tales que 

[68-27] CiUi(a;) + • • • + c « u n(a0 = 0 » 

en todo punto sce[a, 6] ; se dirán linealmente independientes en 

caso contrario. 

Notas • 1. Para n = 1, l a definición anterior equivale a decir que 
u,(x) es linealmente dependiente si u,(x) = 0 para xt[a, b]. 

9 Ppríi n 1 las funciones [68-26] son siempre funcionalmente de- 
ven ÍJr^áX“). amr cÍando sean linealmente mdepen- 

dientes. 

Def. 2. Dadas las n funciones [ 68 - 26 ], supuestas deriva- 
bles hasta el orden n — 1, se llama wronskiano de estas fun- 
ciones al determinante 





174 


XVIII. FUNC. DE VARIAS VARIABLES. DIFERENCIACIÓN § 68 -4 


U\ U 2 . . . U„ 

UY U'o ... U n ' 

[68-28] W = W (u u ...,u n )= u x " u 2 " ... u n fl 


\ll 2 (r ^ 1) . . . 2í n ( ”~ 1> | 

Teor. 1. Si A¡ es el adjunto (§ 13-4, a) de u i (n ~ 1) en el 
wronskiano [68-28], entonces es: 

u í 0 si j =0,1 . n —2 , 

[68-29] 2 Ui (j) Aj = | W si j = n —1 , 

l W' si j = n , 

supuestas las funciones [68-26] derivables hasia el orden n 
para la última igualdad [68-29]. 

Se deducen inmediatamente: de § 13-4, 6,, el caso j — n — 1 (des- 
arrollo de W por la última línea), y de § 13-4, b los casos j = 0,1,2, 
...,w — 2. Si recordamos la regla de derivación de un determinante 
(§ 32-5), el determinante W' será suma de n determinantes, siendo los 
w —1 primeros nulos por tener dos filas iguales (§ 13-3, c 2 , corol.) y 
coincidiendo el último con [68-29] si j = n, al desarrollarlo por los ele- 
mentos de la última fila. 

Teor. 2. Si las n funciones [68-26] derivables hasta el or- 
den n — 1 son linealmente dependientes en [ a,b ], entonces el 
wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en [a, b]. 

Pues de [68-27] se deducen 

c lUl (í> (z) + ... + c„u n (>, (a:) = 0 , (j = 1,2, .. ,,n — 1) , 

que con la de partida forman un sistema que para todo a:e[a, 6] se sa- 
tisface para c¡, (i = 1 , 2, .. .,n), no todas nulas, y para ello es necesa- 
rio (§ 15-6, b) que se anule el determinante [68-28] para todo »e[a, &]. 

Teor. 3. Si el wronskiano [68-28] es idénticamente nulo en 
\ a, /<] y si en ningún punto de ( a, b) se anulan simultánea- 
mente los adjuntos A » (i = 1 , 2 , ..., n) de su última línea, en- 
tonces las funciones [68-26] son linealmente dependientes en 
ía,b ]. 


I»km. Si E, son los adjuntos de la penúltima línea del wronskiano 
|()H-2K], la derivación de A«, (i = 1, 2, .. ., n), por la misma razón que 
•'ii el teorema 1, muestra que es 

[08-30] A/ = — E¡ , (i=l, 2, ...,n). 

I’or otra parte, al no ser todos los adjuntos A¡ simultáneamente 
iiiiIoh, el wronskiano W, idénticamente nulo, tiene característica n — 1, 
y coino por el teorema 1 y su análogo para las E¡, (¿=1,2,...,«), se 
vorifica 


w. ,,, Ai + «. (,, A a + ... +m„ (>, a„ = 0, 1 
M» (,, Ei + u» (l) E a + ... + ?t„ <í, E„ = 0. | 


(3 = 0,1,2, ...,k — 1), 
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[68-31] 


resultarán (§ 15-6, d) proporcionales 

Ei/Ai = Ea/Aa = « . • = E„/A„ , 
y teniendo en cuenta [68-30], quedará 

Ai' Aa' _ A.»' 

[68-31] — 

para todo xe.(a, b ). 

Si se pone 

M a = Ai 3 + A. a + • • • + A» » 
será M distinto de cero en todo xe(a, b). De [68-31] se deduce 

A/ Aa' _ An' __ A.Ai' + A®A/ + ••• + AnA»/_- 


A, "3.." A. ~ H* M- M 

y por tanto se podrá eseribir 

. MA.' — M'A ^ _ Q (í- 1,2, ...,«). 

M 

Esto indica que la derivada de At/M es nula en todo (a, 6), por lo 
que (§ 35-3) existen constantes c, no simultáneamente nulas tales que 

en (a, b) sea „ . 

A./M = c, , (t= 1,2, ...,»). 

De ahí y [68-29] para j = 0, se deduce que en [a, 6] es 
M (Cizq + . . . + c„íi„) = 0 , 

equivalente a la [68-27], como queríamos demostrar. 

Nota 3. Si todos los adjuntos At, (¿=1,2, ...,«) se anulan simul- 
táneamente en un mismo punto de (a, b), la condicion lmeal [68-27] 
puede cambiar sus coeficientes c¡ a uno y otro lado de dicho punto. asi, 
en el ejemplo de 1 ’eano u x = x*, «■ = «!. |*l, el wronskiano es 


W =|2* 2 1 x | | 

para todo valor real de *, y sin embargo, las funciones »i, tfa no son 
linealmente dcpendientes en cualquier intervalo que contenga el ongen en 
su interior, pues para x > 0_se cumple Ul (x) —u a (a:) —0, mientras que 
para x < 0 es Ui(x) + u a (x) = 0. , , 

Por el teorema de identidad de las funciones analiticas (§ 44-!, b), 
esta anomalía no puede presentarse cn las funcion.es desarrollables en 
serie de potencias. Otra condición necesaria y suficiente de dependencia 
lineal se da en el ejercicio 12. 


Ejercicios 

1. Si <í>(x,y) verifica $(0,0) = 0, y en el rectángulo R: \x\<a, 

| y | < b es continua y cumple la condición de LiPSCHiTZ 

(*) | f (x, Y)— l(x,y)\ < k\Y — y\, (x,Y)eR, (x,y)e R, con k < 1, 

existe un rectángulo R': | * | < «', I V I < & donde la ecuación <S>(x,y) = y 
admite una solución y = í(x) continua para \x\<a, obtenida como li- 
mite de la sucesión de funciones: 

(**) yi(x) = tj>(x,0) , y¿(x) = <t>[x, yi(x)j , ..., 

y„(x) = $[x,yn-i(a:)] , ••• 

2. Demostrar que la solución í(x) del ejercicio 1 es única. 

3. Utilizando los resultados y notaciones_ de los ejereicios 1 y 2jle- 
mostrar que si F (x,y) y F v (x,y) son contmuas en R y F 0 0) _ U, 
|. „(0,0) + 0, la ecuación F(x,i/)=0 tiene en un mtervalo ] a: | < a so- 
luoión continua única y = l(x) tal que f(0)_0. 
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4. Diremos que un conjunto de puntos (x 1 ,...,x n ; Wi ,...,u m ) de 
Eii+m forma una rama V de la solución del sistema de funciones implí- 
citas definidas por [68-11], si se cumple: 1°) Es conexo (§ 64-6, y nota 
I, c ); 2 9 ) Para cada uno de sus puntos (ai, ...,a n ; bi,...,b m ) existe 
un entorno de E n+m donde no ocurre que dos distintos puntos de E n+m 
sean correspondientes (tengan la misma proyección) de un mismo 
(Xi,...,x n ) de E„; S 9 ) A cada entorno de (bi,...,b m ) de E m corres- 
ponde un entorno de (Oi, ...,a n ) en E„ tal que cada punto del entorno 
de E„ sea la proyección en E„ de un punto de V en E„ +m que tenga 
Por proyección un punto del entorno considerado en E m . Demostrar que 
en el teorema de' § 68-2, si las funciones F/ tienen derivadas parciales 
continuas, existe una sola rama V que - contiene el punto (oa, 
b¡,...,b m ), tal que está formada por puntos que cumplen las hipótesis 
del teorema y se prolonga hasta sus puntos frontera no pertenecientes 
a ella, caracterizados éstos por la anulación del jacobiano [68-12]. 

5. Aplíquese el ejercicio anterior a estudiar las ramas de las solu- 

ciones de: l 1 ?) — — Xi=0, 2m,m 2 —x 3 =0; 2 1 ?) u a — x = 0 (com- 

párese con el caso anterior extendiéndola al campo complejo); S 9 ) »i a + 
+ ;Ca a + w 3 — 1 = 0. 

6. Si las funciones [68-11] dependen de p parámetros Ci, ..., c p con 
valores correspondientes a los puntos de un recinto C p de Ep de tal modo 
que en el teorema de § 68-2 se verifiquen las condiciones 2^, 4^ y 69- de 
continuidad y diferenciabilidad respecto de un recinto de puntos (a;i, .. .,x n ; 
Ui, ...,u m ; Ci, ...,c P ) de E n+m+P cuya proyección sobre E p contenga C p y 
las condiciones l^ y 3^ se verifiquen en (a h ...,a n ; bi, ...,b m ) de É, +m 
para todo (Ci, ...,c p ) de C P ; demos'trar que para cualesquiera valores de 
(c,, ...,c p ) correspondientes a todo dominio (§ 65-4, def. 4) contenido 
en C P se obtienen las funciones u, = f, (x u ...,x n ; <h , ...,c„) del teorema 
de § 68-2 que además resultan continuas y diferenciables respecto de las 
M + p variables Xi, ..., x n \ Ci, ..., c p . 

7. Demostrar que no son independientes las funciones u=x/y, 
v = (x 3 — l/")/(x a + y 2 ) y hallar la relación que las liga. 

8. Demostrar que no son independientes las funciones u = x + y + z, 
v==x í + 2 / 3 + z a — X y — yz — zx, w = x* + y a + z 3 — 3 xyz y hallar la re- 
lación que las liga. 

í). Demostrar que si todas las normales de una superficie z = z (x,y) 
cortan al eje z, la superficie es de revolución. 

10. Demuéstrense los teoremas enunciados en § 68-3, notas 1 y 2. 

11. Demostrar. la dependencia lineal de las funciones xcos“a: f 
c oob‘ x, x cos Ax, x. 

12. Si las funciones u+x), ..., u„(x) son continuas en [a, 6], y 

b 

oo pone U* = J Uh(x)Uk(x) dx, es condición necesaria y suficiente para 

a 

NU dopcndencia lineal la anulación de su determinante de Gram (cfr. 

§ 60-6, nota 1, y Cap. XVII, nota II, a): 

G(ui, ...,u n )= det-jEfcJ- , (h, k = 1, 2, ...,«). 

13. Demostrar que si a lk son constantes, el wronskiano de las funcio- 
noH a.iMi + ... + etuWn, (i=l,...,n) es: det -¡ a a [. W (mi, ..., u n ). 
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NOTAS AL CAPÍTULO XVIII 

I. Espacios topológicos y métricos. — a) La>Matemática y la Fisica 
modernas tratan siempre de obtener con la maxima ^eneralidad posible 
los resultados buscados o las propiedades de los entes lo f lco f, qu f* 
dian, haciendo para ello un análisis profundo tendiente a delmutar 
ceptos primitivos y proposiciones fundamentales que forman los sl | tema ¡ s 
de axiomas y postulados sobre los que basan sus diversas teorías (§1-7). 

Analizar hasta qué punto las propiedades que ataneu a 1 °L °3 S 
tos dependen de las condiciones que definen a estos y por tanto c " a1 ?® 
Hon las condiciones de que podemos hacer abstraccton en el P roceso de 
generalización de un concepto dado, servira no solo para dar valor . ma J 
oxtenso a dichas propiedades, sino tambien ha.ra comprender mejor e 
l'ondo último que entraña el concepto objeto del analisis. ,, , 

Los métodos matemáticos utilizados hasta hace unas cuantas . decad ^_ 
por los físicos se referían siempre al espacio euclideo de tres dimen ® 
nes; Minkowski primero, Einstein despues, les condu J e f on 0 

los espacios riemannianos refendos a la nocion de es P ac ™~¿ ie ™ P 
punto de universo, utilizando cuatro o cmco dimensmims Pero roto ya 
el hielo, los físicos han advertido que la teona de los es P acl0S . a ^ stract 
les permite razonar sobre elementos de naturaleza no es P ecltlca f a ’ 1 
lo que importa son las propiedades expresadas formalmente, P recisan ; c di 
(i la manera empleada en la teorías abstractas, para poder asi Pj cscmd 
en el razonamiento de la misma naturaleza mcognoscible de los elementos 

' KtU Con°eÍlo se consigue también prescindir del apriorismo «entiñco, m- 
cluso en la noción de espacio físico, cuya naturaleza se consldcra 
eondicionada por la experiencia. Actualmente la Geometna euclidea no 
üene el valo/absoluto que Kant le asignabaU “Las 
métricas son apodícticas, esto es, todas ellas se prescntan^con la cert.e 
interna de su necesidad”. Muy al contrano se esta con H V0N H^lmhOLZ 
quien al hablar (1870) sobre el origen y la sigmficacion de los axioraa. 
geométricos 2 ya afirmaba que la intuicion del espacio euclideo provien 
do la noción de cuerpo sólido, abstraccion fisica, y de la que se pas^ 
imturalmente a la Geometría euclídea. Riemann tumbien decia Mu 
chos sistemas diferentes de hechos pueden presenterse como suficientes 
,mra la definicíón de las propiedades metncas del esP u «o, así, \aa más 
importantes son aquellas que eligió EUCLIDES. Estos hechos son como to 
dos los demás no necesarios, pero estan de acuerdo con la e xP e f ien 
cia.. . ”. Con esa misma experiencia que hoy Einsiein trata de f] ost f 
nos como más acorde, no con la Geometria euclidea, sm0 con esa otra 
i|ue el mismo Riemann en intuicion genial, creo el siglopasado 

La generalización del concepto de espacio euclideo de tres dime 
ncs aplicada a conjuntos de entes que tengan propmáades P ai ? cldas a las 
iiMenciales de éste, se hace de manera que pueda ser objeto de i vn.AnA 
Hsia general, en el que se definan conceptos analogos a los‘ conocldos d ® 
hi teoría elemental de funciones y que conserven las P 10 P lcdades qn f 
más interesen, según la aplicacion que de ellos qmeia 
lin visto que el espacio abstracto mas general que pueda dar lugara 
dicho estudio es un sistema en el que se determine la nocion de proxi- 

midad” respecto de los entes que lo formen. 

A un conjunto de elementos de una misma naturaleza desconocida, 
«. voluntariamente ignorada, se le llama, según FreGHET, clase abs J. ra ^ 
y las condiciones que en forma de axiomas se ímponen a dichos eleme., 

1 Crltica de la razón pura (Parte 1*. Libvo I, Cap. I. § 3). 

« V'ortr/ioc nud Hedc.n (T. 2. 4? ed., BraunachweÍK, 1896). 

1 Abhandl. d. Ktin. Geecllsch. d. Wieecnech. Giittinacn. vol. 13 < 1867). 
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Ioh y entre los que figuran como fundamentales los que introducen la 
proximidad, determinan diversas categorías de espacios abstractos. 

Se obtendrán “ejemplos”, “interpretaciones concretas” (§ i-8), “apli- 
caciones” o “casos particulares” de un determinado espacio abstracto, si 
mo toma como “punto” de dicho espacio el elemento de una clase concreta 
<io entes matemáticos (funciones, vectores, elementos o figuras geométri- 
«■us, series, grupos de números, etc.) siempre y cuando se puedan definir 
los conceptos y demostrar las proposiciones que introducen aquellos axio- 
mas referidos a la clase concreta de entes matemáticos' tomados como 
"puntos” (cfr. § 1-8), 

b) La noción de proximidad puede introducirse previamente a la de 
distancia y aun sin necesidad de que ésta exista; así puede efectuarse 
mediante la noción de entorno (abierto o cerrado). 

Un espacio topológico E (Hausdorff) corisiste en un conjunto I de 
clomentos llamados puntos de E y una familia Q de subconjuntos G de I 
que llamaremos conjuntos abiertos de E, tales que cumplan las siguien- 
tes condiciones ( tomadas como axiomaa en el concepto abstracto) : 

Hi) E1 conjunto vacío 0 y el total I pertenecen a O, es decir 
0 kíí, IeO. 

Ha) Si GieO, GaEQ también pertenece a o su intersección Gi" Gaeíi. 

Ha) La unión de nna familia cualquiera de conjuntos G pertcnecien- 
tes a o es un conjunto perteneciente a Q. 

Hi) Si los puntos ael, btl son distintos, a=|=b, existcn simpre con- 
juntos GatO, G«.eO tales que aeG«, beG» y que además sean disjuntos, 
es decir G 0 " G» = 0. 

E1 establecimiento de la familia O efectúa la topologización del con- 
junto I para convertirlo en un espacio E. 

Todo conjunto abierto G que contenga el punto a se llama entorno 
de a. Una base es una familia Ou.de conjuntos abiertos tal que para 
todo atl y cualquier entorno G de a, existe un conjunto BeOu tal que 
HtB(g)G. 

Si se toman como conjuntos abiertos los que se han definido métri- 
cumente en el espacio euclídeo E„ (§ G4-4, nota 2), se demuestra fácil- 
mente que éste es un caso particular de espacio topológico, es decir, se 
cumpien entonces como teoremas los axiomas de IIausdorff. 

Obsérvese que (H a ) no implica que cualquier familia (infinita) de 
conjuntos G tenga una intersección pei’teneciente a {}. Por ejemplo, para 
/a interpretación concreta constituída por la recta euclídea, la familia 
ilu intervalos ■{ (— 1/v, 1 /n) \ con n número natural cualquiera, tiene co- 
ino intersección el origen, que no es un conjunto abierto. 

En el espacio topológico abstracto E, se define el conjunto cerrado 
E(' )I como el complemento (Cap. I, nota I) de uno abierto, es decir, 
pot deí'inición es F cerrado si CF = I — Ff.jí. Los conjuntos vacios 0 
y total I son a la vez abiertos y cerrados (IL). 

Por las leyes dualítivas del álgebra de conjuntos (Cap. I, nota I), la 
iriti'rsocción de una familia cualquiera de conjuntoa cerrados, es un con- 
Junto cerrado (cfr. H 8 ), mientras que la unión de un número finito de 
conjuntOH cerrados es un conjunto cerrado (cfr. H a ). La topologización 
'b'l «'Hpacio puede hacerse dualmente mediante familias de conjuntos ce- 
i rados en lugar de abiertos. Obsérvese que puede ocurrir que la unión 
<i" una l’amilia infinita de conjuntos cerrados no sea cerrada; por ejem- 
plo, on la recta euclídea, la unión de la familia de intervalos cerrados 
11 1 /»; I 11, con n número natural cualquiera, es el intervalo semice- 
rrado (U; l|. 

DikIo un subconjunto cualquiei’a X(^)I, por definición se llama 
chunwra de X, y se designa por X, a la intersección de todos los con- 
JuntoH ccnndos K que contionen X. Por tanto, siempre X(^)X. La 
froutora do X, dcsignada por frX, se define por la fórmula frX — 
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= x~I_X. Es fácil demostrar que X - fr X = X, bas ándose en las 

definiciones anteriores, pues X-(X_2_I — X) = X ~ (X - l — X) ( = )X°, 
X-(X-I — X) (^)X- [X-(I — X)] = X~ [X~(I — X)] = X~I = X , 
(cfr. Capítulo I, nota I). 

E1 interior X° de X se define por el conjunto de puntos pertene- 
cientes a X que no pertenecen a su frontera, es decir: 

X° = X — (X ~ fr X). 

Acaso sería más simétrico definir el interior como el máximo abier- 
to contenido en X, es decir X° = U G. Ambas defimciones son 

G(^)X 

equivalentes, porque s i G (g¡ ) X -> I — G (§ ) I — X y por ser cerrado 
I — G, será I — G(>)I — X(§)fr X y por tanto G(g)X —(X"fr X). 
Por otra parte, X—(X "frX) es ahie rto, pues su complemento (I —X)- 
-frX = [(I — X)-X] "I — X=I — X es cerrado. (Es (I — X)-X(S) 
(g) (I —X)-X = I). ^ - 

Para todo conjunto abierto G es G° = G, pues I G —I G por 
ser I — G cerrado, de donde 


G " fr G = G " (G " I — G) = G - [G ~ (I — G) ] = G ~ (I — G) = ©. 

Dos conjuntos X é Y se Uaman no rampantes, si ningún punto de 
uno de ellos pertenece al interior del otro, es decir, si (X Y )-(Jv x) 

= 0 , aun cuando puedan tener comunes puntos frontera. 

c) Si un conjunto X de un espacio topológico abstracto E es la unión 
de dos subconjuntos AyBno vacíos tales que ningún punto de uno de estos 
pertenece a la clausura del otro, es decir, X = A - B, A ©, a =F 0. 
(A." B)-(A " B)= 0, entonces diremos que A y B constituyen xma.se- 
paración de X, escribiendo X = A|B. Un conjunto X de E se llama 
por definición desconexo si existe alguna separacion X —A | o. itm caso 
contrario, se llama conexo. Por ejemplo en el plano euclideo, dados dos 
círculos tangentes exteriormente, si consideramos sus mteriores, tendre- 
mos un conjunto desconexo, pero basta agregar el punto de contacto para 
tener un conjunto conexo. . 

Se llama componente de X a un conjunto A(^)X tal que A sea 
conexo sin ser parte (§ 1-1) de otro conjunto conexo íncluido en X. 
Si A y B son ambos componentes distintos de X, debe ser /V B — © • 

E1 conjunto X se llama totalmente desconexo, si cada componente 
de X se reduce a un punto. Por lo tanto, los conjuntos formados por 
un solo punto, y sólo ellos, son a la vez conexos y totalmente desconexos. 

Un espacio topológico E se llama localmente conexo, si para cada 
conjunto abierto G de E, toda componente de G es un conjunto abxerto. 

' Se llama recinto a un conjunto abierto y conexo, segun ya vimos 
en § 64-5. Como allí, a la clausura de un recinto se le llama recmío 
cerrado o, más brevemente, dominio. En el plano euclídeo, si la írontei 
de un recinto acotado tiene una sola componente, el recmto os s vmple- 
mente conexo. En el plano eucUdeo, el orden de conexion es ígual al nu- 
mero de componentes de la frontera del recinto, si este es acotado (cti. 
§ 64, ejercicios 12 a 15). 

d ) Si a cada par de elementos a y b distintos o coincidentes de 
un espacio topológico se le puede asignar un numero real fimto Q(a,b) 
que cumpla los axiomas de la distancia: ,. . 

Di) La distancia o(a,b) es un numero real fmito correspondiente a 
cada par de puntos del espacio, que es nula cuando y solo cuando ambos 

puntos coinciden a = b. , . „ 

Da) o(b,c) < o(a,b) +o(a,c) para puntos a, b, c cualesquieia del 

espacio (condición triangular), 
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Mi; dice que el espaeio es metrizable y cada distancia así introducida de- 
rine un correspondiente espacio métrico. Éste queda ya en principio es- 
tructurado por la noción de distancia que se considere, pues mediante ella 
piiede definirse el entorno y de ahí llegar al concepto de punto interior, 
con.junto abierto, cerrado, clausura, etc., como se ha hecho en el § 64-4 
siguicndo la teoría clásica. 

I)e los postulados Di) y D 2 ) se deducen fácilmente los dados en 
'i 64-4. En efecto, para crb en D 2 ), teniendo en cuenta D,), se obtiene 
0 ' ‘¿q(h, b), es decir, la distancia es un número no-negativo. Por otra 
parte, para c = a en D s ), teniendo en cuenta Di), se obtiene p(b, a) < 
p(a, b), válida para todo par, y por tanto, aplicada al par b, a, da 
o(n. b) < o(b, a), de donde con la anterior se obtiene la condición de 
siinetría e(a, b) = Q(b, a). 

E1 espacio euclídeo (§ 64-4) es un espacio métrico de distancia dada 
P°r [64-4]. En efecto, es inmediato ver que se cumple el axioma D,) de 
l¡i distancia. Se cumple también la condición triangular D-_>), porque po- 
niendo u¡ — a¡ — b¡, v¡ = c¡ — a¡ (i = 1, 2 , ..., n) , nunca es negativo el 
Innomio de segundo grado en l: 

'0 < £ (bf,-fV () 2 = + 2 \%UiVt + Vv , 5 , 

de donde su discriminante debe ser 

(Ní ¡ iVl ) 3 — (5>< 2 ) (Vv. 2 ) < 0 , 

llamada dvsigualdad de Cauciiy-Schwarz (Cap. XVII, nota II, b). 

Por consiguiente, 

íKmi + Ví ) 2 < v? fl J 4 - 4 . 2 V’ (vuú’) (vi+) = (Vvm',^ 4 - V'vv , 2 ) 2 , 

y de aquí resulta 

e(b,c) = V$(u¡ + v¡) 2 < VXur + = o(a,b) + t >(a,c) , 

como queríamos demostrar. Obsérvese que además se da en < el signo 
, cuando y sólo cuando existe algún valor de ). que haga 
S Q.u,+v t y = 0 , 

os decir, sea c¡ = (l-(-X)a ( — \b¡ (i = 1 , 2 , ..., n ), equivalente a que los 
puntos a, b, c estén en línea recta (§ 64-4). 

En el espacio cuyos puntos son sucesiones x = (x h x h .. .,x„, ...) de nú- 
mcrus reales o complejos tales que las coordenadas x¡ forman una serie 
absolutamente convergente, puede definirse la distancia mediante 


o(a, b) 



por cumplir los axiomas D,) y D-). Sin embargo aquí, el origen de 
i'oordenadas 0 = (0, 0,0, ...) y los puntos unidad u, =(1, 0, 0, ...), 
1,1 (6.1,0, ...) no están en línea recta [64-5], v sin embargo 

odi.u,) i q( 0, u.) = o(ui,u 2 ). 

I'lnto no ocurre en el importante espacio conereto de Htlbert, cuyos 
Pi'iitos son sucesiones x=(x,,x„, ...,x„, ...) de números reales o qomple- 
ioi tnles que la serie 


co 

2 | *, j* 

; = 1 

' oiivorju y donde la distancia se define por o(a, b) = + V'V j a¡ —b¡ í 2 , 
poi' MiT dlo natural generalizacicn a infinitas dimensiones del espacio 
< ui'Udeo !í„ (cfr.. § 1)6). 

<•) Dudos dos conjuntos X y X*, se establece una trnnsfonnación 
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unívoca, aplicación o representación x* = T(x) de X en X*, si a cada 
punto xeX se le hace corresponder un solo punto imagen T(x) = x*eX*. 
Puede T hacer corresponder a puntos distintos Xi y x 2 de X una misma 
imagen en X* y no todo punto de X* debe ser necesariamente imagen 
de algún punto xeX. Respecto de un conjunto A(5?)X, designa T(A) la 
imagen de A (es decir, el conjunto de las imágenes de los puntos de A) 
obtenida en X* por la transformación T. Respecto de la transformación 
T, se llama conjunto inverso T - 1 (A*) de A*(^)X*, al conjunto de pun- 
tos xeX para los que T(x)eA*. Si A* tiene un solo punto x*, entonces 
T^(x*) es el conjunto inverso o preimagen del punto x*. 

Dados dos espacios topológicos E(I, fí) y E*(I*,Q*) y una transfor- 
mación unívoca T(I) (5j)I*, se llama T continua en el punto ael, si para 
cada conjunto abierto G*e¿* que contenga el punto T(a), existe algún 
conjunto abierto Gefj tal que aeG y T(G)(í|)G* (cfr. § 24-6). 

Si T es continua en todo punto de E, entonces T se llama continua 
sobre E. Una transformación T(I)=I* se llama topológica o se dice 
también que es un homeomorfismo (Poincaré), si T es biunívoca (§ 2-8) 
y por tanto T' J (I*)=I es también biunívoca, y además T es continua 
sobre E y T " 1 es continua sobre E*. Si respecto de dos espacios topoló- 
gicos puede establecerse algún homeomorfismo T(I)=I*, entonces y sólo 
entonces se dice que ambos espacios son homeomorfos. E1 homeomorfismo 
es una relación de equivalencia (§ 1-5), es decir, es una relación binaria 
(entre espacios topológicos) que es refíexiva, simétrica y transitiva. 

E1 intervalo cerrado lineal I formado por los números reales x tales 
que a^x^b con la distancia q (x h x 2 ) = \ x¡ — Xn\, es un espacio topo- 
lógico (métrico). Un espacio topológico cualquiera homeomorfo con el 
intervalo cerrado lineal I se llama arco simple de Jordan (definición 
que generaliza la incluída en § 29-2). E1 arco simple y = T(I) tiene por 
extremos los puntos T(a) y T (b), independientes del homeomorfismo T 
elegido para transformar I en y, extremos que según el orden en que 
se tomen fijan una u otra orientación del arco simple y. 

II. Lema de Borel: espacios compactos. — a) En el espacio euclídeo 
E n subsiste el lema de Borel enunciado con las mismas palabras emplea- 
das para los conjuntos lineales (Cap. VI, nota III) y demostración aná- 
loga por el método de la dicotomía adecuadamente adaptado a varias 
dimensiones (§ 64-4, nota 3). 

En los espacios topológicos abstractos de Hausdorff (nota I), se 
toma el lema de Borel como definición axiomática de los espacios com- 
pactos (según Kuratowski) . 

Dado un conjunto X(^)I del espacio topológico E, se llama cubri- 
miento abierto de X a una familia -¡G) de conjuntos abiertos G de E 
tal que para cada punto xeX existe al menos un entorno Ge-{G[ tal que 
xeG. Si la familia ]G[ consta sólo de un número finito de G el cubri- 
miento abierto se llama finito. 

El conjunto X del espacio topológico E se llama compacto cuando 
todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito. El es- 
pacio mismo E(I, fi) se llama compacto cuando esta condición se cumple 
para X = I. 

E1 intervalo lineal cerrado a 25 x ^ b es un espacio topológico (mé- 
trico) compacto (Cap. VI, nota III), mientras que el intervalo lineal 
abierto a<x<b es un espacio topológico (métrico) no compacto, am- 
bos con la distancia q(«i, x 2 )=: | x¡. — x 2 \. 

E1 espacio euclídeo E n (sin puntos impropios) no es compacto. En 
cambio, todo conjunto cerrado y acotado del espacio euclídeo E„ es com- 
pacto (lema de Borel). Como esta propiedad es la base de las principa- 
les consecuencias referentes a los conjuntos cerrados y acotados (Cap. 
VI, nota III), en topología general, donde la noción de acotación no 
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lieiic sentido, el conjunto compacto reemplaza al acotado cerrado del es- 
pacio ordinario. 

Un conjunto X del espacio topológico E se llama un continuo cuando 
es compacto, conexo y tiene por lo menos dos puntos distintos. Algunos 
uuLorcs sustituyen la última condición por la de ser no vacío y entonces 
‘1 conjunto formado por un solo punto es también un continuo. 

En los espacios compactos puede simplificarse la definición de ho- 
nioomorfismo (nota I); en efecto, en espacios topomgicos cualesquiera, si 
la transformación T(X) = X* es biunívoca y continua sobre X y ade- 
nuis X es compacto, entonces X = T _1 (X*) es también continua. Para X 
no compacto, la conclusión puede no subsistir, aunque X* sea compacto; 
por ojemplo, si consideramos que X está constituído por x g 0 y x = 1, 
con los entornos formados por la intersección de X con los de ía recta 
cuclídea real y lo transformamos en el X* constituído por el segmento 
ú % V '5 1, con entornos también de la recta euclídea real, mediante la 
transformación biunívoca y continua T dada por y = e 11 si x < 0, y — 0 
si x --= 1, vemos que en cambio T" 1 no es continua (nota I). 

b) Otros autores, siguiendo a Fréchet, en lugar de partir de la no- 
ción do entorno como hace Hausdorff (nota I), parten de la relación de 
arumulación, mediante la atribución a cada conjunto X de un derivndo 
X' (cfr. § 64-4, nota 2) con correspondencia que satisfaga a propieda- 
dos axiomáticas que definan así implícitamente el concopto de espacio 
topológico. Por ejemplo, ellas son: l?) X' - Y' = (X - Y)'; 2^) el deri- 
vndo del conjunto formado por un solo punto es vacío; 3°) X''(í=)X', 
donde X" es el derivado de X'. Éste es el llamado por Fréchet espacio 
topológico accesible. 

Estas propiedades son duales de las siguientes de la clausura X de 
un conjunto'X (nota I): l 9 ) X-Y = X-Y; 2^) la cl_a_usura del com 
junto formado por_un punto es'el mismo conjun'to; 3?) X’=X, donde Y 
cs la clausura de X. Éstos son los axiomas de clausura que sirven a 
Kuratowski como punto de partida de la Topología. 

En la escuela de Fréchet se define la compacidad tomando el teo- 
ri'ina de Bolzano - Weierstrars (§ 64-4, nota 3) como definición ca- 
nicterística (o axiomática). Así, un conjunto X del espacio E se llama 
cumpacto (en E) si cualquier subconjunto infinito de X tiene un punto 
do acumulación (punto de E) que puede peftenecer o no a X. (Por 
'ucmplo X = (l/n[- con n número natural cualquiera no es compacto en 
•'l espacio métrico 0 < x < 1, pero sí lo es en el espacio métrico 
1. con distancia en ambos dada por o(* i,xa)=\xi — x 2 ¡). Esta 
noción rcemplaza a la de conjunto acotado del espacio ordinario. La co- 
rn'spondionte a la de conjunto acotado y cerrado es la de conjunto com- 
l>arto ,'u sí para el que se exige que el punto de acumulación pertenezca 
i‘l mismo conjunto X. Entonces, para los espacios métricos se cumple el 
loimi 'lc Borel, y así en los espacios métricos el coniunto compacto en sí 
'I.' I' ici ' iii-.T equivale al compacto de Kuratowski. Ello no ocurre en un 
cíipacio topológico general y por ello la relación de acumulación se com- 
l'lica ron consideraciones sobre la potencia o número cardinal (Cap. II, 
ii"i¿i II) del conjunto acumulante. FréCHET dice que X es un conjunto 
iircf,■cUtmmte compacto (en sí ) si para todo subconjunto infinito C de 
X ''xmlo uii punto (de X) tal que el interior de cada uno de los entornos 
d'' « i<• piinLo contenga un conjunto de puntos de C con la misma poten- 
' ía qu«' X. Y así la condición necesaria y suficiente para que X cumpla 
'•l li'iim do Borei, (sea compacto en el sentido de Kuratowski), es que 
xca pciTcctamente compacto en sí en el sentido de FréCHet. 

III Hibliograffa. — 1. Las obras citadas en el volumen I sobre cálcu- 
lo iii l’in¡ti'.HÍrnal abarcan también, en general, el estudio de las funciones de 
viuiiiM variahlcs. A ellas nos henios referido en el Cap. VI, nota VI, y Cap. 
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IX nota VIII. Recordamos en especial los textos de J. Rey Pastor (E(e- 
mentos de la teoría de funciones, & ed., 19 5 3 ), Courant, Valle- 
Poussin, Severi, Levi, Valiron, Goursat, Graves, Sagastume y Hobson. 

En la 2?- edición del volumen I se han agregado ademas las siguien- 
tes citas: 

Abarcando desde el número real hasta jntegrables dobles:_ 

J. Abdelhay: Curso de análise matemaüca, (2 vols., IJniv. Brasil, 
Río de Janeiro; 2A ed., 1953); 

la extensa¿ANGOLDTTrefundic^n de K. Knopp) : Einführung in die ho- 
here MathemaUk für Studierende und zum Sfibstudium. I. 
tionen Grenzwerte, analytische Geometne, Algebia, Mengenleh'y e, ll.V f 
ferentialrechnung unendliche Reihen, Elemente der Differentxalgeometne 
und der FmktiZentheorie-, III Inlegralreehnung m 

Funlctionentheorie, Differentialgleichungen (Hirzel, Stuttgait, J- ea., 

1948); , 

la didáctica y adaptada a programas modernos. ed 

A Dusciiek: Vorlesimgen uber hohere Mathematik (vol. 1, ó- 
1960 vol. II, 2^ ed., 1958; vol. 111, 2^ ed., 1960; Sprmger Viena) ; 
la excelente obra de tratamiento meticuloso del Análisis in f^ tes ^ a Lf a i. 
sico, resaltando los aspectos teóricos, con cuyo P'W*® ejem- 

mente de lado las aplicaciones, pero con abundancia de ejexcicios y ejem 
nlos de natui’aleza estrictamente matematica. , , 

1 4 OSTR0WSKI: Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung 
/r Fvnküonen einer Variablen, 2» ed., 1960; II. Di ferentialrechnung 
anf dem Ge'biete mehrerer Varidblen, 2* ed., 1960; III. Integralrechnung 
auf dem Gebiete mehrerer Vuriablen, 1954; Bikhauser, Basilea) , 

y d G° H P Auf°T, y G? A^MANN^C? PAUC: Differential- und 

SLfrts íSfST ?::st« Gruyter 

2. Otro curso moderno de iniciación universitaria es: 

F Tricomi: Lezioni di Analisi Matematica ; Parte V* _(6^ e d’» ^“IS) > 
Parte 2A (4^ ed., 1939); Esercizi e Complementi (1949; CEDAM, l adua). 

Obra que contiene mucho material moderno en forma muy condensac 
y casi telegráfica, con notaciones no usuales, es: 

G. Aumann : Rcelle Funktionen (Sprmger, Berlxn, 1954 
Obra original por su innovación conceptual al efectuar la chsüncio 
entre magnitml variable (función real definida sobre un conjunto arbx- 
trario) y función de variable de Weierstrass (funcion r ®al defmida so 
bre el conjunto de los números reales), escrita como curso de mxciacion 

umvg’Sitaria^s. modern approach (2^ ed., Illinois In-stitute 

° f ^Superancío' lof cufsos \ntuitivos, pero prescindiendo demasiado de toda 
motivación de ese tipo, se logra mechante la sistematica °?£ U roso y 
la eontinuidad y diferenciabihdad umformes, un tiatamiento íiguroso y 
no difícil para una amplia clase de funciones, en la obia. _ 

R. L. Goodstein: A text-book of Mathematical Anahjsis The um- 
form calculus and its applications (Clarendon Press, Oxford> 1948 j; , 

Los cursos comunes que se siguen en Norteamerica paxa la 
ción suelen caracterizarse por su superf iciahdad con lo que no ^ atan d 
abrir horizontes que eleven a los mejores aluxnnos de la co^tx nxediocr 

dad, y no intentan, como los eurppeos o los n^TSúmero y 

gidos a los postgraduados, de mirar mas a la seleccion al - nni J cciól f 
asnirar más a la elevada formación que a una adocenada mbtruccion. 
Entre los más correctos, para la iniciación umversitarxa y egan 
la derivación parcial e integrales multiples, pueden citarse. 
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G. B. T'homas: Calculus and analytic geometry (2* ed., Addison-Wes- 
l'-y, Cambridge, Mass., 1953; con edición reducida a Calculus, 1953); 

... -f" Randolph y M. Kac: Analytic geometry and calculus (Mac- 

millan, 1946). 

A éstos siguen los.cursos de “cálculo avanzado” que comprenden de- 
nvacion parcial, análisis vectorial, geometría diferencial, integrales múl- 
t.'ples y curvilíneas, trascendentes eulerianas, series de Fourier y temas 
Huplementarios como cálculo de variaciones o transformación de Laplace. 
I'n texto que se distingue por su rigor completamente satisfactorio y la 
oxtrema precisión de enunciado y demostración de los teoremas es: 

D. V. Widder: Advanced Calculus, (Prentice-Hall, Nueva York, 1947). 

Otros muy reputados son: 

W. Kaplan : Advanced Calculus, (Addison-Wesley, Cambridge, Mass., 
1962 ) ¡ 

y Ips d° s siguientes con numerosos ejercicios e indicaciones para su reso- 
hición, de los cuales el segundo está orientado hacia las técnicas de 
cálculo de interés en las aplicaciones, dejando de lado demostraciones y 
cuestiones de fundamentación tratadas en el primero, al cual hay fre- 
cuentes referencias: 

Ph. Franklin: A treatise on advanced calculus, (Wiley, Nueva 
York, 1940); 

Ph. Franklin : Methods of advanced calculus (McGraw-Hill, Nueva 
York, 1944). 


3. Sobre teoría de conjuntos y espacios abstractos están las obras 
do IIAUSDORFF, Fraenkel y Hahn citadas en Cap. IX, nota VIII. Expo- 
sición muy completa y original de topología conjuntista contiene el mo- 
numental tratado de Bourbaki (citado en Cap. I, nota IV, 9). 

Es clásico el texto crítico como repertorio de resultados obtenidos 
con abundante bibliografía hasta la fecha de su publicación, ya lejana 
para el tema tratado: 

M. Fréóhet: Les espaces ahstraits (Gauthier-Villars, París, 1928). 

La obra más importante sobre topología conjuntista, que cubre un 
material inmenso en orden lógico estricto, con bibliografía abundante, ex- 
celente para referencia y también como texto (no apropiado para princi- 
piantes) es: 

C. Kuratowski : Topologie; I. Espaces métrisables, espaces complets 
(2‘> ed., 1948); II. Espaces compacts, espaces connexes, plan euclidien 
(2 11 ed., 1952; Monografje Matematyczne, m* 3 - 20 y 21, Varsovia). 

Obra más incompleta es la de 

W. SierpinskI: General topology, (Univ. Toronto, 1952). 

Del mismo autor, trata de topología como capítulo de la teoría gene- 
i al (1(> conjuntos una parte del libro: 

W. Sierpinski: Algébre des ensembles, (Monografje Matematyczne 
n 9 23, Varsovia, 1951). 

Kxposición muy general y abstracta, no adecuada para principian- 
Ioh, os: 

<¡. Nóbeling: Grundlagen der analytischen Topologie (Springer, Ber- 
lln, 1054). 

K.s ln primera parte de un excelente tratado autocontenido de carác- 
lcr elevHdo y extremadamente general sobre espacios vectoriales topológi- 
com, y contiene importantes resultados nuevos en un estudio muy detallado 
d«’ los cuerpos conmutativos valuados, la obra: 

li. Nachbin: Espaqos vetoriais topologicos. I. (Notas de Matem., 
n'-' 4, Boffoni, Río de Janeiro, 1948). 

A i-Hpacios lineales se dedica el libro V: Espaces vectoriels topologi- 
•lit' ti, do ln l a parte de la obra de Bourbaki (citada en Cap. I, nota IV, 9) 
del (|Uo hc han publicado los dos primeros capítulos (Act. Scient. et Ind., 
n w 1189; Hermnnn, Pnrís, 1953); sobre el mismo tema es clásica la céle- 
bro obrn do 
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S Banach : Théorie des opérations linéaires (Monografje Matema- 

tvczne, n<? 1, Varsovia, 1952; Chelsea, Nueva York, 1955). _ 

Una lúcida y concisa exposición, apropiada para lectores con pocos 
conocimientos matemáticos, conteniendo cuestiones sobre conjuntos, topo- 
Iogía, probabilidad y medida referidas a la recta real es 

E. Borel: Éléments de la theone des ensembles, (Albm Michel, ra 

^ 13 ’ De^uñ tipo aún más elemental son los libritos de Favard y Verriest 

(Clta Orientadí a dar u’n fundamento general al J^inTTopohgie 

lar en sus propósitos a los dos pnmeros capitulos del libro n J v ()l ° 9 ¿ 
générale) de la obra de Bourbaki (citada en Cap, I, nota IV, 9) es ia 
obra de orientación moderna y tratamiento refmado, con valiosa colección 

de e ^j r ^ icl ^®,‘ LLEY . Geneval topology (Van Nostrand, Toronto, 1955) ; trad. 
al castellano: Topología general (Eudeba, Bs. As., 1962). 

4. Una obra completa, dedicada tanto a la topología conjuntista co- 

mo a la combinatoria es . . 

P. Alexandroff y H. Hopf: Topologie. (Sprmger, Berlrn, 1935, Kd- 

Waid La topolog¿°combtnatoria está también muy bien tratada en el libro 

de w^Threlfall: Lehrbuch der Topologie (Teubner, Leip- 

zig 1934; Chelsea, Nueva York, 1947), traducción castellana: Lecciones 
de topología (Instituto Jorge Juan, Madnd, 1951) . C4imlTlfío 

Más concisos y abstractos son los siguientes, de los cuales el segund 

compkme^ntac^Pi Y^^lgebraic topology, (American Math. Soc., Nueva 

Y ° rk S. Lefschetz: Topics in topology, (Annals of Mathematics Studies, 

n 9 10; Princeton Univ. Press, 1942). , . , „„ 

Del mismo autor existe el didáctico texto, que con un mmimo de me- 
dios auxiliares resuelve los problemas y obtiene los teoremas que 
típicos e importantes en la topología y sus aplicaciones: 

S. Lefschetz: Introduction to topology, (Princeton Univ. Press, 

1949).’ , , 

Clara y elemental introduccion es la de 

L. S. Pontrjagin: Foundations of combmatonal topology, (UrayiocK, 
Rochester, N. Y., 1952). 

K.^Reidemeister: Topologie der Polyeder und kombinatorisohe Topo- 
loqie der Komplexe, (Akademische Verlag, Leipzig; 2- ed., 1953). 

Conteniendo una exposición completa de la nueva teoria axiomatica 

de la s.“SRG St y VT^ml^Foundations of algebraic topology, 

(Pri E C ntre las^obras 6 íe entreVenimiento y divulgación que tratan temas 
de topología, tan adecuados a este objeto, están: 

W. W. Rouse Ball: Mathematical recreaüons and essays. Revised oy 
H S. M. Coxeter, (Macmillan, Nueva York, 1947); . 

D. Hilbert y S. Cohn-Vossen: Anschauliche Geometne, { Sprmger, 
Berlín', 1932) ; traducción inglesa: Geometry and the imaginaüon, (ühel- 

S6a ’ E s* tamWén^curioso y fascinante el libro siguiente ^ ^ 

nes para construir modelos en papel, carton, madera flexible, plastico. 

alambre _^o metaL^ ^ A p Rollett: Mathematical models, (Clarendon 

Press, Oxford, 1952); 

basado sobre todo en el completo tratado de 

H. S. M. Coxeter: Regular polytopes (Methuen, Londres, 1948). 
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FÓRMULA DE TAYLOR EN VARIAS VARIABLES 

§ 69. Derivación sucesiva y fórmula de Taylor 

1. Derivación sucesiva. — Si i(x, y, • • .,w) admite deriva- 
das parciales en todos los puntos de un recinto y estas admi- 
ten a su vez derivadas parciales, las nuevas funciones asi de- 
finidas se llaman denvaclas segundas de f, las <deriv: ada * 
éstas se llaman derivadas terceras de f, etc. Si es n el numero 
de varLdes, hay n derivadas primeras, ^ Begundae 
ras etc., números que se reducen bajo ciertas condiciones, por 
ser iguales varias de ellas, como pronto veremos. _ 

Eefiriéndonos especialmente al caao de dos vanablM, fca 
derivadas segundas de u = t(x,y) en el punto (x 0 ,y o) 
presentan por esta notación: 

Í¡cx(Xo, Vo) , ixAxo,Vo) , ivAxo, Vo) , iw(x o,2/o) , 

v al variar el punto, las fundones derivadas segundas > (que 
suelen llamarse brevemente denyadas segundas sm peligro de 
confusión con los valores numencos en el punto (x,y)), se ae 
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donde se ha empleado la notacion ae 

primeras y segundas en los miembros mtermedios. En luga 
rio f ó se emplean también í¡p, u¿». . 

Si las variables independientes son x, y, z, las denvadas 

segundas serán: 

U M , Ury , u xz , U V x , u yu , Uy Z , ... 

y las terceras: 
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U xxx — —— 

/ 3 2 f \ 

3 3 f (x,y,z) 

d*u 

dx 

\ 3a: 2 ) 

dx* 

dx s 

u - 9 

3 y 

I ^ ) 

\ 3a; 2 / 

3 8 f (x,y,z) 

3 x 2 dy 

II 

CO 

Ui » 

u ”’ = ~t 1 

f 3 2 f \ 
1 3 xdy) 

3 3 f (x, y, z) 
dxdydz 

3 3 m 

dxdydz 


Para el caso de más variables convendrá designar éstas 
por x lt x 2 , ..., x n y emplear las notaciones: 

fn> fi 2 , fai, ..., f»n o bien u 11} u 12 , ..., w» n , 

111, 112, Íll3, ...» Innn O bíen U lllf U 112 , U 112 , . . ., í¿nn». 

Ejemplo. Calculemos las derivadas parciales segundas de la función 


j., . * xy* 

t(x,y) = 

J!L _ J». , _l!_ . _£L i a*f ^ 

a * 6 + 18 ’ d x 2 ~ 3 5 3*92/ = T“ 

JL _ _£E_ . _LL _ ^ _ v- 

' V ® ’ dy 2 3 ’ ” 3¡/3* 6 

Ei ejemplo anterior nos muestra que para ese caso particular es 
esto, como veremos (§ 69-2), no ocurre siempre. 

2. Commitabilidad de la derivación sucesiva. — Para una 

I uncion poco sencilla, tal como 


u = Qx*y 2 — 7 x 2 y + 5xy* , 
sus derivadas primeras 

u x = 18 x 2 y ,¿ — Uxy + 5 y s , u y = I2x*y — 7a: 2 + lbzi/ 2 

Hon a primera vista lo bastante distintas para impedirnos pre- 
ver la i^ualdad de las derivadas segundas cruzadas: 

Uw = 36x 2 y — Ux + 15 y 2 = Uy X . 

Sin embargo, ésta se hace plausible si consideramos las di- 
eiencias segundas. De igual modo que la derivada segunda en 
unciones de una variable es caso particular del límite de un 
cociente mcremental (Cap. XII, nota I, d), veamos la relación 
existente entre las derivadas segundas de f (x,y) y las dife- 
rencias 

<f A x f(x 0 , y 0 ) = f (x 0 + h, y 0 )— f(x 0 ,y 0 ) , 

169 1 | Aví ^ X °' V °^ = í( ' Xo,v °L k ) — f (%o, Vo) , 

A tu f = A v (A x f) = [f(a: 0 + h, y 0 + k)—f(x 0 ,y 0 + k)-\ — 
— [f(x 0 + h,y 0 )~ f(x 0 , y 0 )\ , 

A x (A u f) = [f (x 0 + h, y 0 +k)—f(x 0 +h,y 0 )\ - 
[f (x 0 , y 0 + k) — f (x 0 , 2 / 0 ) ]. 
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Salta a la vista la igualdad 
[69-2] A xv f(x 0 ,y 0 ) = A yx f (x 0 , y 0 ) , 

v el significado geométrico de ambos miembros es éste: suma 
de valores en dos vértices opuestos del rectangulo de mcreme 

tos menos suma en los otros dos. vpqn ltflTi es- 

Aplicando el teorema del valor medio (§ 85-1) resultan es 

tas expresiones: . _ 

( Ay(A x f) = k\_fy(X 0 +h, 2/0 + 02^)- f»(*0, 2/0 + 02«) J» 

[69-3] | Aa(Atff) = *,[f.(fic 0 +Bifc, 2/o + fc)—f.(*o + 0ifc,2/o)], 
0 < 9i < 1 , (i = 1, 2), 

suponiendo solamente la existencia d e derivadas 
nosólo en el punto (x 0 ,y 0 ), sino tambien en un entorno U de 
él o más estrictamente en el respectivo segmento paralelo a los 
e es coordenados que pasan por (*o, Vo) ; según sean las nuevas 
hipótesis que introduzcamos, resultan ímportantes teoremas. 


Tfor 1 ( Llorente* ). HIP. «,) ExÍHten números poaitivos K y H tales 
aue p™a\k \<Ky | M < H exieten t,(x., V, + *> V M* + *> ») i 
p,) Si es A-f el valor común de [69-2], existe 

[89-0 =X; 

Tesis: Existen y son iguales 

169-5] f»,(»«, 1/«) — fv* (»o, V") = x - . 

Fn pfecto recordemos que cuando existe límite doble y existe el ii- 
mite^interior^'deT^sucesivo, entonces existe el límite sucesivo exterm y 

coincide con el límite doble (§ 65-2, nota 1). Apliquémoslo a lirn^ — 

lim _l_r lim -^L], pues por «,) existe el límite interior: 

A 2 f r +(Af) 
lim — i —= l™ u — 
h —> 0 h h —» 0 

r f (*. + h , Vo + fc) — * («o, V° + /c ) _ f ( Xo + h ’ v,,) ~~ | 

lim- l ' h J 

= f x (xo, 2/o + k) — f«(*o, V«), de donde existe: 

íx(Xo, Vo + k) - fj (Xi), Vo) _ 

=(*°> vo) = , —- ir 

ic —> u 


= U» +r lim +] = X. 

k 0 k L h —» 0 n J 


Del mismo modo, aplicando la última [69-1], de «,) y § 65-2, nota 1, 
obtenemos que existe 

f v (x o + h. Vo) — f»(íeo, Vq) _ 

f„*(*«•, V») = h 

,. l " > 1 r r A„ (A„f) 1 , 

— hm -z—\ lim -r = A > 


= lim 
/i —> o 


f [ lim = *. 

h L k o k J 


y por tanto queda demostrada la tesis [69-5]. 


F. LlOBENTB González-Gallakza : Euclidea xv. pp. 259-264 (Madrid, 1955). 
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8 (SCHWARZ >‘ HIP ' “> f„ en un entorno U de 

/ ia ) Existe en el entorno U y es continua en (x 0 , y „); 

TesIs : Existe en este punto f vx y se verifica la ignaldad [69-5] 

v por exSth^f U d f f ' en H ’ se cum l )le la ültima [69-3] 

dió, dando ’ P S V ° IVer a aphcar el teorema del valor me- 

í? 9 ; 6] A ^ f => / A " f ) = ** í.i(* + Bih, y n + efc), 

h i pótesfs^’del 6 teorema'T'para f 0 /!' 1 ' ei ¡ ( f°’/°), resulta . se (:uni P+ la 

e n 

(»„^ K - 3 <B0N ™ T) - H,p - «) f.. f. « «» entorno U *, 

to (%! £)T tm ** U ril!n:OTd “ 8 *"■ f " » «°* omttw» « pm- 
Tesis : 

^ 66 ^ f*v(%o, y n ) = f v *(x 0 , y 0 ) . 

.»«25ÜSSS5 

d. (J.X); 4 ' <H ™-«- Hlp - «) ^ieten f., f, « míi entorno U 

-uponemM ya ÍZtfnZ l’ s0 " Wtrenciatle. en con (o ,ue 

p iuw y¿. exiatenxes r«„ í.„ en dicho punto (S 66-4). 

Tesis: Es f a¡v (x 0 ,yo)=:f vi o(xo,yo). 

Ins [69 3Í e S 0 Lfól C S d ?i a ,£5 da termiu .° J del Parentesia de la segunda de 
H , (by 6] la hipotesis de diferenciabilidad (§ 66-4, De'p.) : 6 

f * (íCo + 9lh > f + /c > ~ f ” <*»> 2/o> = «iM- («o, 2/«) + /cf,„ (¿, y„) + gj0 

±«(*,+ Oih, y n ) — f m (xo,y 0 ) = Otht mm (x 0> y 0 ) + 8a p , 

con ei-»0, e a ->0 para p-» 0, de donde al restar: 

— hkf mv (x 0 ,y 0 ) + (8i — e 2 ) Iiq. 

h« ílíduce ente ’ P ° r permutación de * P°r V, de la primera de las [69-3] 

Ai/(A*f) = khf VI (xo, y 0 ) + (e 3 — 8 i)/íp , 
con En —> 0, e 4 —> 0 para q —» 0. 

obtíJ*; ÍeUaldad 169-3:1 y de ,as dos para k = k = e /VY. 

Asyfjxo, y 0 ) - 

p*/2 ~ f*v(x 0 ,y 0 ) + ^2(8!—-e 2 ) = í vm (x 0 ,y 0 ) +• V¥(e a -- e 4 ). 

Haciondo en ésta »->(>, resulta [69-7), como queriamos demostrar. 

Notas : 1 . Obsérvese que mientras el teorema de Schwakz evivp 
ma» por una parte (existencia de t„ en un entorno y continuidad en el 
Lr,ü. ’u de Heffth, (poeo des és encontrado por YodÑg) 

*±'í: seBundas » ei y ad ° ; 

mi.ntra n s V r.°d f a f™' 1> “ ra eV¡tal ' confusiones ' on A.„ eonduce a f„, 

'i' '** f emostra ciones subsisten para cualquier número de variables, 
ih. hLo que en a derivacion respecto de dos de ellas se conservan cons- 
tniittjN l„H demiis. Por tanto, una función de tres variables tfene seis de- 
ri vikIun segundas, diez terceras, etc. Una función de n variables que ad- 
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mite n a derivadas segundas, sólo tiene n(n+l)/2 distintas. En gene- 
ral, el número de derivadas sucesivas vendrá dado por el de combinacio- 
pes con repetición (§ 11-4, nota) que pueden formarse con las variables 
independientes respecto del orden de derivación respectivo. Finalmente, lo 
mismo que en el caso de las multiplicaciones en monomios (§ 4-2), puede 
alterarse arbitrariamente el orden de varias derivaciones consecutivas, 
siempre que las derivadas obtenidas sean continuas. Por esto, para defi- 
nir una derivada basta indicar el número de veces que se deriva respecto 
de cada variable independiente. 

Ejemplo. Dada la función 


f(x,y) = 


x —y 

*y —r P ara 

x ¿ + y 2 


(%, v) (0, o) 


L 0 para x = y = 0 , 

resulta continua en (0,9), pues | f (x, y) | < | xy |. 

También es derivable hasta el segundo orden, pero en cambio, la 
derivación no es conmutativa en (0,0), pues, sobre el eje y existe: 


f,(0, y) = lim 
h —> 0 


f(h,y)—f(0,y) 

h 


lim y 
h —^ 0 


h* — y~ 
W + y* 


sobre el eje x existe 


f„ (#, 0) = lim 
k —> o 

De ahí resulta 


i(x, k )—f (x, 0) 
k 


lim x 
/c-> o 


x a — k* 
x 2 + /c 3 


+ x. 


f. v (0,0)= — 1 =£ fv»(0,0) = + 1. 

Obsérvese que en este ejemplo no se cumple la hipótesis (3i) del teo- 
rema de Schwarz, porque f»„ no es continua en (0,0), ya que f*„(a;, 0) = 
= + 1 si x 4= 0. 

Tampoco se cumple la hipótesis |3i) del teorema de Heffter- Young 
porque para x 2 + y 2 > 0 es 

L(x,y) = y [ 1 + 2y 2 ■ | ¥* — V + sq -• 

donde el último miembro representaría para lim e = 0 la diferencial 

Q —> 0 

total del primer miembro en (0,0) si éste fuese diferenciable en dicho 
punto (§ 66-4), pues f„(0,0)=0, f.„(0,0) = — 1, y en el origen coin- 
ciden h = x, k = y, siendo en este caso Af»(0, 0) = f m (x, y) —f a (0,0) = 
= f m (x,y). Si despejamos e de los dos últimos miembros igualados, ha- 
ciendo x=y = Q/\f2, quedaría 8 = V2" que no tiende a 0. Por tanto, 
f» (x, y) no es diferenciable en (0,0). 


3. Diferenciales totales sucesivas: fórmula simbólica. — 
a) Observando; (§ 66-4) la definición de diferencial de 2 = 
= f(x,y) : 

df = f x (x, y ). üx f f y (x, y) .A y 

vemos que df depende de x e y (pues f X (x,y) y f v (x,y) son 
funciones de x e y) y también de los incrementos Ax, A y. 

Si como en el caso de una variable (§ 38-2), damos a Aa;, 
A 2 /, valores fijos, la diferencial df depende sóío de x é y, y 
considerada como función de estas variables podrá tener a su 
vez una diferencial que llamaremos diferencial segunda de f 
e indicaremos con d 2 f: 


d 2 f = d(df). 
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Análogamente representaremos la diferencial de tercero, 
cuarto, ..., enésimo orden de f (x,y) por d 3 f, d 4 f, ..., d n f 
respectivamente, donde 

d 3 f = d(d 2 f), d 4 f = d(d 3 f), ..., d n f = d(d’^f). 

Si las segundas derivadas existen y son continuas en el 
punto considerado, existirá diferencial segunda (§ 66-4, teor. 
2), y teniendo en cuenta la conmutabilidad de la derivación 
(§ 69-2, teor. 2) vamos a obtener su expresión. 

Por haber supuesto fijos Ax = da;, A y = d y, resulta 

d 2 f = d (df) = d (-?£-) áx + d d y = 


/ 0 2 f j . 3 2 f 
\3a; 2 X dxdy 


iy ) áx+ {Si áx+ S iv ) iv= 


9 2 f j , , o 3 2 f j , , 3 2 f ^ 9 

Observemos que la expresión d 2 f puede escribirse en la 
forma 

df = (4-+ dí/ irP ’ 

donde el exponente simbólico (2) indica que después de elevar 
al cuadrado debemos reemplazar las potencias y productos de 
los símbolos de Jacobi por índices de derivación. 

En general, si existen y son continuas las derivadas n-é si- 
mas en el punto considerado, se tendrá: 

[69-8] df = (d*-¿-+ , 

donde se aplica, con la convención anterior, el desarrollo de la 
potencia de un binomio (§ 12-1), expresión que vale también 
para n = 1. La [69-8] se demuestra por inducción completa: 


d n f = d (d*- J f) = d £ 2 

-*[2P? r ] 


1 ln — 1 


dx^-'d y' 


■da; n - 1 - r 


dr] = 


[ 71 -1 

2 
r = C 


-i / n — 1 


3 n f 

3.r n - r 3 y T ' 
3 n f 


_da*»-i- r 

dx n - 1 ~ r dy r+í 

3 n f 

> 


dr] = 


dx^dy' 
I n — 1 


“ J. ( r ) áX ~ áyr ’ 

ya que, según § 11-4, b, es (”“*) + [r — l) = ( r ) ’ 

Para el caso de más de dos variables independientes, se lle- 
gu a un desarrollo análogo, pero aplicando ahora la potencia 
do un polinomio mediante la fórmula de Leibniz (§ 12-2), 
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con la misma convención anterior respecto de las potencias y 
productos de los símbolos de derivación: 

/3 3 \ (m) 

[69-9] dH(x u x 2 , .. .,x n )= láxt—+ ...+dx n —j f = 


n! r 2 ! ... r„! dx x r i dx 2 r *... dx n 


— dx! r i da; 2 r a ... <hc„ r n , 


donde r\ -f- r 2 + ... -f r n = m representan todas las descompo- 
siciones posibles de m en n enteros no negativos. 


b ) Hemos visto (§ 67-2) que la expresión de la diferencial 
total primera [67-7] es la misma, aunque las variables de que 
depende la función diferenciada sean a su vez funciones de 
otras variables independientes. Esta importante propiedad no 
subsiste para las diferenciales de orden superior. Pues, por 
ejemplo, en la diferencial segunda, ya no podrán tomarse dx, 
dy como parámetros fijos, sino como diferenciales funcionales, 
que tienen a su vez d 2 x = d(da:), d 2 y =d.(dy), dando 


[69-W] m = [ Ax ± + A y±) m f+ lL a*. 


Si x é y son independientes, por ser entonces d 2 # = d 2 y = 0, 
queda la fórmula dada anteriormente. 


4. Derivadas y diferenciales sucesivas de las funciones im- 
plícitas. — Supuestas cumplidas las condiciones de existencia 
(§ 68-2) de las funciones definidas implícitamente por el sis- 
tema [68-11], el método de la anulación de las sucesivas dife- 
renciales totales es muy cómodo para obtener las sucesivas di- 
ferenciales y derivadas parciales de dichas funciones implíci- 
tas, como ya se ha hecho (§ 67-6) para las de primer orden. 

Así, respecto de las diferenciales totales primeras de 
[ 68 - 11 ]: 


[69-11] 




du\ +...-}- 


d U\ -f ... + 


dwj + ... + 






I i)4 
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ni suponemos que las funciones Fi, (i = 1, 2, ..., m ), tienen 
dcrivadas segundas continuas, podremos volver a diferenciar 
lotalmente, teniendo en cuenta que daq, . . dx n son parámetros 
nidependientes, mientras que d u lf ..., dw w son diferenciales 
funcionales. 

Aplicando la potencia simbólica d^ (§ 69-3), quedará: 


[69-12] 

( d *' ¿ +-+ da: ” ¿+ dKi k +-+ du “ ¿) + 

l +_ d %' +...+— d «„- 0 , 

donde los cuadrados simbólicos son formas cuaclráticas (§ 4-7) 
en dx u ..., dx n , d u lf ..., du m con coeficientes que son deriva- 
das segundas de las funciones F ¿ (aj x , o? 2 , .Un ■■■,u m ), 
(i = 1,2, .. .,m). E1 sistema [69-12] es también uh sistema 
de Cramer en d 2 u u ..., d 2 u m , si no es nulo el jacobiano 


doh —-b—+ do; n -b &u x ~—b...-b d u m -z —- Fi -f 

dx x dx n dux dUml 

i 9Fi , , 9Fi A 2 n¡ _ A 

“ 1 ——— cFííi -b.-H ^ — 1 d u m — ü , 

9^1 0U m 



9(Fi,F 2 , ...,F,„) 
9 (U x , U%, . . ., Uni) 


^ o 


(§ 67-6). 


Así pueden despejarse (§ 15-4) las d 2 Wi, ...» d 2 w m , susti- 
tuyendo en las expresiones que se obtengan las dwi, d u 2 . . ■, dw m 
por las halladas mediante [69-11]. 

En definitiva, llegaremos a una expresión cuadrática ho- 
mogénea en da?i, da 2 , ..da;,, para cada d '-u¡, (j — 1, 2, ..., m), 
d(í cuyos coeficientes podrán deducirse las derivadas segundas 
de las funciones incógnitas u¡ = íj(x lf x 2 , . .., x n ) , (j — 1, 2, 
.. . ,m), sin más que identificar la expresión hallada de d“w¿ 
con la (§ 69-3): . 


+ ■ -+ da: "'¿) f ' ’ 0=1,2 . m) 


cn virtud (§ 16-2) del principio de identidad de los polinomios 
d(‘ varias variables (en este caso daJi, dx 2 , ...» dx n ). 

Y así se sigue para diferenciales y derivadas de orden su- 
pc.rior, donde el sistema de ecuaciones lineales en las nuevas 
difcrenciales incógnitas tiene siempre como determinante el 
rnlsmo jacobiano [68-12], siendo, por tanto, todas estas dife- 
renciales obtenibles sin necesidad de conocer las expresiones 
explícitas u¡ = f)(x u x s , ..., x„) de las funciones incógnitas 
(b'terminadas por el sistema [68-11]. 
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§ 69 -6 wv^vww**** * - ---- 

Ejemplo. Hállense d s z y las derivadas parciales de quinto orden 
de z = í(x,y) definida por 

x 2 y a _ j?_ _ 

a a 6 a c a 

E1 método expuesto se recomienda aún en casos en que como éste, sea 
posible despejar explícitamente la función incógnita, si ésta resulta com- 
plicada para la diferenciación sucesiva. Además, conviene diferenciar di- 
rectamente sin entretenerse en interpretar las fórmulas simbólicas [69-12J 
y demás que sigan. E1 trabajo puede simplificarse con adecuados cam- 
bios de variables; por ejemplo, en este caso tomaremos 

x = aí , y = b p , z = c\ 

0011 , , 7 , 7.7 

d*z = cd°? , dx = adí = ah ; dy = 6 dp = bk. 

De í 3 — -n a — ? a =l resulta íh — y\k — fd?= 0 , y diferenciando suce- 
sivamente: 

h a — k a — d ¿' 3 — ?d a f = 0 ; 3d?d a f + ?d 3 f = 0 , 

3(d a ?) a + 4d?d 3 ? + m = 0 ; 10d a fd 3 ? + 5d?d‘J + ?d 6 ? = 0. 

Despejando sucesivamente las diferenciales de orden inferior al quinto 
y sustituyéndolas en la última, resulta: 

ÜÉ!L _ (3f a — U a )h 6 + p(30íT —35£‘—3 ?)h*k + 

1 + 2£ (35SV— 15pT + 5ÍT — 3?‘) h 9 W — 

— 2p (35£ a p a + 16i*f* — 5p a r — 3f‘) h a h? + 

+ í (80iff + 35p‘ + BP)hV — Ti(T ) 3 + H W + 8 JW 

Volviendo a las variables primitivas, queda en definitiva: 


15+° 1 

\j_(L_ 


/3 

_ 7 üL\ 

dx* 


|_ a \ c a 

a a ) 

\ 3 c a 

a a ) 

a 3 


x a z 2 



x' 

0 ' 

\ dx‘dy 


a a c~ 

— 

35 

a‘ “ 

3 — 

1 a*b 

+ 

x a y a 



y a z a 

_ (C a 2 a 


\ dx 3 dy a 

a a b a 

— 

15 

bV + 

5 a a c a 

~ 3 c‘ . 

) a 3 b a 

x a y a 

, | 


x a z a 

5 ÉL 

_ 3 J— 

\ d x a dy 3 

a a b a 

+ 

10 

a a c a 

6 V 

c‘ 

) a a b 3 

y a z a 

. 1 


JL , 

3 _Ü_ 

\ dxdy* 


b a c a 

+ 

oO 

6 ‘ + 

3 c‘ 

) ab* 



z a ’ 


v a 

_ 2 a 

\ dy s H 


" + cV 

>( 

7 V+ 

) 6 ° J * 



+ f( 

+ 2 v( 

- 2 f( 
+ f ( 


Para las derivadas sería, por ejemplo: 

/ 5 \ Vz _ m+s. / _*V _ 15 J&L + 5 - 3 -4) * 

\ 2 / dx 3 dy 2 ~ aW [ 35 a 2 b a b*c a + aV «* > 

y análogamente las demás- 


5. Fórmula de Taylor para dos variables. — Vamos a ex- 
tender a funciones de dos variables la fórmula de Taylor es- 
tudiada en § 39 para funciones de una variable. 

Sea f (x,y) una función diferenciable hasta el orden n-f 1 
en un entorno del punto (a, b), que comprenda en su interior 
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el rectángulo de lados paralelos a los ejes y vértices opuestos 
A (a,b) y Q(a + &, b + k) (fig. 232). Tratamos de aproximar 
el valor f(a-\-h, b-\-k ) mediante un polinomio en h y k en 

menos de un término 
complementario del 
orden visto en § 39-3. 

Para pasar d,el 
punto A (a,b) al 
Q (a + h, b-\-k) po- 
dríamos primero in- 
crementar a a en h y 
luego a b en k; pero 
vamos a pasar direc- 
tamente de A a Q si- 

~ó- 1 - 1 -V-guiendo la recta AQ, 

a a+ es decir, incremen- 

fíb. 232 tando ambos valores 

al mismo tiempo. 

Un punto P sobre la recta AQ está fijado por la relación: 
AP/AQ = t siendo 0 < t < 1 ; 

luego los valores de x é y dependen de una variable t: 

[69-13] = a + ht ; y = b + kt. 

(Para t = 0 se tiene el punto A,.y para t = 1 el punto Q). 
Resulta, pues, 

f(x,y) = f (a+ht, b + kt) = cp(í) , 

y aplicando la fórmula de Mac-Laurin (§ 39-4) a la función 
ip(í), se tiene: 

<p(i) =cp(0) + ítp'(O) + +<p"(0) + ... + 

fn fn +1 

+ -¡- <p < ”> (°) + -(^+iyr <p i ” h ’ (eí > 

con 0 < 0 < 1. 

Haciendo t = 1 queda: 

[69-14] <p(l)= <p(0) + <p'(0) + +...+ 

cp (n) (0) (p (n+1) (0) 

+ n! + (n + 1)! ’ 

donde <p(l) = f(a+ h, b-\-k) yq>(0)=f (a,b). 

Vamos a calcular los valores de las derivadas cp'(0), cp"(0), 
(p (n) (0), cp (n+,, (0) aplicando la regla de derivación de las fun- 
ciones compuestas (§ 67-1, teor. 1), puesto que f es función su- 
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cesivamente diferenciable de x, y, las cuales son funciones li- 
neales de t. Resulta 

[69-15] q>' (t) = f x (a + ht, b + kt) . h + f„ (a + ht, b + kt) . k, 

de donde 

cp'(0) = f x (a, b).h + f y (a, b) .k . 

Para la obtención de q>"(í) a partir de [69-15], observe- 
mos que al ser lineales en t las funciones [69-13], se aplicará 
el mismo cálculo aplicado para obtener la diferencial segunda 
(§ 69-3), resumido en la fórmula simbólica 

i a a \ (2) 

cp"(t) = í h ———\- k —— j f (a-\-ht, b + kt) , 
de donde 


<p"(0) = ( ft + + k b) = d2f (0 ’ b) ■ 

Del mismo modo y en forma análoga a [69-8], escribiremos 
abreviadamente 


<p (n) (t) 


o a \ (n) 

h —— + k ——J f (a-\-ht, b + kt) , 

dx oy I 


q>(»>(0) = ( h + k = dnf(a>&) * 

cp (n+1) (e) = I h — + k —) f(a + 0fc, b + Qk). 

Sustituyendo estos valores en [69-14], obtenemos la fór- 
mula de Taylor para funciones de dos variables. 

[69-16] f (a-\-h, b + k)=f(a,b)+l^h-~ + k-^lf(a,b)-\r 

+ -h\ h it +k ^í )f(a ’ b)+ ‘-- + M h ^ + k ~k) í(a,í,)+ 

+ idrA h ^ +k i¡r )í(a+f,h ’ b+m ■ 

(0 < 0 < 1 ). 

Si se pasa el primer término del segundo miembro al pri- 
mero y se emplea la notación diferencial (§ 69-3), se obtiene 

,, df(a,6) , d*f(a,6) , , d n f (a,b) , 

[69-17] Af (a, b) = - y\ - 1 -2!- ‘ «T h 


d n+1 f (a+Qh, b + dk) 


(0 < 0 < 1 ) , 


^ (n + 1)! ’ - -. ’ 

con la misma forma [39-15] que para el caso de una variable 
(§ 39-4). 
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En el desarrollo [69-16], los incrementos h y k pueden ser 
reemplazados por x — a é y — b respectivamente, y así resul- 
ta Hx,y) aproximada por un polinomio en potencias de x — a 
éy — b. 

En particular, si el punto (a, b) alrededor del cual se hace 
el desarrollo es el punto (0, 0), donde h = x, k = y, obtenemos, 
reemplazando en [69-16], la llamada fórmula de Mac Laurin 
para funciones de dos variables : 

[69-18] f(í,j) = f(0,0)+li4-+#T:)f(0,0) + 


II 0 0 \ (2) 

+ -2t[ x ^+vw) W,0)+...+ 

II 0 0 \ (n) 

+ ii( x -k+vw) mo)+ 


+ (n + 1)! 


0 0 \ (n+1) 

U * X ’ Qy) ‘ 

(0 < 0 < 1 ). 


Notas : 1. Para n = 0, la fórmula [69-16] da una forma simétrica 
del teorema de los incrementos finitos (cfr. § 66-2, nota 2). 

2. Si en el desarrollo de cp(í) se aplica el término complementario 
de Sciilomilch (§ 39-3, c), se obtendrá en lug-ar del de Lagrange 

C69 - 19] T - = Trfwi + k ^) U "' 1(a+eK b + ek) ■ 

* '1 también llamado de Schlómilch 

|r,9 - 20] T " = ñip ( h H7 +k "V) f (a + eh>b + ° k)> 

(0<p<n + l ; 0 < < 1), 

quo para p — 1, toma la forma de Cauciiy : 

/1 a \n / 9 9 \ <"+l> 

160-21] Tn = ■ - T -( h + k -gjjp) f (a + 0h,b + 0k), 

(0<G<1). 

3. Si se aplica a cp(í) la forma integral del término complementario 
(!) 61-5, o)i 

; t 

T» = —- í (í — r)V«*»(T)dr , 
n\ J 
0 

purn l<> quo supondremos que f(c c,y) tiene derivadas parciales continuas 
lunita .7 orden v | 1 en un entorno del punto (a,b), resulta al sustituir 
<-ii lu anóloga de [69-14], la forma integral del término complementario 
i Hi i n l'unciones de dos variables: 

1 

i /* /9 9 \ <n+1> 

[«mwt.b-üj-J <!-’■>•('< ■W, + i 7T) 

0 

qu<* no incluyo vuloros o dosconocidos. 


f (a + hr, b + kr) d< 
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Si se separa como factor no negativo el (1 — t)»'- 1 siendo 0 < p < 
< w + 1 y se aplica a [69-22] el teorema del valor medio del cálculo in, 
tegral (§ 48-6, c), se recae en la forma [69-20] de Schlomilch (o bien 
[69-19] de Lagrange o [69-21] de Cauchy para p = w + l, p — 1 res- 
pectivamente). 

4. Cuando los términos complementarios tienden a cero (cfr. § 44-2) 
para n—>° o, supuesta f (x,y) indefinidamente diferenciable en el en- 
torno del punto (a, b), las [69-16] y [69-18] se convierten en las series 
de Taylor y de Mac-LauRIN respectivamente, sustituyendo el último tér- 
mino complementario por puntos suspensivos (con el significado de 
§ 22 - 1 ). 

Ejemplo. Desarrollemos la función f (x ¿ y) =+ VI — a? — y* en el 
entorno del punto (0,0). Las derivadas sucesivas son 

f —* t f ¥ — —y _ 

+ V1 —a f — y- ’ " +V1 — ar — y a 

f.(0,0)=0 , f</ (0, 0)= 0 . 

, — i + ?/ a ._ f —i + x* _ 

Ul ~ (1 — — í/M"/* ’ (1 — *• — a/ a )V* ’ Ivi/_ (1 —ar — y-y/* ’ 


(3/2) (1 — y*)x 


y 3 — 2 xy* — y 


’ fw - (1 — x* — r) 0 / 2 ’ ••• 


Por lo tanto: 


+ V1 — cc 9 — y~ = 1 + (O.t + 0 y) + (— x* + Oxy — jy 2 ) + 


•(Oaf 1 + ...) + ... 


es decir 

_(_ yi — x' J — y' J = 1-r-(* 2 + í/ 2 ) + términos de 4° orden + ... 

2 

Aquí sería más sencillo aplicar el desarrollo de Vl + x (§ 45-5, ejem- 
plo 1), sustituyendo x por — (x 3 + j/ 2 ), lo que presupone para las series 
dobles de potencias un teorema de unicidad análogo al visto en § 44-1 
para el caso de una variable (cfr. § 81-4). 

6. Generalización para más variables. — E1 mismo razona- 
miento empleado en el apartado anterior vale para más varia- 
bles, conservándose aún la misma forma diferencial [69-17] si 
se aplica en ella la interpretación [69-9]. 

También se usa (Bourbaki) escribir el desarrollo simbólico de Mac- 
Laurin en la forma simbólica siguiente: 


[69-23] 


2 D m f (0) — r + T fl 
i i <r iu' 


donde f(x) es una abreviatura de f (« 1 , , m simboliza el sis- 

tema de enteros no negativos (wi, m*,, ...,m„), x m representa Xi™ 1 , «a™ 2 , 
.... x n nn , mientras que m! significa mi.!. vu\ .m»!. siendo 


D m = 


gmj + m 3 ++ • •. + m,¡ 

5®j m l0a: 2 m » . . . dx n mn 
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En este simbolismo de representación de los sistemas de n enteros 
no negativos (Wi, m», por el solo simbolo m, se suele llamar: 

Rango de m = M = máx (m„ m¡¡, ..., m„) . 

Orden de m j m | = m-i + ma + .. . 4- m„. 

Se escribe m + p por (m, + p lt m, +p a , ..m» + p„), ^ j por el 
producto P 


W ) . 

. ( ^ \ 

/ \ p2 / 

\ Po ) 


do numeros combinatorios (§ 11-4), mientras que m > p significa que se 
cumplen conjuntamente las desigualdades m a > p¡, m* > p 2 , ..., m„> 2 >„. 
En el mismo orden de ideas se expresa: 

3 d n d r d rn 

3x dxidxí . . . dx n ' 3x r ~ 3a?i r 3a:a r ... 3a:„ r 

Obsérvese que ambas notaciones son casos particulares de D"» para 
m =(1,1, ..., 1); m = (r, r, .. ,,r). 


EJERCICIOS 


1. Obtener las derivadas parciales de segundo orden de las funciones 
u-=z xy . arc sen(¿/a;), v = (e* — 2e v ) / (e m + 2e v ). 

2. Si f (a+ x 2 , ..., x„) depende sólo de r = V’x-i 3 + a: a 2 + ... + x n , es 

decir, f(jsi, x .aj„)=g(r), calcular f„ + f M + ... + f„„ y hallar la 

función f para que esta expresión se anule (cfr. Cap. XXIII, nota II, 6»). 

3. Probar que u = u(x,y) es de la forma u= f(x)g(y) cuanao y 
hóIo cuando satisface la ecuación diferencial en derivadas parciales 
uu xil ~u t u v = 0. 

4. Hallar donde son iguales 0 distintas las derivadas f tv y f vt para 
lu función f («, y) = x* arc tg(ylx) — y 2 arctg(x/y) si xy =+0, con f(0,i/) = 

f(x,())=0. Verificar si en el punfo (0,0) se cumplen las condiciones 
do hipótesis de los teoremas de § 69-2. 

fi. Demostrar que pai’a cualquier función f(x,y) es A«[A.(áf)] = 
= JkwtAxfAxf)]. 

6. Formular las hipótesis análogas a las de los teoremas 2 y 4 de 
§ 09-2 paru que f tvt (Xo,y 0 ) = f vtt (x 0 ,y 0 ). 

7. Obtener en forma simbólica la diferencial n-ésima de z = e ax f(y ); 
anlicarlo a z = e ax cosby. 

3. Transformar, pasando de coordenadas cartesianas a polares x = 
rconqi, y=r sen cp las expresiones: 

1?) u tx + u vv ; 29) u = (l +y' 2 )Wy". 

9. Demostrar que una función (positivamente) homogénea de grado 
m quo tenga derivadas p-ésimas, cumple (cfr. § 67-3, teor. 1) : 

m(m— 1) . .. (m — p + l)f(xi, x 2 , ..., x n ) = 

/3 3 \ <*> 

= (*•■i^ + iít) f - 

10. Dcmostrar que si una función (positivamente) homogénea 
<’< •’• • . *’„) de grado m satisface la ecuación de Laplace (§ 91-6, d) : 
Af f 11 I f»i + ... + f„„ = 0, satisface también la relación 

A(»'”‘f) 2p(2m + 2p + n — 2)r* p "*f con r % = x * + x 2 * + ... + *„*. 

11. Derivudas primera y segunda de la función y = y(x) definida 

por a-j/' | 4 x“y~ 12 0. 


§ 70 -1 


BXTREMOS RELATIVOS 


201 


12. Si z(z % + Sx) + Sy = 0 demostrar que 

Zo,* + z vv = 2z(x — 1) / (z 2 + xy. 

13. Derivadas sucesivas de las funciones y = y(x), z=z(x) defini- 
das por el sistema z = 4x z — 3y 2 * , x 2 + y* + z 2 = 24. 

14. Derivadas sucesivas de las funciones u = u(x,y), v = v(x,y) 
definidas por el sistema x + y+u + v = a, x 2 + y 2 + u a + v 2 = b 2 . 

15. Desarrollar hasta los términos de tercer orden por la fórmula de 
Taylor la función u = x v en el punto (1; 2). 

16. Hallar el polinomio de segundo grado que mejor aproxima en el 
origen a la función sen x . sen y. 

17. Desarrollar en serie de potencias las siguientes funciones, indi- 
cando su campo de convergencia: l 9 10 11 ) u= 1/(1 — x — y ); 2 9 ) u = e‘* v . 

18. Desarrollar la función u = e~v 2 'en el origen, en serie de la 

forma ^ ■ y n , convergente para todos los valores de x y de y, 

demostrando que: 

l 9 ) H„(») es el polinomio de Hermite de grado n (Cap. X, 

nota III-6 a ; § 97-11 y 12); 

2 9 ) H'„ («) = 2n H„-i (*) ; 

3<?) H„.i — 2x H„ + 2nH„- x = 0; 

49) H"„ — 2x H'„ + 2w H„ = 0. 

19. Demostrar que si f (x,y), g(x,y) tienen derivadas primeras con- 
tinuas en un entorno del origen, donde f (0, 0) = g(0, 0) = 0, con g.*(0, 0) + 
+ gt/ s (0, 0)0, es 

f (o:, 3/ ) f,(0,0) + 7J„(0,0) a= . 0) 

^gUo g(*>y) g*(o,o) + i gv (o,o) ■ 

20. En el ejercicio anterior, ¿cuándo existirá límite doble en (0,0)? 

21. Aplicar el ejercicio 19 para hallar lim(sen xy + xe“ — y)l(x cos y + 
+ sen2?/) si (x, y) —» (0, 0) a lo largo de y = — x. ¿Existe para este 
ejemplo límite doble? 

22. Aplicar el ejercicio 19 generalizado para hallar 

e‘ v — 1 

lim-:———;—r 

sen x ln(l + y) 

si (r, 2 /)—» (0, 0) a lo largo de y = Xx. ¿Existe ahora límite doble? 


§ 70. Extremos RELATIVOS 

1. Definiciones. Funciones de dos variables: condiciones ne- 
cesarias. — a) Los conceptos referentes a extremos absolutos 
y relativos, en sentido estricto o amplio, vistos en el caso de 
funciones de una variable (§ 33-2), se definen en modo aná- 
logo para una función de cualquier número de variables, siem- 
bre que en el punto que se considere se aplique el concepto de 
entorno pluridimensional (§ 64-4, Def. 2). 

Def. 1. Una función f(x) de cualquier número de varia- 
bles (x u x 2 , . . x n )= x tiene un extremo relativo (en sentido 
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cstricto) en el punto a de un conjunto X, si existe un número 
Ó • 0, tal que se cumpla una de las dos condiciones: 

J f(x) < f(a) , ( máximo relcitivo ) 

[70-1] [ f (x) > f(a) » (mínimo relativo) 

para todos los puntos xeX que pertenezcan al entorno reducido 
de a de radio 8, es decir, verifiquen 0 < | x — a | < 8, es de- 
cir 0 < (a?i — ai) 2 + ... — &n) 2 < 8 2 . 

Def. 2. Una función f(x) tiene un máximo o mínimo ab- 
soluto (en sentido estricto) en el punto a de un conjunto X 
si una u otra de las condiciones [70-1] se cumple para todo 
xeX distinto del punto a. 


Nota 1. Si en una u otra de las condiciones [70-1] se sustituye 
< (o >) por < (o >) se dice entonces que hay máximo (o mínimo), 
í-elativo o absoluto, en sentido amplio. 

Algunos autores, por ejemplo Severi, llaman impropios a estos extre- 
mos, y propios o efectivos a los que nosotros llamamos extremos en sen- 
tido estricto. 

E.templo 1. La función z = f (cc, y) = x"~ tiene en cada punto del eje 
j/ (% = 0) un mínimo relativo en sentido amplio, pero no en sentido es- 
tricto. En cambio la función de una variable z = í(x) = x'- tiene en ¡c = 0 
un mínimo (absoluto) en sentido estricto. 

Nota 2. En muchos textos se ilaman sólo relativos a los extremos 
correspondientes a puntos intenores (§ 64-4, Def. 5) del campo X donde 
sc estudie la función. 

b) En el caso de una función de dos variables f (x,y) de- 
finida en un recinto R, diremos por tanto que en el punto 
( a, b) eR, en sentido estricto 

toma valor máximo si se verifica f (a- + h, b + k) < f(a, b), 
,, ,, mínimo „ „ „ f (a-\-h, b + k) > f (a, b), 

para todos los puntos que cumplan 0 < h- + k 2 < 8 2 , con un 
cierto 8 > 0. 


E.IBMPLO 2. Sea la superficie de ecuación 

« = (* 3 + r) 2 — 2 (x* + y 2 ) , 


obtomda por giro de la curva de ecuaciones z = x l — 2£c 3 , y = 0, alrede- 
dor dol eje z. 

Sobre el círculo a--'+ j/ 3 < 4 la f”nción z tiene en el punto (0, 0) un 
ináximo relativo en sentido estricto de valor 0, aun c.uando el máximo 
ali'.ohito eu sentido amplio, de valor 8, se dé para los puntos del con- 


torno sr a -f //“ = 4. o 

l'intos puntos son también máximos relativos al círculo x 2 + y <4, 
<m nentido nmplio, según Def. 1, nota 1 (cfr. nota 2). 

Loh puntos de ln circunferencia + 1 + 2 / 2 = 1 son de mínimo relativo 
y tumbién nlisoluto en sentido amplio, con valor —1. No existen míni- 
moM ndntivos cn sentido estricto. 

OliMÓrveso que en el anillo abierto 0 < ar“ + y* < 4 no existen extre- 
inoH ni rolativoi ni ulmolutos en sentido estricto. 
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c) Condiciones necesarias. Para que la funcion demyable 
f(x y) tenqa con respecto al campo C un máximo o mimmo 
relativo, en sentido estricto o amplio, en un punto mtenor 
(a,b) eC, es necesario que se cumpla 
[70-2] f*(a, b) = 0 , f v (a, b) = 0. 

En efecto, fijado ,y = b, tenemos la función de una varia- 
ble f(x, b) y si su derivada en x = a no fuera nula, seria en 
dieho punto U%,b) estrictamente creciente o decreciente 
(§ 33-1) y no podría haber extremo en (a, b). Analogo razo- 
namiento se aplica a la otra derivada parcial. .. . 

Para el caso de una función diferenciable, las condiciones 
[70-2] significan geométricamente que el plano tangente 
(§ 66-5) es horizontal (es decir, paralelo al plano xy), con 
ecuación reducida a z = c. 

Notas • 3. Las condiciones [70-2] son necesarias pero no suficientes 
para la existencia de extremo rdativo. Cabe tambien la existencia de 
extremo relativo si la función no es denyable. 

Todos los ejemplos dados en § 33-3 ilustran tambien el ci a so ac tual, 
pues si se sustituye en ellos y por 2 , representan superficies ^'^falta 
de generatrices paralelas al eje correspondiente a la vanable iue I alta 
y las conclusiones subsisten aquí para extremos tomadosen bentido^am 
plio. También pueden tomarse aquellas ecuaciones de J, 3 ¿ 3 pl mnio 1 

dianas generatrices de superficies de revolucum y entonces_ el ejemplo 1 
allí visto da mínimo relativo estricto en el origen con punto comco (§ 
en él sin que se verifiquen las [70-2]. 

4. Si la función es derkable y contmua en un recinU> ‘errado S 
acotado existiendo por tanto cxtremos absolutos en sentido amph (§ » 

c) v éstos no se alcauzan en el contorno del recmto , los extremos abso 
lutos son también relativos en un punto mterior y para hallailos deben 
también cumplirse las condiciones [70-2]. 

En la práctica de la búsqueda de los extremos de una fun- 
ción f (x,y), se comienza por resolver el sistema de ecuaciones 

[70-3] f *(x,y) = 0 , f v (x,y) = 0 > 

obteniendo un número (finito o infinito) de raíces ’ 

(x.,v 2 ), ..., que suelen llamarse puntos criticos o extreman- 
tes, pues en ellos puede haber extremo (relativo o absoluto en 
sentido estricto o amplio), y el examen directo del comooita- 
miento de la función en su entorno o la comparacion del vaior 
tomado en él con los demás (cfr. § 33-5), acaba de decidir 
cuestión. En el ejemplo 2, el sistema [70-3] tie:ne ; como raicesb 
aparte de (0,0), los infinitos puntos de la c / rcun f e f 
^2 i = i. Se completa el examen considerando tanto los pun- 
tos donde f (x,y) deja de ser derivable, como los puntos íron- 
tera -del campo donde se buscan los extremos. 

EjemploS: 3. Hallar los extremos de la función i(x, 2/) = 1 

~~ 'pai^esta funeiónffueríderorigen donde no es derivable (c°mprue- 
bese por formación directa de los cocientes mcrementales), nunca las de 
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riyndas parciales se anulan simultáneamente. Directamente se ve que hay 
maximo absoluto en sentido estricto con valor 1 en el origen y mínimo 
abaoluto en sentido amplio con valor 0 en los puntos de la circunferencia 
de contorno x 3 + y 2 = 1. 

4. Hallar los extremos de la función f (x, y)= x + y en el círculo 

* + ?/ J < 1. 

Esta función es derivable, pero sus derivadas parciales nunca son 
simultaneamente nulas. Por tanto los extremos han de buscarse sobre el 
contorno x* + y a — l. Pasando a coordenadífe polares (§ 9-4, c), hay que 
bnllar los extremos de cos cp-4-sen cp, lo que ocurre para —sen «p + 
|-cosqp = 0, dando máximo para q>=Jbt y mínimo para cp = — 3n/4 
(§ 33-7). Así pues, en el punto (1/V2, 1/V2) tenemos máximo abso- 
luto estricto y en el (—1 V2, —1/V2) mínimo absoluto estricto, sin 
que haya otros extremos. 

2. Condiciones suficientes de extremo relativo. — Para ob- 

tener condiciones sufidentes que aseguren la existencia de ex- 
tremo relativo en un punto crítico (a, b), supongamos que la 
función f (x, y) tenga derivadas segundas en un entorno de di- 
cho punto y sean continuas y no simultáneamente nulas en 
(a, b). 

La fórmula de Taylor [69-16] para n = 1 da: 
f(a + h, b + k) = f(a, 6)-f [h +k f(a,b) + 

1 / 9 ? \ (2) 

+ 2\\ h "dx" j ' k 'dy) f ( a + efe » b + Qk), O<0<1), 

y teniendo en cuenta las condiciones necesarias [70-2] y la 
continuidadi de las derivadas segundas: 

f(a + h, b + k) = f(a,b) -f *[*»(**■+bjl) + 

+ 2 hk (f y+e») + k 2 (fw + e 8 ) ] , 

con e, — 0 para o = + \fh! ¿ '+ k 2 '-> 0, (i = 1, 2, 3), es decir: 
[70-4] f (a + h, b + k) — f(a,b) = 

— (fxxh 2 + 2f xy hk+ f w k 2 ) + o(q 2 ) , 

donde f xx , fxy, fw indican las derivadas tomadas precisamente 
en el punto (a,b). 

Si .se introducen coordenadas polares 

h = q cos q) , k = q sen cp , J 
In [70-4] se convierte en 

170-6] Af(a, b) = f(a+ h, b + k) — f (a, b) = 

* 4 + (f m cos 2 q) + 2f xv cos qp sen cp + f vv sen 2 cp) + o (q 2 ) , 

v así para p suficientemente pequeño, el signo de Af (a,b) 

«■I mismo que el de la forma cuadrática en coscp y senqj; 

170-61 T (qj) « f„ cos 2 cp + 2f* y cos cp sen cp + f vv sen 2 cp , 

Nicmprc que. excluyam.os un entomo angular arbitrariamen tc 
psQuefio de cada dirección cp en que se anula T (<p). 
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En efecto, T(cp) es función continua de cp, no nula por ha- 
ber excluído con sendos entornos el valor o los valores de cp 
donde se anule; luego su valor absoluto tiene un mínimo m > 0 
(§ 26-5) y tomando q suficientemente pequeño para que en 
[70-5] sea |o(q 2 )| < 1 mq 2 , será seguramente Af del mismo 
signo que T(cp). 

Recordemos, pues, la conocida variación del trinomio de se- 
gundo grado (§ 19-1, c). 

Para estudiar la variación de la forma cuadrática [70-6], 
equivalente a estudiar la de f xx h 2 + 2f xv hk + f yy k 2 para h y k 
no simultáneamente nulos, es esencial considerar el signo de 
su discriminante: 


[70-7] 


H = f xx fyu - f, 2 = 


llamado determinante hessiano de la función f (x,y). E1 hes- 
siano H = H(a, y) es una función de las mismas variables x, y, 
e interesará para nuestro estudio su signo en los puntos crí- 
ticos. 

En general, el hessiano de una función f(x u x 2 , ..., x n ) es 
el jacobiano (§ 67-6) de sus derivadas primeras fj, f 2 , ..., f n - 

a) Caso elí'ptico : H > 0. Veremos que si el punto es crí- 
tico hay extremo. En efecto, es necesariamente 

fxx > 0 y fyy > 0, o bien: f< 0 y f vv < 0, 

y mediante un artificio análogo al empleado en la resolueión 
de la ecuación de segundo grado (§ 19-1) para completar el 
cuadrado, se puede escribir el trinomio [70-6] en la forma: 

[70-8] T(cp) = [(f xx cos cp + f xv sen q)) 2 + H sen 2 q>] , 


que no se anula para ningún valor de q>, pues si se anula el 
seno no se anula el coseno y viceversa. La forma T(q>) tiene 
siempre el mismo signo que f** y se llama entonces definida 
(§ 63-7). 

Además dicho signo será también por [70-5] el de Af = 
= f (a+h, b-\-k) —f (a,b) en un entorno del punto crítico 
(a, b) y la superficie queda situada a un mismo lado del plano 
tangente; el punto (a, b, f (a, b)) se llama elíptico (cfr. § 71-5) 
y en él existe extremo relativo para este caso de plano tan- 
gente horizontal: si la superficie queda por debajo de éste 
(fxx < 0) tendremos máximo estricto’, si queda por encima 
(f xx > 0) tendremos mínimo estricto. 

En resumen habrá quedado demostrado: 


Teor. 1. Si una función f (x,y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a, b) de un recinto R y cumple las con- 
dicione8: 
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1 Q ) fx = f u = 0 en el punto (a ,b), 

2 Q ) H = í xx í vy — í xy 2 >0 en (a, b) ; 

entonces f (x,y) tiene en el punto (a, b ) de R un extremo re- 
lativo estricto, máximo si í xx < 0, minimo si í„ > 0. 

Obsérvese que si por ejemplo es f xx > 0, la curva sección 
z = f (x,b) tiene en x = a su concavidad hacia arriba (§ 33-9) 
y por tanto hay mínimo. 

Ejemplo 1. E1 punto (0,0) en el ejemplo 2 de § 70-1, donde H = 16 
y f„ = f vv = — 4 < 0, es máximo relativo estricto. 

b) Caso hiperbólico: H < 0. Veremos que no hay extremo. 
Si es f xx 4= 0, vale la transformación [70-8] y entonces para 
cp = 0 es sg T = sg f xx , mientras que para la dirección corres- 
pondiente a tg cp 0 = — fxx/fxy 0 es sg T = — sg f xx , pues en- 
tonces H sen 2 cp 0 = f M T(q>o) < 0. 

Si es f*, = 0 con f vy =)= 0 la conclusión sería análoga, em- 
pleando en lugar de [70-8] la expresión que resulta de cam- 
biar x por y y el seno por el coseno. 

Si f xx = f m = 0, debe ser f xv =1= 0 para que no se anule H 
y la expresión [70-6] se reduce a T(cp) = 2f w cos cp sen <p = 
= f xv sen 2cp que cambia también de signo al pasar de uno a 
otro cuadrante. 

En resumen, si se llama indefinida a la forma [70-6] que 
tenga signo variable (§ 63-7), tal ocurre para H < 0. Las 
direcciones en que se anula el trinomio T determinan dos án- 
gulos completos; en uno es T < 0 y en el otro T > 0. Enton- 
ces la superficie queda a uno y otro lado del plano tangente; 
el punto (a, b, f (a, b) ) se llama hiperbólico. Este calificativo 
expresa no sólo qua el plano tangente atraviesa la superficie 
(cfr. caso parabólico siguiente), sino también que su curva in- 
tersección tiene allí un punto crunodal, es decir singular a 
tangentes distintas (cfr. § 71-4). Para este caso de plano tan- 
gente horizontal el punto se llama de ensilladura y en él se 
puede asegurar que no hay extremo. 

Por tanto, habrá quedado demostrado: 

Thor. 2. Si vna función f (x,y) tiene derivadas segundas 
continuas en el punto (a, b) de un recinto R y cvAple las con - 
d.iciones: 

19) f* = f„ = 0 en el yunto (a,b), 

2 Q ) H = f„f y „ — f x,r <0 en (a, b) ; 

cntonccs f (x,y) tiene en (a, b) vn punto de ensilladura don - 
de no hay extremo relaiivo. 

E.IBMPLO 2. z = xy, en (0,0), donde H= — 1 < 0, no tiene extremo. 

c) Caso parabólico : H 0. Si f JIX < 0, la expresión f rJ T(cp) 
en [70-8] sc' reduce a un cuadrndo, siempre positivo, oxcc'pto 
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para la recta “singular’' cuya dirección corresponde a tg cp 0 = 
= — fxx/fxy, donde se anula. Luego, de acuerdo con lo estudia- 
do al pasar de [70-5] a [70-6], la superficie está a un lado del 
plano tangente, excepto en un ángulo arbitrariamente pequeño, 
entorno de dicha recta donde nada puede asegurarse. 

Si f M = 0 y por tanto f xV = 0, debe ser f yy 4= 0, por haberse 
supuesto no simultáneamente nulas las tres derivadas segun- 
das; entonces [70-6] se reduce a T (cp) = f vv sen 2 <p y la conclu- 
sión anterior subsiste, excluyendo ahora el entorno angular de 
la recta “singular” en dirección de sentidos cp = 0, cp = n. 

Si es H = 0, la forma [70-6] se llama semidefinida (§ 63-7), 
porque aunque no cambie de signo como en el primer caso, se 
anula para algún valor de cp, o expresada dependiendo de h y k 
como en el primer término del segundo miembro de [70-4], se 
anula para valores de h y k no simultáneamente nulos, conser- 
vándose del mismo signo en los demás. 

Entonces el punto se llama parabólico ; el tipo más senci- 
llo se presenta en las superficies cónicas y cilíndricas (§ 62-5). 

Aunque el plano tangente sea horizontal, no se podrá afir- 
mar o negar que hay extremo relativo, en sentido estricto o 
amplio: estaremos en un caso dudoso. 

Sin embargo, en este caso también la superficie está de un 
solo lado del plano tangente en todas las direcciones rectilí- 
neas, excepto en la correspondiente a una sola recta “singular”. 
Por ello diremos se trata de un casi-máximo o un casi-mínimo. 
A pesar de estas conclusiones referentes al modo especial de 
aproximación radial al punto (a, b), nada podrá concluirse res- 
pecto de la aproximación superficiaí o por caminos curvos. 

E.templo 3. Sea la función 
[70-9] 2 = í(x,y) = (y 

o bien desarrollando 
[70-10] z = f(x,y)=y 2 

que en (0,0) verifica f uu = 2, f xx = 

= f xv = H = 0, siendo el eje x recta 
“singular”. Las parábolas y = x\ 
y = Sx 3 (fig. 233) dividen el pla- 
no xy en tres regiones y dentro 
de cada una tiene z signo constan- 
te, indicado en la figura, anulán- 
dose z a lo largo de cada pará- 
bola. Cualquiera que sea la direc- 
ción radial elegida, hay un seg- 
mento de origen (a, b) sobre el 
cual toma z valores Tiositivos, es 
decir, en cada dirección está la su- 
perficie encima del plano tangente 
2 = 0, y sin embargo no existe 
ningún entorno circular del punto 
(a,b) en el cual la superficie 
permanezca a un lado de dicho 


— x*)(y — Zx') 
— 4x 2 j/ 4- 3¡e* 



Fi«. 233 
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plano, pues esos infinitos radios, todos de longitud no nula, no forman 
ningún entomo superficial (!). 

Como excluyendo la recta “singular”, aquí el eje x, por un entorno 
angular tan pequeño como se quiera, todos los valores de z en puntos 
próximos al (0,0) son. ya positivos, diremos que (0,0) es un casi-mínimo. 

Notas: 1. Hemos llamado dudoso al caso H = 0 siguiendo la nomen- 
clatura de los autores clásicos que lo dejan de lado, pero en_ realidad no 
lo es, como muestra el estudio anterior tomado de J. Rey Pas’tor: Cálculo 
Infinitesimal (citado en Cap. VI, nota VI, 2), donde se trata por pri- 
mera vez. 

2. Aquí la s.ituación es diferente a la de las funciones de una varia- 
ble, donde el comportamiento quedaba eompletamente decidido por el pri- 
mer término no-nulo del desarrollo de Taylor, supuesta la función suce- 
sivamente derivable (§ 40-3). 

Ejemplos: 4. La función 
[70-11] * = j/ 3 + ** + j/‘ , 

tiene claramente ún mínimo estricto en (0,0) de valor 0; así el compor- 
tamiento de esta función en el entorno de (0, 0) es muy distinto al de 
la, [70-10], aunque ambas tengan los mismos términos de segundo grado 
(reducidos a y"). En efecto, si nos acercamos al origen por la parábola 
j/ = 2x 3 , en la [70-10] se conserva z = — x‘< 0 y en la [70-11] se con- 
serva z = 5x‘ 4- 16x 8 > 0. 

5. También en el caso dudoso H = 0 puede haber extremos en sen- 
tido amplio en puntos aislados o no. Para la función 

* = (x* + j/ 2 ) 2 — 2 (x 2 4- y 2 ) 
del ejemplo 2 del § 70-1, el hessiano vale 

H = 48(aj 3 + j/ 2 ) 3 — 64 (# 3 + y 2 ) + 16 , 
el que se anula en los puntos críticos (§ 70-1) formando la circunferen- 
cia x a + j/ 3 = 1. Dichos puntos corresponden a mínimo relativo en sentido 
amplio con valor —1. 

En resumen, habrá quedado demostrado: 

Teor. 3. Si una función f (x,y) tiene derivadas segundas 
continuas, no simultáneamente nulas, en el punto ( a, b) de un 
recinto R y cumple las condiciones : 

lú) f, = f„=»0 en el punto (a,b), 

2 9 ) H'= í xx í vv — íxy 2 = 0 en (a,b) ; 

mtonces el punto (a,b) es por lo menos casi-extremo, es de- 
cir, el incremento Af en ( a, b) se conserva de un mismo signo 
en un entorno de dicho punto si se excluye de élAin ángulo tan 
pequeño como se quiera que incluya la recta “singular”; sin 
cmbargo, será dudosa la existencia de extremo en sentido es - 
tricto o amplio. 

NOTA 3. E1 estudio de la variación de las formas cuadráticas binarias 
roulizado anteriormente puede ser útil aún en el caso de que la función 
no sea derivable y se aplique el examen directo recomendado en el § 70-1. 
Veamos un ejemplo notable. 

IüJEMPLO 6. En el plano de un triángulo hallar el punto P (a,b) 
cuya suma de distancias r k a los tres vértices V k (Xk, j/k), /c = 1,2,3, sea 
minima. 
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Se ha de hacer mínima la f unción continua __ 

[70-12] z = %r k = %V(x — x k y + (y — J /*) 2 , 

ic ,f 

que tendrá mínimo absoluto en un dominio circular que incluya el trian- 
gulo (§ 65-3, c). , . 

La función es diferenciable excepto en los vertices V k los que por 
tanto requerirán un examen especial. Las condiciones [70-2] dan las 
ecuaciones 


que expresan que los tres versores (§ 60-1, b) 

( (fc = 1,2,3) 

n r k 

tienen suma 0 y entonces puede formarse con ellos un triángulo equilá- 
tero. Como es paralelo a PV k sigue que los tres vectores l J V t forman 
dos a dos ángulos §jt, entonces el punto (a, b) buscado es aquel desde 
el cual se ven los tres lados del triángulo según el mismo angulo Sjt, 
fácilmente obtenible mediante la construcción de los arcos capaces de 
dicho ángulo. 

Sin embargo, dicho punto no existe si alguno de los ángulos dei 
triángulo es mayor que §Jt, por ejemplo en V,; pero entonces, el minimo 
se da en Vi, donde pi-ecisamente no existen las derivadas parciales. En 
efecto, tomemos coordenadas rectangulares tales que Vi(0,0), Va(l,0), 
V 3 (a; 3 , j/ s ). Las funciones r a y r, admitirán desarrollo de Mac-Laurin 
alrededor del origen (§ 69-5) y por tanto [70-12] será de la iorma 

z(x,y) = r, + z(0, 0) + c-¡x + Caj/ + ... 


Ci = — 1 — 


V^+J/3 3 


V X3 2 + J/3 3 


Para que V, sea un mínimo relativo es suficiente que en un entorno 
se conserve positiva z(x,y) —z( 0 , 0 ) = ri(l + c, cos cp + c 2 sen cp) + ..., si 
q) es el ángulo que forma el radio vector del punto (a, b) con el semi- 
eje positivo x. Para ello basta sea 1 + Ci cos cp + c 3 sen cp > 0 para todo 
cp, o que se conserve | Ci cos cp + Ca sen cp | < 1 equivalente a poner 

[70-13] (ci 3 — l)cos 2 cp + 2ciCacos cp sen cp + (c a 2 — l)sen 3 cp < 0. 

La forma cuadrática [70-13] será definida negativa (§ 70-2, ct) si 

[70-14] f’ 0 ’, | = 1 - - c. 1 > 0 , 

CiCa Ca a — 1 


pues es siempre c 2 a — 1 = — £t 3 2 / ( x * + V*) ^ 0 . 

La condición [70-14] equivale a 

Xil Yxf + J/3 2 < — i , 

es decir, cos V x < — \ para lo que es suficiente sea Vi > 2n/3, como 
queríamos probar. La naturaleza del problema y el teorema del § 70-1 
nos aseguran que este mínimo relativo es también absoluto. 


3. Caso general en funciones de dos variables. — Si es m 
el orden mínimo en qüe alguna derivada no es nula y supone- 
mos que f (x,y) tenga derivadas parciales de orden m en un 
entorno del punto ( a,b ), y sean continuas y no simultánea- 
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mente nulas en (a,b) en virtud de [69-16] para m en lugar 
de n + 1 , se podrá escribir 

f (a -f- h, b -f- k) — í(a, b) = 


1 

m\ 




y por el mismo método anterior resulta: 


l 9 ) Si la forma de grado m carece de raíces reales tiene 
signo constante, y según sea definida positiva o negativa re- 
sulta mínimo o máximo estricto. 

2 9 ) Si hay alguna raíz real de orden impar (tal sucederá 
«eguramente si m es impar) no hay máximo ni mínimo, ni si- 
quiera en sentido amplio. 

39) Si todas las raíces reales son de orden par hay casi- 
máximo o casi-mínimo (según sea el signo del primer coefi- 
ciente), y las rectas singulares están determinadas por d.ichas 
raíces reales. 


4. Extremos relativos de las funciones de tres variables. — 
a) Para el caso de funciones de dos variables con derivadas 
Hegundas continuas y no simultáneamente nulas en (a, b), se 
ha visto (§ 70-2) que la existencia de extremo dependía de la 
conservación de signo de la forma cuadrática binaria en h, k : 

[70-16] d-°f = f xx h 2 + 2f xv hk + f vv k*. 

Teníamos seguramente mínimo estricto si la forma [70-15] 
era definida positiva (§ 70-2, teor. 1), y la discusión entonces 
realizada muestra que [70-15] es definida positiva cuando y 
hóIo cuando es 

[70-16] K = l xv > 0 , H 22 = f xx > 0. 

Es d-f definida negativa, cuando y sólo cuando —d 2 f es 
dcfinida positiva, y para ello es necesario y suficiente que 

[70-17] H > 0 , H 22 = f xx < 0 , 

dándose entonces seguramente máximo estricto. \ 

Para H < 0 la forma [70-15] es indefinida y no hay ex- 
tremo (§ 70-2, teor. 2). 

En el caso [70-16], la forma [70-15] se conserva positiva 
y hóIo se anula para h = k = 0. Pero la forma [70-15] puede 
no dejar de ser positiva siendo semidefinida, aunque entonces 
se anule para h y k no simultáneamente nulos. Esto ocurre 
cuando es 


170-18] H = 0 , H 22 = f xx > 0. 

Entonces teníamos casi-extremo, con recta singular y en 
gcncral resultaba: 
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rfw>0óf w >0 casi-mínimo, 
[70-19] H - 0 , ] < o ó f vu < 0 casi-máximo. 

b) Para el caso de funciones f(x, y, z) de tres variables 
con derivadas segundas continuas y no simultáneamente nulas 
en (a, b, c) , la existencia de extremo dependerá tambien (cfr. 
§ 70-6) de la conservación de signo de la forma cuadratica 
ternaria en h, k, l: 

[70-20] d 2 f = f xxh 2 + fyyk 2 + f z zl 2 + 2f y ~kl + 2f M lh + 2 f xy hk. 

Análogamente a [70-16] vimos (§ 63-7, teor. 1) un teore- 
ma general del que es caso particular: 

Teor. 1. La forma [70-20] es definida yositiva cuando y 
sólo cuando se cumple 

fxx fxv f xz 

[70-21] H = f V x fw fyz > 0 » 

f zx f XV fxz 

H fxx fxy s. A f 0 

33 = > U , 1 XX 

iyx ^vv 


[70-21] 


H 3 « = 


Nota. Existe sin embargo una importante distmcion entre: las for- 
mas de dos variables y las formas de más de dos vanables. Para que 
[70-15] fuera semidefinida positiva era suficiente que se cumpl e 
[70-18]. Si en [70-21] se cambian >, >, > por =, >, > con al^an 
signo de desigualdad, dicha condicion ya no es suficicnte para que [70-2UJ 
sea semidefinida positiva. Por ejemplo, la foTtaa (h, + k + O — í P ara 
h = k = l, l = — 2 vale — 4 < 0 y tiene H = 0, H» — 0, í„ — 1 > U. 


Lo mismo que en la deducción de [70-71], aqui tambien es 
d 2 f definida negativa cuando y sólo cuando —d-f es deiiniaa 
positiva, y en las formas cuadráticas ternarias esto se traduce 
inmediatamente con el teorema 1 en el siguiente (§ 63-7, Lo- 
rolario) : 


Teor. 2. La forma [70-20] es definida negativa cuando y 
sólo cuando se cumple: 

[70-22] H < 0 , H 33 > 0 , f** < 0. 

Si la forma d 2 f no es ni positiva, ni negativamente definida 
y además H + 0, entonces es indefinida, lo que para formas 
cuadráticas ternarias da: 


Teor. 3. La forma [70-20] es indefinida no degenerada, 


cuando y 

sólo cuando se cumple: 


[70-23] 

H + 0 , 

H 33 < 0 ; 

o bien 

m xx < o , 

H 33 > 0. 


Estos tres casos y los correspondientes a forma cuadrática 
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degenerada (H = 0) se aclaran con la interpretación geomé- 
trica, estudiada en el apartado siguiente: 

5. Interpretación geométrica y discusión. — Si en [70-20] 
las variables h, k, l son coordenadas homogéneas de punto, la 
ecuación obtenida igualando la forma a cero representa una 
cónica. Si h, k, l son coordenadas homogéneas de las rectas de 
la radiación de vértice (a,b,c), la forma [70-20] igualada a 
cero representará un cono cuádrico (§ 62-5). 

a) Las condiciones [70-21] ó [70-22] implican que la for- 
ma [70-20] tiene signo constante en todo el plano e igualada 
a cero carece de soluciones reales; se dice que en el plano re- 
presenta una elipse imaginaria y en la radiación un cono ima- 
ginario. 

b) Si H = 0, pero H 33 > 0, la forma tiene signo constante, 
excepto para una terna que en el plano representa un punto 
singular y en la radiación una recta singular donde se anula 
la forma. 

c) Si H = 0 y sus menores principales de segundo orden 
son nulos, la forma es un cuadrado, y resulta una recta sin- 
gular en.la interpretación plana, o un plano singular en la ra- 
diación. 

_En estos tres casos no hay división del plano proyectivo en 
regiones y_ por esto tiene la forma signo constante, pues se 
pueden unir dos puntos cualesquiera por trazo continuo, sin 
anularse la forma en el trayecto. Análogamente en la radiación 
no hay cambio de signo. 

d) En todos los demás casos (excepto el de anulación idén- 
tica) la ecuación obtenida igualando a cero la forma represen- 
ia una elipse, hipérbola, parábola o par de rectas; en todos 
«llos queda dividido el plano en dos regiones en las cuales to- 
ma la forma signos opuestos. Análoga conclusión vale si h, k, l 
Hon coordenadas de las rectas de una radiación de vértice 
(a,b,c). 

Resulta de este análisis que en el primer cast el punto 
(a, b, c) determina un valor máximo o mínimo en sentido es- 
i i'icto. También en el segundo, pero en sentido amplio si la 
función es de segundo grado, puesto que la forma se anula en 
una recta que pasa por el punto (a, b,c). Si la función no es 
cuadrática, el mismo razonamiento de § 70-2 permite demos- 
Irar que excluído un entorno cónico de la recta singular sub- 
híhIo Iji propiedad de máximo o mínimo según el signo de f x ». 

En el tercer caso resulta máximo o mínimo en sentido am- 
plio si líi función es cuadrática, o bien casi-máximo o casi- 
minimo con plano singular en el caso general; es decir, ex- 
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cluyendo un entorno diédrico arbitrario, subsiste la propiedad 
de máximo o de mínimo. 

Como resumen tenemos (cfr. § 63-9, c) : 

Teor. Si una función f (x,y,z) tiene derivadas segundas 
continuas y no simultáneamente nulas en el punto (a,b, c) de 
un recinto R y en dicho yunto es f x = f y = í z = 0, el carácter 
de este punto (a, b, c) será, para: 


H 

> 0 , 

h 33 

V 

0 

> 0 * mínimo 

estricto . 

H 

< 0 , 

H 33 

> 0, fxx 

< 0 

máximo 

estricto. 

H 


H 33 

ó H 32 ó 

Huj 

' No 

hay 

máximo 


< 


es < 0 

1 









' fxx 

Ó f 2/1/ 

ó f„ > 0 

H 

= 0, 

H 33 

ó Hoo ó 

Hh, 







es > 0 




<0 






(' fxx 

Ó fyy 

ó f„ > 0 

H 

= 0, 

h 33 

= Ho 2 =H 

L! = 0< 

1 


<0 


to ni amplio. 

** casi mínimo 
con recta singu- 
lar. 

casi máximo con 
recta singular. 
casi mínimo con 
plano singular. 


plano singular. 

Si la función es cuadrática los casi extremos se convierten 
en extremos propiamente dichos, pero en sentido amplio. 


Ejemplo. f (x, y, z) = x- + y 2 + 3 z" + yz + 2 zx — xy. 

f£. = 2x — y + 2z = 0 , 

En a — b = c = 0 es jf v = — x + 2y + z — 0 , 

If. = 2x + y + 62 = 0 , 


con 


H = 

2 —1 2 | 
—12 1 

= 4 > 0 . 

, 11» = 


2 16 




= 3 > 0 


, f». = 2 > 0. 


De aquí f (x, y, z) > f (0, 0, 0) = 0, donde es mínimo estricto. 

6. Extremos libres en el caso general. — a) Para una función de_n 
variables f (x)=f (¡» 1 , .. .,x n ), exactamente con la misma demostración 
de § 70-1, puede formularse. 


Teor. 1. Para qae la función derivable f(x) tenga en el punto a de 
un recinto R un máximo 0 mínimo rclativo, en sentido estricto 0 amplio, 
es necesario que las derivadas parciales de f(x) cumplan 

[70-24] f,(a) = 0 , f s (a) = 0, ...,f„(a) = 0. 


* Puesto que — t xv ~ > 0, tiene í yu el mismo signo de f wx ; lo mismo vnle en 

todos los casos en que H. )3 > 0. 

** Seguramente no son nulos y tienen igual signo los dos coeficientes t xx , í yy , t z , 
que entran a formar el menor positivo. Se puede probar que sólo cabe: los tres menores 
positivos (o dos positivos y uno nulo), los tres coeficientes de igual signo; dos menores 
nulos y el otro positivo, siendo de igual signo los dos coeficientes correspondientes y el 
otro nulo. 
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Aquí subsiste lo dicho en las notas 3 y 4 del § 70-1. Las raices en 
número finito o infinito de las n ecuaciones [70-24] (tomando a = 
= (an,a 2 , ...,a n ) como incógnitas), dan los puntos críticos o extremantes. 

b) Para obtener condiciones suficientes que aseguran la existencia 
de extremo relativo en un punto a, supongamos primero que la función 
f(x) tenga derivadas segundas en un entomo de dicho punto y sean 
continuas y no simultáneamente nulas en a. 

La fórmula de Taylor (§ 69-6) con el resto de Lagrange, teniendo 
en cuenta las condiciones necesarias [70-24] y la continuidad de las de- 
rivadas segundas, permite establecer 

[70-25] f (a + h) — f(a) = 

1 / 3 3 3 \ <3) 

= "2"( líT + ^ ”^7 + + hn Iít) f(a) + 0( ° s ) ’ 

n 

donde es o 2 = 2 h 2 . 

i = l 

Si introducimos los cosenos directores u, del versor u cuya dirección 
y sentido son los del vector de extremos a y a + h, es decir, consideramos 

n 

h, = qu, , (¿=1,2 ,..., n) , v u t a — 1 } 

i = 1 

la [70-25] se convierte en 

[70-26] f (a + h) — f (a) = 

= T-’l “'15r + + “-Iít) f(a) + 0(e ' ) ’ 

donde (u u u*,..., u n ) son las coordenadas de un punto de la biperesfera 
unitaria ^Ri a =l que representa el versor u. 

Para o suficientemente pequeño, el signo del Af(a) es el mismo que 
el de la forma cuadrática en las u ,: 

n 

[70-27] T.(u) = V f <iU,u, , Xu, 1 = 1 , 

i. i=i 

donde las í,¡ = f//son las derivadas segundas de la función f en el punto 
ii, sicmpre que para cada versor u° en que se anula T-(u) excluyamos 
nn fívlomo cónico arbitrariamente pequeño, cs decir, los versores u que 
fíirupla/n 

[70-28] v (u,—u, 0 ) 2 < 8 2 , J u 2 = 1 , 

¡ = 1 i=1 

donda 

T a (u°) = 0 , Í U,° = 1. 

i = l 

Hichos entornos cónicos se convierten en entornos de la hiperesfera 
unilaria ^Mi"=l, cuyos puntos representan los versores u. En efecto, 
Ti(it) oh función continua del versor u, no nula por haber excluído el 
valor o valorea u° de u donde se anula con sendos entornos [70-28]; 
Iucro hii valor absoluto tiene un mínimo m > 0 en cada dominio compo- 
nunte del conjunto cerrado de la hiperesfera %u, 2 = 1 complementario i 
la unión de los [70-281, por razonamiento análogo al visto en § 65-3, 6». 
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aplicado no al plano, sino a la hiperesfera unitaria. Si se toma q sufi- 
cientemente pequeño para que en [70-26] sea | 0 ( 0 “) | < \mq 2 , en cada uno 
de dichos dominios el signo de Af(a) será seguramente el mismo que el 
de T a (u) como queríamos demostrar. 

c) Def. Una forma cuadrática n-aria [70-27] se llama definida si 
nunca se anula, positiva 0 negativa según el signo correspondiente. La 
forma [70-27] se llama indefinida si cambia de signo. La forma [70-27] 
se llama semi-definida, si anulándose para algún versor u, conserva signo 
constante para los demás (cfr. § 63-7). 

E1 discriminante de la forma [70-27] es el hessiano (§ 70-2) 

fll f 12 . . . fin 

f21 f22 . . ■ fín 


fnl fn2 . ■ . fnn 

donde las derivadas segundas de la función dada se toman en el punto a 
que se considera. 

La forma [70-27] se llama degenerada si H=0, y sólo en este caso 
puede ser semidefinida, como se deduce de la teoría de formas cuadrá- 
ticas (§ 63-7). 

Si llamamos H„ = H al hessiano [70-29], H n -i al obtenido suprimien- 
do en II la última fila y la última columna, H„- 3 al obtenido suprimiendo 
en H las dos últimas filas y las dos últimas columnas, y así sucesiva- 
mente, hasta Hi = fu, en dicha teoría de formas cuadráticas en el campo 
real vimos (§ 63-7) que la forma cuadrática n-aria [70-27] es definida 
positiva si y sólo si 

[70-30] Hi = fu > 0 , H a > 0.H„ > 0. 

De aquí resulta, pasando de Ta a — T-., que la forma cuadrática 
n-aria [70-27] es definida negativa si y sóto si 
[70-31] (— 1)*H. > 0 , (fc = l,2, ...,») , 

0 sea 

[70-32] Hi <0, H 2 > 0, H 3 < 0, ..., (—l) n II„ > 0. 

Para una forma [70-27] no-degenerada (H+=0), otro caso fuera de 
los anteriores, implica que la forma será indefinida. 

En cambio, si la forma cuadrática [70-27] es degenerada (H = 0), 
puede ser semi-definida o indefinida y su complicado estudio se efectúa 
mediante los menores de H en forma análoga a la vista para las formas 
ternarias. 

d) Las consideraciones y definiciones anteriores nos permiten esta- 
blecer el siguiente teorema: 

Teor. 2. Si una función f(x) de n variables x = (xi, ..., x n ) tiene 
derivadas segundas en un entorno del punto a, que además son continuas 
y no simultáneamente nulas en a, entonces es suficiente que se cumplan 
las ecuaciones [70-24] y la forma [70-27] sea definida para que exista 
extremo estricto en el punto a: mínimo si [70-27] es definida positiva y 
máximo si [70-27] es definida negativa. 

Si la forma [70-27] es indefinida no existe seguramente extremo. 
Si llamamos H* a los menores en diagonal del hessiano H(=H„) obte- 
nidos considerando las primeras lc filas y k columnas de H, se puede 
afirmar que existe mínimo estricto si se cumple [70-24] y [70-30], y 
existe máximo estricto si —f tiene minimo estricto, o bien se cumple 
[70-24] y [70-32]. . , _. „ n 

Para H =# 0, en otro caso no existe seguramente extremo. M H = U 

el caso es dudoso. Lo continúa siendo si la forma [70-27] es semi-definida, 
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pcro entonces hay casi-extremo en el sentido de que excluídos los entor- 
nos cónicos [70-28] se conserva el signo de Af(a). 

e ) Si es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula y 
suponemos que f(x) tenga derivadas de orden m existentes en un en- 
t.orno del punto a y sean eontinuas y no simultáneamente nulas en a, la 


fórmula de Taylor (§ 69-6) permite escribir 

[70-33] Af (a) = d m f (a) + o( e m ) , 

m! 

donde d m f (a) es la forma %-aria de grado m dada por [69-9] para x = a. 
La misma sustitución 

[70-34] h¡ = quí , (¿ = 1,2,...,«) 

y razonamiento empleado en (ó), reduce el comportamiento del signo de 
d m f(a) al de la forma w-aria 

[70-35] Tm(u) = ( Ui -r—- + ... + u n —) <m f(a) ; S = 1 ; 

\ 3*1 OX n / i = 1 

siempre que excluyamos entornos cónicos [70-28] de versores u° donde 
sea T m (u°) = 0. 

En definitiva se establece: 


Teor. 3. Si una función f(x) de n variables (xi, x 2 , ...,x n )— x 
tiene nulas en el punto a las primeras, segundas y demás derivadas su- 
ceaivas y es m el orden mínimo en que alguna derivada no es nula, exis - 
tiendo en el entorno de a y siendo continuas en a dichas derivadas de 
orden m, entonces resulta: 

1 <? ) i Si Tm(u) dada por [70-35] carcce de raices reales y por tanto 
t.icne signo constante, según sea definida positiva o negativa, entonces 
la función f(x) tiene en a minimo o máximo estricto respectivamente; 

2") Si Tm(u) dada por [70-35] tiene alguna raiz real de orden im- 
par (tal si m es impar) y por tanto es indefinida, entonces la función 
l'(x) no tiene extremo en a,' ni en sentido amplio; 

39) Si Tm (u) dada por [70-35] tiene raices reales, todas ellas de 
ordcn par, y por tanto la forma es semidefinida, entonces el caso es du- 
doso, pero al menos la función f(x) tiene en a casi-extremo, en el sentido 
d<’ que excluidos los entornos cónicos [70-28] se conserva el signo de 
Af(a). 

7. Extremos de funciones con variables ligadas. — a ) Los 
problemas de máximo y mínimo se plantean con frecuencia en 
l’orma tal que las variables no son todas independientes. Si por 
ejemplo queremos hallar el punto de la eurva cp (x,y)= 0 más 
próximo al origen, habrá q ue hacer mínima la función de dos 
variables z = f (x, 3 /) = + Va? a + V 2 í pero donde las variables 
no son independientes sino ligadas por cp(&, y)=0. 

Sea en general u = f(x, y) una función diferenciable de 
dos variables, estando ligadas éstas por una ecuación diferen- 
ciable <p(#,?/) = 0. Si se cumple la condición dcp/dy^O se po- 
drá considerar y = y(x) (§ 67-4), resultando u = f [x, y(íc)] = 
‘I’(íc). Se trata de determinar los extremos de $(#) me- 
dianto f y cp, sin necesidad de conocer su expresión explícita 
id la de y(oj). Podemos interpretar geométricamente el pro- 
blema en el plano si suponemos que en él buscamos extremar 
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una función f (x,y) sobre una determinada curva cp(o;, y) = 0. 
Supuestas satisfechas las condiciones de existencia y continui- 
dad, condición necesaria de extremo relativo será la anulación 
de la derivada total de f (x,y), siendo y = y(x) y obteniendo 
y'(z) mediante y(x,y)= 0. Llegamos así al sistema 

[70-36] f x + f v y' = 0 ; cp„ + cp u y' = 0 , 

0 mejor al 

[70-37] fx&x + f v dy = 0 ; cp*da + cp y d y = 0 . 

En la primera de estas relaciones d» es incremento independiente, 
mientras que dy es diferencial funcional, determinada por la segunda, 
pudiéndose intercambiar los papeles si así conviene para las condiciones 
de existencia o de contorno. Esta última observación es importante, por- 
que las condiciones [70-36] pueden no dar el extremo buscado (§ 70-1) 
si éste se alcanza en un punto de contorno (cfr. ejemplo 1). 

Eliminando y' en [70-36] ó dx, d y en [70-37], se obtiene 
una ecuación que junto con la ecuación de enlace forman el 
sistema de dos ecuaciones 
[70-38] facpv — f^ = 0 , cp(x, y) = 0 , 

con dos incógnitas x, y, cuyas soluciones son los puntos críti- 
cos 0 extremantes que puedan ser los extremos buscados en 
dichas condiciones de continuidad y diferenciabilidad. 


Notas: 1. Sin estas restricciones, acaso existen (§ 70-1) otros ex- 
tremos singulares, sin olvidar que deben considerarse los puntos de con- 
torno. 

2. La discusión de suficiencia se hace entonces mediante el estudio 
del signo de d 2 f (§ 70-4, a), estando ligadas dcc, d y, d 2 y por las condi- 
ciones dcp = 0, d 2 cp = 0 si consideramos dy diferencial funcional y d* 
incremento independiente. 

3. Las ecuaciones [70-38], escritas en la forma 

[70-39] cp, : cp„ = f. : f, , y(x,y) = 0 , 


muestran que los puntos 
extremantes que no son sin- 
gulares en cp = 0 (§ 71-4), 
son aquellos donde la curva 
cp(x,y)= 0 es tangente a 
una curva de nivel f (x,y) = 

= constante de la función a 
extremar. La figura 234 
muestra dos puntos críticos 
en tales condiciones A y B; 
si la variación de u = f(x,y) 
es monótona, al atravesar 
en el mismo sentido las cur- 
vas de nivel, hay extremo 
en A pero no en B. Por 
el contrario, en un punto 
cuspidal oderetroceso . . , , 

(§ 71-4) para la curva q>(x,y) = 0, donde cp I = cp,= 0, pierde sentido la 
primera [70-39] pero se cumple [70-38], y en general hay extremo (pun- 
to C fio- 9.34: ver 5 70-8. a. nota 1 y ejemplo 2). 



f=C. 


/=c 3 

/=c. 


/=c, 
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b) Si se tratase de extremar una función de tres varia- 
bles u = f (x, y, z) con dos ecuaciones de enlace q> (íb, y, z) = 0, 
'\>(.%,V,z)= 0, representantes de una curva en el espacio, los 
puntos críticos o extremantes vendrían dados por el sistema: 


[70-40] 


d(f, <p> ip) 

d{x, y, z) 


, cp = 0 , op = 0. 


Ejemplos: 1. Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
y t = 4x. 

Debe hacerse mínima u = (x — l) 3 -f y* con la condición y 2 = 4x. Si 
consideramos <f>(a 0 = (a; — l) 2 4x y anulamos <£'(:») = 0 , encontramos 
el punto x =— 1, donde no existe curva (!). La paradoja se explica 
por ocurrir el extremo buscado en x = 0 , punto de contorno del campo 
x > 0 donde está definida la parábola. Como ésta existe para todo valor 
de y, es mejor no distinguir la variable independiente, y así [70-37] 
lleva a 

[70-41] (x — l)da; + ydy = 0 ; — 2dx + ydy = 0. 

La condición de compatibilidad de este sistema que es (§ 15-6, b) la 
anulación de su determinante, da y(x-\- 1 )= 0 , que junto a la condición 
y'' = 4x determina el extremo buscado y = 0, x = 0. 

Escribiendo la proporcionalidad entre los coeficientes de dx y dy en 
las ecuaciones [70-41] se obtiene (x —1)/(— 2) = y/y = l que da el 
resultado absurdo de antes: x = — 1 , pues al poner y/y = 1 se pierde 
la raíz y = 0 de y(x + l )=0 quedando x + 1 = 0 , o sea x = — 1 . 

2. Distancia del origen O a la curva del espacio 
tp(a;, y, z) = 0 , ty(x,y,z)=0. 

La función a extremar en este caso es u = x a + y 2 + z 2 . 

De 

í xdx + ydy + zdz = 0 , 

, cp^dx + cp„d]/ + cp.-d« = 0 , 

l i|txdx + i|)„d y + ipsrdsr = 0 , 

y las dos ecuaciones de enlace se obtiene el sistema 

' x y z 

[70-42] cps, cp„ cp- =0 , cp = 0 , ip = 0 , 

I *+ ti/ ■»!»- 

ruyas raíces son los puntos críticos buscados P. 

I.a primera de las [70-42] expresa que la recta OP es perpendicular 
a lu tungente a la curva en P (§ 67-6, nota 3, y § 60-5, c), es decir, los 
tfgmentos mínimos o máximos entre un punto y una curva son norma- 
!«■« a ó.sta (si no hay puntos angulares o extremos). Pero esto no basta, 
puede haber punto de inflexión, y así debe hacerse la discusión del 
.ip;no dc> d a u, con dx, d y, dz ligadas por dcp = 0 , daj> = 0 , dando d 2 y, drz 
liui d"«p: 0 , d+i = 0 , si se eonsidera d# incremento independiente. 

Si la curva cp = 0, op = 0 es la recta 

* = pz + a , y = qz + 6 , 
do purámetros directores y, q, 1 , se obtendrá: 
x y z 

-1 0 y = 0 , es decir z + px + qy = 0 , 

0 —1 q 

pluno normal por ol origen O a la recta dada y cuya intersección con 
ollu clu ol punto buscado. 
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c) Caso general. Si se buscan los extremos de 

u = í (xi, Xa,..., x n ; Vi,yz, . ■ .>ym) , 
función diferenciable de m + n variables, estando ligadas por m ecua- 
ciones diferenciables: 

[70-43] cpi (xi, i/i, ..., 2 /m) = 0 , (i = 1,2, ..., m) , 

supuestas independientes en las yi, ..., y m (§ 68-3), esto es, cumpliendo 

__ .- 3 (cpi, cps, . .., cp m ) n 

[70-44] -57 -—T =F 0 > 

de modo que f depende realmente sólo de n variables independientes 
Xi, x 3 , ..., x n , será condición necesaria de extremo (§ 70-6) fuera de los 
casos de discontinuidad o contorno, que se anule su diferencial total para 
valores cualesquiera de los incrementos independientes da?i, dxz, ..., da;n, 
mientras que las diferenciales funcionales d¡/i, d ya, ..., dy m vendrán da- 
das por dcpc = 0 (i= 1 , 2 , .. .,m). . 

Así se obtiene el sistema lineal de m + 1 ecuaciones en las diferen- 
ciales dxi, ..., d» n ; dyi, .. , dy m : 

dí - ■+ ix ' + -• ,+ + iXn+ + iy ' + ’ 1,+dv ” = °’ 
[70-46] i ^=^++'-'+i^ áx ' + ^: iyi+ --- + ^: áy, ' =0 ’ 


df =■ 


3cpi , . 3cpi , 

dcpi = -r— dxi +...+ -r da; n + 
3a;i 3a; n 


, _ 3cpm , , . 3<p m 3cp„ 

dtp -- == ~dxi ix ' + -+^: Axn+ 'dü. 


+...+^d„.=°, 


de las que por [70-44] se puede eliminar dyi, d yt, .... dy m , dando como 
ecuación resultante 

Midaii + Msda:a + ... + M.dain = 0. 

Ésta no encierra sino incrementos independientes da¡i, dccs, ..., d* n , 
y por el teorema de identidad de polinomios (§ 16 - 2 ), tomando aqui co- 
mo variables dxi, ..., da; n , es equivalente a las n condiciones 


[70-46] M/(*i, l/i, ...,Vm) = 0 , (¿=1,2 . n) 

que junto a la m ecuaciones [70-43] determinan las n + m coordenadas 
aji, £C 2 , ..., Xn ; yi,...,Vm de los puntos críticos o extremantes. Aun ha- 
bría que discutir el signo de d s f (§ 70-6), estando en ésta las dxi, dy¡ 
y d 2 yk ligadas por dcpi = 0 , d 2 cpi = 0 , (i = 1, 2 , ... , m), lo que suele ser 
muy complicado. 


8. Método de los multiplicadores de Lagrange. — Veremos 
ahora un método, que implica la introducción de nuevos pará- 
metros llamados multiplicadores de Lagrange, con el cual_ se 
logra mayor sencillez y simetría en los cálculos, y se elimma 
la necesidad de distinguir previamente entre variables 
pendientes y dependientes, así como la intervención de dife- 
renciales segundas de variables dependientes en la discusión 
de suficiencia. 

a) Si en el caso de § 70-7, a a la primera [70-37] le su- 
mamos la segunda multiplicada por un parámetro X se obtiene: 

[70-47] (fa + XqOdz + (f„ + %)dy = 0. 

De aquí no resulta sin más la anulación de cada paréntesis, 
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pues las diferenciales da;, d y no son independientes. Pero si se 
elige A de modo que se anule el coeficiente de d y, resultan: 

|70-48] f x + ^<p* = 0 , f v -f- Xcp v = 0 , 

que conjuntamente con y(x, y)=Q dan tres ecuaciones para 
determinar los puntos críticos y el parámetro l para cada uno. 

Lagrange observó que las ecuaciones [70-48] corresponden 
a buscar los extremos libres (§ 70-1) de la función 

[70-49] F = f(x,y) + kp (x,y) , 

considerando x, y, como variables independientes, y l como 
constante. Por otra parte, para discutir el signo de d 2 f basta 
considerar el de d 2 F, pues sobre cp = 0 es f = F, y con esa con- 
dición cp = 0, será también d 2 f = d 2 F. A1 calcular d 2 F (§ 69-3, 
b), tendremos: 

y como por la segunda [70-48] es F„ = 0, por lo anterior que- 
dará sobre <p = 0: 

[70-50] (d-L + d»-¿-)'"F . 

es decir, el cálculo formal de d 2 F = d 2 f se efectúa considerando 
también en F, a x é y como variables independientes. 

EJEMPLO 1. Mínima distancia del punto (1; 0) a la parábola 
V' \x. Debe hacerse mínima u = (x — 1) a -4- con la condición y 2 — 
- 4x = 0, como en el § 70-7, ejemplo 1. 

Si introducimos la función 

F = (*-l) a + + X(y°- 4x) , 

•lefinida, continua y derivable en todo el plano xy, el sistema [70-48] y 
170-48] es aquí: 

f F« = 2(x — 1) — 4X. = 0 , 
n F„ = 2 y + 2\y = 0 , 
l <p = y 2 — 4x = 0. 

Do la sojíunda se obtiene y = 0 ó X =— 1, pero sólo el primer va- 
lor dii «olución real x = 0, y = 0, l =— l. En dicho punto es F M = 2, 
l'\» 2 | 2X. = 1, F* w = 0, y por tanto d 2 w = d 2 F = 2dx 2 + d y 2 , estando 

IícikIhh dr, d y por dcp = 2ydy — 4d« = 0 que en (0,0) se reduce a 
«l.r (* y por tanto, queda en definitiva d 2 u = d a F = dy 2 , que al ser de- 
iinida positiva nos asegura el mínimo buscado. No era necesario (cfr. 

• 'ji'inplo 2) que 2da;“ + d y 2 fuere definida positiva, pero siéndolo aquí, 
«'hío yn ora suficiente para asegurar mínimo, lo que por otra parte se 
vo directamente por la naturaleza geométrica del problema. 

Nota I. Si cp„=0 no podrá hallarse un X que anule el coeficiente 
<l" <ly/ on [70-47]. Para los puntos singulares (§ 71-4) de la curva 
«i'(<**. //) 0 donde (p, = cp„ = 0, no podrán obtenerse las [70-48] ni aun 

pcrmutundo lo.s pupelcs de x ó y, y el método de Lagrange no es apli- 
ouble. 
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Ejemplo 2. Para hallar el punto de la curva cp(x,y) — (x 1)_ 

_ y * — o (fig. 235) a mínima distancia del origen, hay que hacer mmima 

la función f (x,y) = x 2 
+ y 2 , con la condición y 

cp = 0. y 

La curva cp = 0 tie- 
ne el punto cuspidal 
(1; 0) y ningún otro pun- 

to en el círculo x 2 + y 2 < / 

< 1 (como se ve buscan- / 

do sus intersecciones con v' 

la circunferencia « 2 + 

+ j/ a = l), luego el pun---►- 

to cuspidal (1; 0) da la X 

solución. Ahora bien, sus 

coordenadas verifican las X 

ecuaciones cp(x,y)= 0 y \ 

fi/ + )-cpv = 0 para cual- Fig. 285 

quier valor de X, pero en 
cambio es 

f. + X(p» = 2» + 3\(x — l) 2 = 2 + 0. 

b) Para tratar análogamente el caso general (§ 70-7, c), disponga- 
mos de m parámetros constantes arbitrarios X¡ (i = 1,2, ... ,m), tales 
que al multiplicar en [70-45] las dcp¡ por ellos y sumar por columnas, 
se elijan de manera que se anulen los coeficientes de dyi, ..., dy m . 


[70-51] + Xi + . . • + = 0 

3 í/¡ 3 2/¡ 3 2/, 


(i = 1,2, ...,m). 


Quedará entonces 

3f , S , 3cp, 


da!l + -"’ f \1Z + ¿ 


dx n = 0 


que por depender sólo de los incrementos independientes dxi, dxa, ..., da; n , 
es equivalente a las n ecuaciones 

.. 3f . , 9«Pc , ■ ^ _ n (k = l,...,n). 


[70-52] 


+ . . . + Xr 


Las [70-51], [70-52], junto con las [70-43], dan 2m + n ecuaciones 
en 2m + n incógnitas Xi, X 2 , ...,X m ; Xi, Xg, ..., x „; yi,ys,...,ym para de- 
terminar los puntos críticos buscados. „ _ , . , 

Obsérvese que las ecuaciones [70-51] y [70-52] corresponden a bus- 
car los extremos libres (§ 70-6) de la función 


[70-53] 


F = f + Xifpi + 


+ ... + XmCpr 


considerando «i, cc 2 , ..., *», Vi, ■ ■■, V » como variables independientes y 
Xa, X 2 , ..., Xm como constantes. Por otra parte, para discutir el signo de 
d^f, basta considerar el de d 2 F, pues sobre [70-43] es f = F, y con esas 
condiciones será también d^f^d^F. A1 calcular d“F (§ 69-3, b), ten- 
dremos: 

d ’ F = + + + a^r) F + 


3F 3F 

por las [70-51], sobre [70-43], quedará 
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'( H ‘¡® cir » cálculo formal de d 2 F = d 2 f se efectúa considerando tanibién 
i'ii 1' a Xi, x 2 , , x n ; como variables independientes. Sin em- 

’nrjío, el estudio del signo de d 2 F como forma cuadrática definida, inde- 
a 0 ' semidefinida (§ 70-6), debe hacerse respecto de los incrementos 
muopendientes da;i, dx 2 , ..., dx„, pues deben considerarse las diferencia- 
|‘m luncionales dyi, ..., d y m ligadas a los anteriores mediante dcp ( = 0, 
.* f. + • • ‘> m )- No obstante, en todo el proceso no hay necesidad de 
«l'Hungmr a priori entre las n + m variables xi,x 2 , ..., **; yi,...,y m , 
'•u.'iles son las dependientes e independientes, y para que las [70-43] se 
consideren distmtas”, basta sean independientes respecto de m variables 
ni íc las n + m anteriores (§ 68-3, nota 2). Además la introducción de 
1 icne la ventaja de eliminar enseguida la intervención de las diferen- 
('iules segundas de las variables dependientes en la discusión de sufi- 
ciencia. 

Nota 2. Para extremar la función u = f (x, y, z) sobre la superficie 
'r (;'% V, z)= 0, se forma F = f + Xcp, y los puntos críticos vienen dados 
por el sistema: 

fa -I- ?.(£* = 0 , f v + ?.Cp„ = 0 , f„ + =0 , Cp = 0. 

La discusión de suficiencia se hace estudiando el signo de 
d 2 F = (Fxdcc + F„d2/ + F,dz) (2 > 
con da, dy, dz ligadas por cp x dcc + cp„d y + cp.-dz = 0. 

I'm ei caso particular cle ser u — z, obtendríamos así los extremos 
</'• una funcion z dada implícitamente por la ecuación cp (x, y, z) = 0. 
Quedara F = z + Xcp, y los puntos críticos se determinan por 

cpj = 0 , cp„ = 0 , 1 + Xq> z = 0 , cp = 0. 

La discusión de suficiencia se efectúa mediante d 2 F = ?.d a cp, donde 
■ ip se calcula como si x, y, z fuescn independientes, pero ligando da;, 
dy, dz mediante dcp = 0. 


LJEMPLOS: 3. Paralelepípedo de área mínima entre todos los de vo- 
ininrn dado C. 

Lasta extremar la mitad de su área u = xy + yz + zx, con la ecua- 
cioi’ do condición xyz = C. Para esto se forma 

F = xy + yz + zx + \(xyz — C) , 

V h'M [70-61] y [70-52] son aquí: 

•// + * + lyz = 0 ] 

a¡ + z + \xz = o L = *±JL _ = _ x 

//+* + \xv = 0 VZ zx xy 


k + z + "Kxz = 0 = — ~ ■ = ~ a . — _ I 

V + * + Ixy = 0 J yz zx xy 

l- 1 " (// -|- z )% —(z + x)y se deduce x = y; análogamente y = z. Ten- 
ilrcnion como punto crítico x 0 = y 0 = z 0 = /c, con l = _2/fC. 

I <"• la naturaleza geométrica del problema podríamos ya concluir que 
!l H0 * uelen buscada, es decir, que el paralelepípedo de volumen 
1 iuio y .'iiv:i mímma es el cubo, pero es instructivo completar la discu- 
dón nnalítjca de suñciencia. E1 estudio del signo de d 2 F en (x a ,y*,zo) 
,,|0< ' luu buscando en dicho punto el valor de las derivadas parciales 
F« = F„„ = F„ = 0 ; 

I'»k I + Izo = — 1 = F„* (xo, y 0 , z 0 ) = F ÍX (xo,yo,z 0 ). 

A primora vista parece que 

d"F = — 2(da;dy + dydz + dzdx) 

•'m indol inldu, sin que por tanto oxista extremo, pero no es así, porquo 
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dx, d y, dz no son mdependientes, sino que están ligadas mediante dcp= 0 , 
es decir, en x 0 = y 0 — z 0 + 0 es d» + dy + dz = 0. Entonces resulta 
d*F = 2(d* a + dy 2 + dxdy) > 0 definida positiva, pues el hessiano es 

=-i; ;i>* 

4. Hallar las longitudes de los ejes de la sección producida en el 
elipsoide 


por el plano Ix + my + wz = 0. 

Hay, pues, que buscar los máximos y mínimos de la función 
r 3 = x 1 + 2/ a + z 3 , cuyas variables están ligadas por las dos ecuaciones 
anteriores. 

Para aplicar el método de Lagrange, formemos la función 

F (x,y,z)= x* y* + z 2 + \ (±-+ ~ +-±-— 1) + 2| x(lx + my + nz) 
y resolvamos el sistema: 

í x + \ + ln =0 


[70-55] 


X. + myi = 0 


1 + wp =0 


— + 
a a 


1 = 0 


l Ix + my + nz = 0 

Multiplicando la primera ecuación por x, la segunda por y, la ter- 
cera por z y sumando, resulta x 2 + y 1 + z a + X= 0, es decir, X = — r 3 . 
Puestas las tres primeras ecuaciones en la forma 
x al 

~á = ~~ a’ J — r 2 ^ 
y_ _ bm ^ 


l c — c a — r 3 

elevándolas al cuadrado y sumando, se obtiene: 

_1_/ al \ 2 / bm \ 3 / cn \ 2 

(x 2 “ l a a — r 2 / + \ b J — r 2 / + \ c 2 —r 2 ) 

Sustituídos los valores de X y p, en el sistema [70-55] se resuelve 
éste respecto de x, y y z, y resultan los valores que pueden hacer _má- 
ximo o mínimo a r 2 ; pero es más ventajoso eliminar x, y y z en dicho 
sistema por venir expresada la resultante en función de x 2 + j/ a + z 2 = r a . 
Esto se logra a partir de las tres primeras ecuaciones de [70-55]: 

, a 3 l 

* + >*= ° 

, b 2 m n 

- V + I* - 0 

* + - n - L = 0 
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aumándolas una vez multiplicadas por l, m, n, respectivamente, y resulta: 

aT ¥m 2 cV_„ 

a 2 — r 2 + ¥ — r + c 2 — r 2 — 

ocuación de segundo grado en r 2 que determina ios cuadrados de los 
semiejes de la sección plana del elipsoide. 

Nota 3. La condición [70-44] 

9(qh, cp2, . ■ cp m ) Q 

3 (2/i, 2/2, ...,2/-») 

debe reemplazarse por la de que sea no nulo por lo menos uno de los 
determinantes funcionales de las qn, cp 2 , ..., cpm respecto de w de las va- 
riables xi, ...,x n ; dando así una condición de independencia 

do los vínculos que no hace distingo entre las x y las y. Esta condición 
es esencial en la aplicación del método para poder determinar los mul- 
tiplicadores X, como se ha aclar^o en el caso más sencillo en la nota 1 
y ejemplo 2. 


Ejercicios 


1. Extremos de la función f (x, y) = x* -J- y l — x 2 — j/ 2 + 1. 

2. Extremos de la función f(x, y ) = x 2 — 2xy- + y l — j/ 5 . 

3. En el plano del cuadrilátero convexo V fc (/c = 1,2,3,4) hallar el 
punto P cuya suma de distancias n a los vértices sea mínima. 

4. Extremos de z = x' 2 xy + y' 2 x + 5y ; ecuación canónica de esta 
cuádrica. 

B. Extremos de 2 = (x 2 + y 2 ) a — 2a 2 (a: 2 — y 2 ). 

G. Extremos de z = e'® _2!/ — e~ M ~ v en el cuadrante 2/ = 

7. Extremos de z = x l 4- y* — 2(cc — y) 2 . 1 

8 . Mínima distancia d entre las rectas (x — 5)/3 =( 2 / — 5)/2 = 
= (* — 7) /6 = tii (x + 11) /2 =( 2/ —12)/2 = 2 + 12 = U. 

í). Hallar los triánguíos en que es máximo el producto 
u = sen A . sen B . sen C. 

10. Siendo A, B, C tres ángulos positivos tales que A + B -f C = in, 
domostrar que se cumple siempre sen A . sen B . sen C g 1/8. 

11. En el plano de un triángulo hallar el punto tal que la suma de 
Ioh cuadrados de las distancias de los vértices a dicho punto sea mínima. 

12. Extremos de: a) z = y 2 l (x 2 + 75) con la condición x 2 — xy + 

| 15-0; b) z = x a + xy 2 con la condición xy — a 2 =0. 

13. Mínima distancia del origen al plano Ax + By + Cz + D = 0. 

14. Extremar el producto x u y' , z c de exponentes positivos constantes, 

con la condición x + y + z = s. , 

15. Entre todos los triángulos de perímetro 2 p hallar el de area má- 
KÍma. Entre todos los de área S hallar el de perímetro mínimo. 

IG. Entre los cuadriláteros cuyos lados tengan longitud dada, hallar 
ol d« árcn máxima. . . 

17. Situar tres puntos A, B, C en el circulo x* + y ^l de morto 
<|ii(' on cl triángulo ABC sea máximo: a) el producto de los lados; 6) el 

U 18. Hallar el parelelepípedo rectángulo de mayor volumen inscrito 

on ol ollpsoide (x a /a a ) + (y a /b a )+(z a /<f) = 1. , . , 

!!». Paralelepípedo rectángulo de máximo volumen entre todos los 

Aren dada. . , 

20. Por un punto P (a,b,c) trazar el plano que forme con Iob pln 
non coordcnadoa el tetraedro de volumen mínimo V y hallar éste. 

21. Honolver el problema dcl ejemplo 4 de § 70-8 para la Buparficín 
(/c eliuUcidad (x* + y* | z a ) a = a a x' + &V + «V. 
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22. Extremos de u = x a + y a +z a bajo la condición OnX a + a&y 2 + 
+ etóz 2 + 2(hsxy + 2a 23 yz + 2031 zx = 1. Interpretación geométrica. 

23. Referida a ejes oblicuos de ángulo 0, hallar la longitud de los 
ejes de la cónica Oux 2 + 2av¿xy + a&y 2 + a M = 0 . 

24. Demostrar que el valor máximo de (ax 2 + 2bxy + cy 2 ) l (ex a + 
+ 2fxy + gy 2 ), (con eg — Z 2 > 0 ), es igual a la mayor de las raíces de 
la ecuación en u: (ac —ó 2 ) — u(ag — 2 bf+ec) + u a (eg — / 2 ) = 0 y apli- 
carlo a calcular el máximo de (x 2 + 6xy + Sy 2 ) / (x 2 — xy + y~). 

25. Hallar el máximo del determinante 

Oxi . . . Oxn 

A = . 

Oni . . . a n n 

para el cual a r i 2 + ... + a r 2 = H r , (r = 1,2, ..., n ), donde H r son cons- 
tantes positivas dadas. Demostrar que si M es una cota superior de todos 
los módulos de los elementos de A, se tiene | A I ^ Vw n M n (Hadamard). 

§ 71. APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA FÓRMULA 
DE TAYLOR 

1. Cambio de coordenadas. — La fórmula de Taylor tiene 
multitud de aplicaciones en Geometría analítica. Tal es, por 
ejemplo, el cambio de coordenadas. Dada la ecuación i(x,y) = Q, 
si se cambian los ejes por otros paralelos, las coordenadas an- 
tiguas y nuevas están ligadas por la relación: 

x = a + x' ; y = b y' , 
y la ecuación se transforma en esta otra: 

f (a, b ) + x'. f x (a, b) + y' . f v (a, b) + ... = 0 . 

Análogamente, la ecuación f(x,y,z)= 0 referida a los nue- 
vos ejes x', y', z' relacionados por las fórmulas: x = a-\-x', 
y = b-\-y', z = c-\-z' es: 

f (a, b, c) + x' . f*(a, b, c) + y' . f y (a, b, c) + z' . f*(a, b, c) + 

+ ... = 0 . 

2. Centro de las cuádricas. — En particular, si se trata de 
una cuádrica y elegimos el punto (a, b, c) de modo que cum- 
pla las condiciones: 

f x (a, b,c) =0 ; f v (a, b, c) =0 ; f z (a,b,c) =0 , 

la ecuación referida a este nuevo origen carece de términos de 
primer grado. Por tanto, si un punto (x',y',z') está en la su- 
perficie, también el simétrico (— x', — y', — z') ; es decir: el 
punto (a, b, c) es centro de simetría de la superficie.. 

Regla yráctica. Para determinar el centro de una cuádrica, 
se resuelve el sistema que resulta de anular las tres derivadas 
primeras. (Cfr. § 62-1, nota). 

Obsérvese que los términos de segundo grado no alteran 
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('on la sustitución; luego, para referir la cuádrica a su centro 
(a, b, c), basta suprimir los términos de primer grado y poner 
como término constante f (a,b,c). 

(-uando el sistema de ecuaciones lineales sea incompatible, 
i*B decir, tenga soluciones infinitas, la cuádrica es de tipo pa- 
i-aboloide (§ 62-5) ; y es de tipo cilíndrico o se reduce a dos 
planos si el sistema es indeterminado (§ 62-5). 

F.jemplo. Sea la superficie 

f (x, y, z) = 2x* — 3x2/ + y" — xz + z 2 — 2y — 6 = °. 

Para determinar el centro pondremos: 

f x (a,b,c)= 4 a — 36 — c = 0 1 f a = — 3 

f„(a, 6, c) = — 3a + 26 — 2 = 0 < b = — 7/2 

f„(a, 6, c) = — a + 2c = 0 J \ c = — 3/2 

La ecuación referida a este centro es: 

2x* — 3 xy -f y- — xz + z~ — (5/2) = 0. 

3. Puntos simples u ordinarios de las curvas. — Se llaman 
así los puntos en que no se anulan simultáneamente las dos 
derivadas parciales f X (x,y), f v (x,y) del primer miembro de 
la ecuación í(x,y) = 0. Si es f v (a,-i()-=i¡= 0 resulta y función 
c.ontinua y derivable de x en el entorno del valor a.; y la de- 
rivada y' se calcula según se demostró en § 67-4. La ecuación 
d(* la tangente en el punto (a, b) es, por tanto (§§ 30-4 y 
67-4, b), 

[71-1] (x — a)f x (a,b) + (y — b)í v (a,b)= 0 . 

Si se anula f y (a, b ), pero es í x (a, 6)4=0, resulta a; función 
il(* 7 /; la tangente, que entonces es paralela al eje y, viene tam- 
bién dada por la ecuación [71-1], cuya validez es, por tanto, 
general. 

De otro modo: desarrollada la función por la fórmula de 
Taylor la ecuación de la curva adopta la forma: 

|71-2] (x — a)fAa,b) + (y — b)f v (a,b) + ...=0 , 

(loii(l(‘ los términos siguientes son de grado superior a unó res- 
pccto de x — a, y — b. La intersección con una recta cual- 
(piiera: y — b = k(x — a) resulta sustituyendo y — b por 
/r(.r - a), y la ecuación obtenida tiene la raíz simple x = a; 
pero si la recta es precisamente la [71-1], resulta que la raíz 
.( a es por lo menos doble; es decir, la recta es tangente a 
lu curva, según el concepto cartesiano, y su ecuación se obtie- 
nc igualando a cero el binomio de primer grado en el desarro- 
llo de 'I’aylor. Ahora bien, hemos demostrado que esta ecua- 
ción [71-1] representa la tangente según la definición de 
1 80-4 y 5, que llamaremos neivtoniana ; luego queda demos- 
l.rada la identidad de ambos conceptos en los puntos ordinarios 
o HÍniple8. 
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Ejemplo. La tangente en el origen a la curva 
2x — 3 y + 4+ — y a = 0, 

es la recta 2x = 3 y. 

4. Puntos múltiples de las curvas planas. — a) Si en un 
punto (a, b) de la curva f(x,y)=Q, son nulas las derivadas 

f x (a, b) = 0 , f y (a, b) = 0 , 

el desarrollo de Taylor de f (x,y) para el punto (a, b) multi- 
plicado por 2 da, llamando q a la distancia de (a, b) a (x, y) : 

[71-3] f xx (x — a) 2 + 2f xy ( X — a) (y—b) + f yy (y — ó) 2 + 

+ o (q") = 0. 

Si la curva es algebraica, la intersección con cualquier rec- 
ta y — b=l( x — a) trazada por (a, b) resulta sustituyendo 
y — b por \(x — a), y en la ecuación obtenida aparece el fac- 
tor (£ — a)’ ¿ , luego el punto (a, b) es por lo menos doble en 
todas las secciones, y por esto se llama yunto múltiple de la 
curva. 

En el caso general, supuesto que el primer miembro de la 
ecuación implícita de la curva f (x, y) = 0 sea una función uni- 
forme con derivadas segundas continuas, llamaremos singula- 
res a los puntos no ordinarios (§ 71-3) y vendrán determina- 
dos por las coordenadas a y b que satisfacen simultáneamente 
a las tres ecuaciones: 

[71-4] f(a,6)=0 , f x (a,b) = 0 , f„(a,6)=0. 

Supongamos además que la función f(x,y) admite el des- 
arrollo de Taylor (§ 69-5) 

[71-5] f (x,y) = 2 -L d"f(a., b) + o (g n ). 

i> = 2 v¡ 

Si los polinomios homogéneos de grado 1, 2, ..., n — 1 en 
h = x — a y k = y — b: df (a,b), d 2 f (a,b), ..., d^f (a,b) 
son idénticamente nulos en h y k y no lo es el d B f (a,b), se 
dice que el punto (a, b) es un punto singular de orden n, o 
en las curvas algebraicas punto múltvple de orden n. Para 
n = 2 tendremos un punto doble de la curva. 

b) En el caso de punto doble (a, b), la forma de la curva 
en su entorno depende d.e las propiedades de la ecuación ho- 
mogénea de 2 9 grado: 

[71-6] d 2 f (a, b) = f xx . (x — a ) 2 + 2f xy . (x — a) (y — b) + 

+ ±+. (y — b) 2 = 0 , 

que representa un par de rectas, reales y distintas, reales y 
coincidentes, o imaginarias, según que sea el hessiano H = 
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f,,f uu — W < 0, = 0, ó > 0, y entonces el punto doble sé 
llurnn respectivamente hi'perbólico, parabólico o eliptico (y tam- 
Itién crunodál, cuspidal o acnodál). 

Supuestas continuas las derivadas terceras de f ( x, y) en 
( a,b) tendremos: 

Teor. 6i) En el caso de punto doble hiperbólico (H < 0), 
lu curva en su entorno posee dos ramas reales respectivamente 
tmigentes a las dos rectas reales distintas [71-6]. 

b 2 ) En el caso de punto doble elíptico (H > 0), existe un 
cntorno reducido del mismo sin puntos de la curva y el punto 
( a,b) es aislado. 

bu) El caso de punto doble parábólico (H = 0) es dudoso 
cn el sentido de que puede o no haber curva en su entomo, con 
ninguna, una o dos ramas, con o sin retroceso, pero siempre 
con una sola tangente dada por el par de rectas coincidentes 
[71-6]. 

Dem. 6i) Si H < 0, sean h =4= l 2 los coeficientes angula- 
ros del par de rectas reales distintas [71-6]. La intersección 
de [71-3] con las rectas del haz y — b = l(x — a), tendrá or- 
den de multiplicidad superior a 2 si se anula el trinomio de 
segundo grado, es decir, si se elige una de las dos rectas [71-6] 
y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano 
para curvas algebraicas. 

En el caso de funciones diferenciablns cualesquiera, la exis- 
tencia de intersección con las rectas y — b = l(x — a) resulta 
(lel teorema de la función implícita (§ 67-4); pues dividiendo 
por (x — a) 2 , la ecuación 

171-7] 2F (x,l) = f XX + 2f X yl + f yyl 2 + 

+ (« — a)[P(l) + 5] = 0 

ho satisface para 1 = hy x = a, y siendo 

F x (a, h) = í xy + f vv h + 0 , (pues H < 0) , 

«'xÍHto un punto que tiende al (a, b) cuando es decir, 

una y sólo una rama de curva tangente a la recta de pendien- 
l.o h ; y análogamente a la otra l 2 . Por tanto, las tangentes 
sogún ('l concepto cartesiano lo son también según la defini- 
dón del § 30-5. 

E.iKMi'Lo 1. La lemniscata y" — a; 3 4-a;* = 0 tiene punto doble hiper- 
lióllco ©n el origen. 

b ) Veamos ahora que todo punto elíptico de una curva es 
aislado. ISn efecto, si el hessiano en el punto doble (a, b) es 
II • 0, no se anuía el trinomio [71-6] que figura en [71-3], 
y ('ii un entorno suficientemente pequeño el término comple- 
ni(*n1ui*io, es menor que el mínimo de dicho trinomio, luego no 
hay puntoH de la curva en ese entorno reducido. 
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Ejemplo 2. La parábola cúbica punteada de Newton y 2 = x 3 — x 3 
tiene un punto aislado en el origen. 


63 ) Si H = 0 y el punto singular es doble, una de las dos 
derivadas segundas f xx (a, b), f vy (a,b) no es nula. Suponga- 
mos f vy + 0, con lo que [71-7] puede ponerse en la forma 

[71-8] 2F (x, l) = + (f w + {„ . I) 2 + (x — a) [P (1) + 5] = 0. 

1 vv 

En general, 


PW = á 



(3) 

f(a,b) 


no se anulará para h = — f xy /f yy , con lo que la curva [71-8] 
tiene un punto ordinario en x = a, l = h. En el entorno de 
este punto, la parte principal h* del infinitésimo h = x — a 
verifica 


(f xy -\-f yy .l ) 2 = — fyy.P (h)h* , 


con lo que X y, por tanto, y — b = Ih es real cuando y sólo 
cuando h es de distinto signo que f !/;/ P(Xi). Además los dos va- 
lores de k = Ih quedarán a uno y otro lado del h = — f xy /f vy - 
Es decir, la curva sólo existe a un. lado de la recta x = a y se 
compone de dos ramas situadas a uno y otro lado de su tan- 
gente común dada por el par de rectas coincidentes [71-6]: 
entonces, se dice que el punto doble (a,b) es una cúspide o 
punto de retroceso de primera especie. 

En el caso excepcional de que sea P(?ii) = 0, el punto x = a, 
l = h es también singular para la curva [71-8] y hay que rei- 
terar la discusión para ésta, pudiendo ocurrir que el punto 
(a, b) para la curva [71-3] resulte aislado, o con dos ramas 
coincidentes o distintas a un mismo o distinto lado de su tan- 


gente común (punto doble con tangentes coincidentes o tacno- 
do), o de retroceso de primera especie o, aunque deteniéndose- 
ambas ramas en el punto singular (a, b), queden ambas a un 
mismo lado de su tangente común (punto de retroceso de se- 
gunda especie). En las curvas algebraicas este método de re- 
ducción lleva siempre a poder decidir cuando se está en uno 
de los casos anteriores, mientras que esto no se puede asegu- 
rar para curvas trascendentes en general. 


Ejemplos: 3. La curva y~ + x* + y' = 0 tiene un punto parabólico 
aislado en el origen. 

4. La parábola cúbica cuspidal de Newton y~ — x 3 = 0 tiene un pun- 
to de retroceso de primera especie en el origen. 

5. La curva ( y — ar ) 2 = 0 tiene todos sus puntos parabólicos (tac- 
nodos) y consta de dos ramas coincidentes cada una de las cuales tiene 
todos sus puntos ordinarios. 

6. La curva (y — x 2 ) 2 — a; 8 = 0 tiene en el origen punto doble con 
tangentes coincidentes o tacnodo quedando a un mismo lado de ésta ambas 
lamas ordinarias. 
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7. I,a curva y" 4- —í'= 0 tiene en el origen punto doble con 

lniiK |, i)tes coincidentes o tacnodo quedando a distinto lado de ésta ambas 
i'imius ordinarias. 

K. La curva (y — íc 2 ) 3 — £ G =:0 tiene en el origen un punto de re- 
l i oceso de 29- especie. 

c) En el caso de punto múltiple ( a,b) de orden n, supongamos sean 
eontinuas en (a,b ) las derivadas de orden n + 1 de £ (x,y). E1 desarro- 
llo de Taylor (§ 69-5) para í(x, y) toma la forma 

|7I-9| í(x,y) = -V d n f(a,í>) + O(q* +1 )=0. 

n! 

Ahora el comportamiento de la curva en el entorno de (a, b) depende 
do lus propiedades de la ecuación homogénea de grado n en h = x — a. 
h y — b: 

[7110] d”f(a, b) = I (x — a) -=— + (y — b) ]' 'í(a, í>) = 0 , 

L ó v J 

i|iie representa un haz de n rectas, reales o imaginarias, que pasan por 
(a,b). Sean h sus coeficientes angulares. 

Si la curva [71-9] se corta por la recta genérica del haz y — b = 
M;r —a), la intersccción tendrá orden de multiplicidad superior a n 
m se nnula el polinomio [71-10], es decir si se elige una de las rectas 
[71 10] y éstas son, por tanto, tangentes según el concepto cartesiano. 
Tumbién lo son según el concepto newtoniano (§ 30-5), pues dividiendo 
por (x — a) n , la ecuaciór. 

[7111] ?/!F(x,l) = + l 4-)'"na,b) + (x — a) [P().) + 8] = 0 . 

\9* oy 1 

:u' sntisface para x = a. Cuando x —> a, para que siga verificán- 

doso [71-ll]ha de ser es decir, toda rama real de la curya es 

ui ccsariamente tangente a una recta real del haz [71-10]; en particular, 
ni todo el haz [71-10] es imaginario (aunque tenga vértice real) el punto 
(a.b) cs aislado. 

Examinemos separadamente cada recta del haz [71-10] para reco- 
luicrr la naturaleza de la rama tangente correspondiente. 

Sea Xi el coeficiente angular de una recta múltiple de orden p del 
lui/. [71-10]. 

Entonces [71-11] toma la forma 

[71121 n!F (*,*.) = (X — h) p y(\) + (* —a)[Ptt) + 8J = 0 , 

COII i|’(li)-L0. 

Si p I, cs F/. (a,X¡)+= 0, y la curva [71-12] tiene un punto ordi- 
iiurio i’ii ;r a, y de ahí deducimos que a toda recta real simple 

ilrl Iiii |71-10] le corresponde una rama ordinaria tangente a ella en 

(«, b). 

Si v > 1 y es 

V(h) = —!—-(-— + h — ) f(a, 6)^=0 , 

<ii ■ "Ii• caso también la curva [71-12] tiene un punto ordinario en x = a, 
> ), En ('l entorno de este punto, la parte principal h * del infinité- 

ini” h x a viene dada por 

| 7 | 13] (X — Xi)''i|’(?o) + ?(h)h* = 0. 

.Si /, (‘s impur, en [71-13] X — X, cambia de signo con h, es decir, 
i l*(X.) | 0, a toda recta múltvple de orden impar del haz [71-10] dc 
oin'ficii'iitc avgiilar fivito lc corrcspondc una rama real ordinaria siv 
in flcriáv. S¡ la rccta x = a forma partc del haz [71-10] se cambia x 
por y, 
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Si p es par, en [71-13] es X — Xi real y biforme de signos contra- 
rios sólo_ para h, conservando signo contrario a P (X¡) /a|i(?.,). Por lo 
tanto, si P(Xi)4:0, a toda recta real múltiple de orden par del haz 
[71-10] de coeficiente angular finito le corresponde un punto de retro- 
ceso de primera especie. Si la recta x = a forma parte del haz [71-10] 
se cambia x por y. 

Si excepcionalmente P(?.i) = 0, el punto x = a, X = X¡ es también 
singular para la curva [71-12] y hay que reiterar la discusión para 
ésta, apai-eciendo entonces otros tipos de singularidades. Sin embargo, en 
las curvas algebraicas, este método de reducción lleva siempre a decidir 
de qué tipo de singularidad se trata, lo que puede no ocurrir para cur- 
vas trascendentes en general. 

Ejemplos: 9. La curva y B + 2x* — xy 2 = 0 tiene en el origen un 
punto triple de tangentes » = 0 (rama ordinaria con inflexión) é y 2 = 0 
(retroceso de primera especie). 

10. La curva x a + y" — x 2 y 3 = 0 tiene en el origen un punto quín- 
tuple de tangentes jy 3 = 0 (rama ordinaria sin inflexión) y » a =0 (re- 
troceso de primera especie). 

d) Si la curva es trascendente, la función f (x,y) o sus derivadas 
pueden presentar discontinuidades, dando lugar a otros tipos de singula- 
ridades. 

Son importantes los dos siguientes: 

di) Punto de detención. La función cesa en él de existir brusca- 
mente o se hace imaginaria. Por ejemplo, el origen es un punto de deten- 
ción de la curva y = x ln x. 

di) Punto angnloso. Dos ramas de la curva se detienen en él bajo 
inclinación distinta; es debido a una discontinuidad de la pendiente de 
la curva. Por ejemplo, el origen es punto anguloso de la curva 
y = x/ (1 -f- ci/a) (§ 30-5, ejemplo 1). 

5. Posición de una superficie respecto del plano tangente. — 

Para estudiar la forma de una superficie z = f(x, y) en el 
entorno de un punto ( a,b,c ), conviene desarrollar la función 
por la fórmula de Taylor, deteniendo el desarrollo en un tér- 
mino más o menos avanzado, según el grado de aproximación 
que se desee en dicho estudio. 

Limitándola en los términos de segundo grado, se tiene: 

z = f(x,y) = f (ci -[- h, b + k) = f (ct, b) -f- hf x (a, b) -f- 
+ kf y (a,b) + * (f xx h* + 2f xu hk + f Jfi) + o (q 2 ) . 

La ecuación del plano tangente en el punto (a, b, c) es, lla- 
mando z t a la cota, para distinguirla de la cota z sobre la su- 
perficie: 

«t — o= (x — a)f x (a,b) + (y — b)f y (a,b) , 

o sea: 

z t = f(a, b) + hf x (a,b) + kf v (a, b). 

Restando ambas ecuaciones tenemos para el incremento de 
la ordenada de la superficie respecto de la ordenada del plano 
tangente: 

2 (z — z t ) = f xx Tn? + 2f xy hk + f vy k 2 + o(q 2 ) , 
y según la variación de signo de este trinomio, así será la po- 
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Hición de la superficie en el entorno del punto (a, b, c ) res- 
pecto de su plano tangente en él. 

La discusión, ya realizada en § 70-2, conduce a este resul- 
tndo: 

1 1 > 0. La superficie está situada, en un cierto entorno, a 
im solo lado d.el plano tangente. E1 punto se llama elíytico. 

11 < 0. La superficie' tiene puntos en ambos lados en todo 
entorno del punto, el cual se llama hiyerbólico. 

II = 0. Excluído un entorno angular de la recta singular 
definida por el trinomio, la superficie está de un solo lado del 
plano tangente. E1 punto se llama yarabólico. 

La intersección de la superficie z = f(x,y) con el cilindro H (x, y)=0, 
ni cxiste, consta en general de una o varias curvas, llamadas líneas pa- 
vabólicas de z=f(x,y), y es el lugar de los puntos parabólicos que 
nopara las regiones de puntos elípticos de la de puntos hiperbólicos. 

E1 caso especial í xx = i xv = f vy = 0 exige el estudio de la 
l’orma cúbica, cuártica, etc., y se llama dudoso (§ 70-3). 

KJEMPLO. En el toro, superficie engendrada por una circunferencia 
quo gira en torno de un eje de su plano que no la corta, son elípticos 
Iok puntos de la semicircunferencia cóncava respecto del _eje, son hiper- 
hólicos los de la .semicircunferencia convexa y son parabólicos los puntos 
do los paralelos más alto y más bajo. 

G. Intersección de la superficie con su plano tangente. — 

a) En los puntos de intersección debe ser z = z t y recíproca- 
mente; luego la ecuación de dicha intersección proyectada so- 
bre el plano xy es [71-3]. La curva tiene, pues, doble el punto 
(a, b) de contacto y sus tangentes vienen dadas, según § 71-4, 
h, por los términos cuadráticos del desarrollo, o sea, [71-6]; 
y son reales y distintas, o confundidas, o imaginarias, según 
(|ue sea H < 0, = 0 ó > 0, es decir, según que el punto sea 
hiycrbólico, yarabólico o elíytico. 

En cl caso del punto hiperbólico la intersección se compone, 
por tanto, de dos ramas que se atraviesan en el punto (a, b) ; 
«Mi el caso del punto elíptico el punto de contacto es aislado, 
piicsto quc en un entorno de él la superficie no corta al plano; 
« n cl caso parabólico la curva tiene un punto aislado, con tan- 
K«'iitc rcal única o bien dos ramas distintas o coincidentes con 
langcnt.c única, como se ve en los ejemplos 3 a 8 del § 71-4. 

Las bÍHcctrices de las dos tangentes en la curva de inter- 
Hccción hc llaman tangentes yrinciyales de la superficie en el 
punt.o (a,b). Si el punto es elíptico las tangentes a la curva 
hoii imaginarias, pero las bisectrices son reales. En efecto, en 
umboB ca.Hos se determinan las tangentes principales haoiendo 
girar los cjcs un ángulo tal que se anule el término rectangu- 
lar cn hk; entonccs las dos tangentes, sean reales o imagina- 
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rias, quedan simétricas respecto de los ejes, puesto que sus 
coeficientes angulares son opuestos. 

Si el punto es parabólico la tangente única es principal y 
la otra es su perpendicular. 

Cuando la superficie es simétrica respecto de un plano nor- 
mal la intersección de éste con un plano tangente, es eje de 
simetría de la curva, y por tanto es una tangente principal. 

Nota. E1 problema de la discusión de los puntos dobles de las cur- 
vas y el problema de la posición de una superficie z = f(x,y) respecto 
de su plano tangente son idénticos. La curva de ecuación f(x,y)=0 
puede interpretarse como intersección de la superficie z = f(x,y) con el 
plano z = 0, que es tangente en el punto (a,b) si son nulas las deriva- 
das f,(a, b ), f v (a, b). 

Recíprocamente, la naturaleza de los puntos de una superficie de- 
pende de la del punto doble en la sección producida por cada plano 
tangente. En los párrafos anteriores se ha visto la correlación entre 
ambos problemas. 


b) En particular, si la superficie es una cuádrica (§ 62-4, 

c), la intersección se compone de -dos rectas reales si la super- 
ficie es un hiperboloide de una hoja o un paraboloide hiper- 
bólico. Para este último caso se ve inmediatamente, pues sien- 
do (§ 62-3, b) la ecuación del paraboloide z =(x' 2 /2y) — (y 2 /2q), 
el desarrollo de Taylor termina en los términos de segundo 
grado, y no habiendo término complementario, la intersección 
del plano tangente en (a, b) con la superficie, viene dada por 
la ecuación (h 2 /y) — (k 2 /q) = 0, que representa dos rectas. 

En las cuádricas con centro (§ 62-2) de ecuaciones 


x 2 y 2 z 2 . . .. 

= 1 > ó. = ±D 


resulta ser 


x 2 : ' 

-0+*»-¿rz.~o, 

£ i -p - + 82 -Jr z >' = 

de donde 


I . 1 o , 2 

— 5 — b &2 —~ z x" ~1~ £2 —~ Z X.r — 0, 

a~ c~ c~ 

II z 

£i -gaT + 62 z v 2 + 82 ~¿T z yy = 

z x z y + zz xy = 0, 
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|)<>r lo que para el elipsoide (si = e 2 = + 1) y el hiperboloide 
(‘líptico (ei = e 2 = — 1) es siempre H > 0 y para el hiperbo- 
loide de una hoja (ei£ 2 = — 1) es siempre H < 0. En resu- 
men, aplicando la discusión, resulta: E1 elipsoide, el hiperbo- 
loide de dos hojas y el paraboloide elíptico tienen todos sus 
puntos elípticos', el hiperboloide de una hoja y el paraboloide 
kiperbólieo tienen sus puntos hiperbólicos. 

Finalmente, si se considera un cilindro y colocamos, por 
ejomplo, sus generatrices paralelamente al eje x, su ecuación 
ch : z -• f (y) , por tanto : f, = 0, = 0, í xv = 0, y así es H = 0, 

»‘H decir: Todos los puntos de un cilindro cualquiera son para- 
bólicos. 

La intersección con el plano tangente se reduce a la gene- 
ratriz, considerada como doble. 

Lo mismo acontece con los conos y con todas las superfi- 
cies desarrollables (§ 75-3). 

En los puntos parabólicas, las dos rectas tangentes se re- 
ducen a una sola doble; la dirección de esta tangente única y 
ln perpendicular a ella son las dos direcciones principales dc 
la superficie. 

En el caso del cilindro. o en general en las superficies 
desarrollables, como la intersección se reduce a una recta, la 
tangente es ella misma. 


Ejercicios 

1. Pada la cuádrica xy + yz -f zx — 2x — y — 32 4-1 —0. referirla a 
Ioh i'jes trazados paralelamente por el nuevo origen (—2; 0; 3); hallar 
rl centro y referirla a él. 

2. En la cuádrica del ejercicio anterior, hallar el plano diametral 
conjngado de la dirección (2;—3; 6) y el diámetro conjugado del plano 

'¿y + 22 = 0. Hallar las direcciones principales y reducir la cuádrica 
n lu forma canónica. (Cfr. § 62, ejercicio 6). 

3. En la cuádrica del ejercicio 1, dar la ecuación del cono asinto- 
Mco desde el origen de coordenadas y desde su centro. 

I llallar el plano polar del punto P(3;2; 1) respecto de la cuádrica 
“ i //'' H- z J + xy -f yz-\- zx = h, así como el cono tangente cuyo vértice 
•«'l mismo punto. Hallar el polo del plano 2x — 3i/ + z = 1. Ecuación 
i’iinúnirn <le la cuádrica. (Cfr. § 62, ejercicio 5). 

5. Si en un punto ordinario (a, b) de la curva f(x,y)—0, la recta 
IVI I | lieiie con ésla un contacto de segundo orden (§ 38-8). el punto es 
d" ml'lexión (§§ 33-9 y 40-2). Hallarlos para una curva que tenga deri- 
vndmi turcoraa continuas. 

(I. Ilivllar los puntos ordinarios de inflexión de las curvas: 

1'.’) x a -f px a -f q~y = 0; 2')) y = x* — 0x 2 . 

7. Ilallnr los puntos múltiples <le la estrofoide recta x ¿ (x-\- c) — 
u'(c x) 0. (Cfr. § 23-9, ejemplo 3). 

8, llalliir 1 o p puntos múltiples ile la curva 

l» 1 a u )” -f (3/“ — 6») B (a* 4 b l ) 


fl. 
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9. Para el caso excepcional que en [71-8] sea P(ta)=0, es decir, 
P(A,)=2(X— Xj) Pi(^,), llamando 

1/3 0 \<«> 

Q(X) = — (— -f X—j f(a,b), a = («,&)• Q(k)— [Pitt)] a , 

demostrar: l 1 ?) Si A > 0, el punto (a,b) es parabólieo aislado; 27) Si 
A < 0, el punto (a, b) es parabólico doble a tangentes coincidentes (tac- 
nodo) y entonces averiguar cuándo ambas ramas estarán o no a un mis- 
mo lado de la tangente común; 3 1 ?) Si A = 0 y el caso no vuelve a ser 
excepcional, entonces cuando en general Q(Xi)=j¿=0, el punto (a, b) es de 
retroceso de 2$ especie y sólo es de 1$ especie si además es Q()ii)=0. 
Aplicar este método a los ejemplos 3 a 8 de § 71-4. 

10. Estudiar los puntos múltiples de las curvas: 

17) 4* a (* 8 -f y 2 ) — (x* + y 2 + cyy = 0 ; 

27) y 2 + x* — 2xy* = 0. 

11. Estudiar en el origen las curvas: 17) x l -f y l — x 2 y = 0; 
27) x 8 — 2/ 6 — 2x a y -f xy 2 = 0. 

12. Puntos de detención de las curvas y = (1 -f e í J x ) / (1 — e 1 /*) (cfr. 
§ 25-4, ejemplo 2), y — Arctg(l/<c). 

13. Estudiar en el origen la curva y = x Arc tg(1 /íb) . 

14. Carácter dél punto (0,0) y posición respecto del plano tangente, 
de las superficies z = f(x, y), donde el segundo miembro corresponde a 
las siguientes funciones: 17) § 70, ejercicio 1; 27) § 70, ejereicio 2; 
37) § 70, ejercicio 4; 47) § 70, ejercicio 5; 5 9 ) § 70, ejercicio 7; 
67) § 71, ejercicio 7; 7 9 ) § 71, ejercicio 8; 87) ejemplos 3 a 8 de 
§ 71-4; 97) § 71, ejercicio 10. 


NOTAS AL CAPÍTULO XIX 

I. E1 método de cuadrados mínimos. — No siempre son susceptibles 
de medición directa las magnitudes físicas y, con frecuencia, se pueden 
medir solamente ciertas funciones de ellas, procurando que el número de 
ecuaciones así obtenidas para determinar las n incógnitas, sea muy supe- 
rior a n. Desde el punto de vista puramente matemático, tales ecuacio- 
nes forman sistema incompatible, y se trata de encontrar los valores de 
x > V> ••■> t, que las satisfagan con la mejor aproximación posible. Como 
medida del error con que el sistema de valores x, y, z (y análogamente 
para n variables) satisface al sistema de ecuaciones 

fi(x,y,z) = 0, f 2 (x, y, z) = 0, ..., f m (x,y,z)=0, 

se adopta, siguiendo a Gauss (cfr. Apéndice IV, vol. III), la suma de cua- 
drados de los errores, es decir, el número 2f r (x,y,z) 2 . Si este error total 
cuadrático es nulo, lo son todos sus sumandos y la terna x, y, z satisface 
exactamente al sistema, caso que no se presenta por los inevitables errores 
de medida, debiendo limitarse a obtener la terna que haga mínimo dicho 
error cuadrático. Éste es el método de Gauss, llamado por tal causa de 
cuadrados mínimos. 

E1 caso más_ sencillo, al cual se procura reducir cualquier otro susti- 
tuyendo las funciones fr por aproximaciones lineales, es aquél en que las 
ecuaciones son de primer grado. Sean, pues, las ecuaciones propuestas 
(llamadas ecuaciones de condición) : 

a r x -f b r y -f c r z = l r , (r = 1, 2, . .., m) , 
donde los números l r son los valores medidos para diversos sistemas de 
coeficientes, y se trata de encontrar los valores de x, y, z, que hacen mí- 
nima a la suma: 

[XIX-1] 


S (a r x -f b r y -f c r z — l r ) a . 
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Condición necesaria para ello es la anulación de las tres derivadas: 

f %a r (a r X +brV + CrZ — lr) = 0 

< %b r (a r x+ b r y + c r z — l r ) = 0 , 
l %c r (a r x + b r y + c r z — l r ) = 0 

o sea: 

f [aa]x + [ ab~\y + [ac\z = [aZ] 

< [óa]a + lbb]y + [ bc]z = [óZ] 

l [ca]% + [cb~\y + [cc]z = [cl\ 

dcsijínando brevemente %a r b r = [aó] y análogamente las otras sumas. Es- 

te sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas suele llamarse sistema 
do ecuaciones normales o sistema normal, y la matriz de su determinante 
<‘s el producto de la traspuesta (§ 61-4) de la matriz de coeficientes del 
sÍHtema propuesto por ésta (§ 61-3); luego, el determinante es suma 
(§ 13-4, Ci) de todos los cuadrados de los menores de tercer orden de la 
matriz de dicho sistema propuesto (§§ 15-7 y 13-6) y solamente es nulo 
kí en éste no hay tres ecuaciones linealmente independientes (§ 14-3). 
Para ver que la solución única del sistema normal hace mínimo el error 
cuadrático, mejor que el método general es sustituir x + a, y + (3, z + y; 
y resulta la anterior suma de cuadrados más otra análoga (por anularse 
los dobles productos), luego la terna obtenida es la solución buscada, ya 
que al incrementar arbitrariamente *, y, z, aumenta la suma [XIX-1]. 

Obsérvese que para el cálculo de los coeficientes de la« ecuaciones 
normales a partir de las ecuaciones de condición, pueden emplearse ta- 
blas de cuadrados (Cap. VII, nota II), pues no sólo es [aa] =%a r a , sino 
lambién [a&] = [ (a + b) (a + b) ] — [aa] — [bb\ [. 

Es circunstancia importante para la resolución numérica del sistema 
do ecuaci'ones normales (Cap. XVII, nota IV), que éste sea simétrico. 

EJEMplo. Calcular la velocidad inicial y la aceleración de un movi- 
miento uniformemente acelerado, conocidos los espacios recorridos en los 
licmpos siguientes: 

t = 0 1 3 5 7 10 

e = 0 5 20 38 58,5 101 

La ecuación es: 

e = vt + kyt 2 , o sea: vt + l yt* — e = 0 
dc incógnitas v, y y coeficientes t, lt 2 , e. 

E1 sistema de eeuaciones normales es 

184v -r 748 y = 1674,5 ; 748v + 3277 y = 7050,75 ; 

<U> donde se despeja la solución probable d = 4,9; y = 1 } 03. 

II. Hibliografía. — 1. Sobre el contenido de este capítulo tratan las 
obrus eitadas en Cap. XVIII, nota III. 

Un cstudio monogi’áfico de métodos para determinar extremos de las 
l'unciones dc varias variables, conteniendo los de Scheeffer, Stolz y V. 
von Dantscher, así como uno original fundado en la aplicación de los 
l.cumnns de Sturm y de Budan-Fourier (§ 41) para conocer las raíces 
rcnlcfl dc r (;>■,, y) =0 para x , pequeño y así determinar las ramas reales 
dc lu función algebraica definida por f (x,y) =0 cuando x es pequeño, 
ontá cn: 

I). R. Curtiss: Maxima and minima of functions of two or more 
variabliH. (Math. Monographs, vol. 1, págs. 1-43, Northwestern Univ., 
Evttiiston, 111., 1941). 

2. Sobre puntoa «ingulares de las curvas planas tratan los textos de 
Gcomctrfa nnnlítica (cfr. Cap. XVII, nota V, 4) y también los tratados 


C. XIX -II 


BIBLIOGRAFÍA 


237 


de Análisis matemático (citados en Cap. XVIII, nota III), por ejemplo 
los de ValléE Poussin o Valiron. 

También los estudian los tratados monográficos sobre curvas, tales 
por ejemplo los ya antiguos de: 

F. G. Teixeira: Traité des courbes spéciales remarquables planes et 

gauches. (Vol. I, Gauthier-Villars, París-Coimbra, 1908; vol. II, Coim- 
bra, 1909), ’ 

o. e í catálogo completo con estudio de propiedades geométricas y aplica- 
ciones de: 

G. Loria: Curve piane speciali algebraiche e trascendenti. Teoria e 
storia (2 vols., Milán, 1930) ; Curva sghembe speciali algebriche e tras- 
cendenti (2 vols., Zanichelli, Bolonia). 

Breve obra de tipo clásico geométrico es 

H. Wieleitner y E. Beutel: Algebraische Kurven. (2 vols.; Samm- 
lung Goschen, Leipzig, 1914). 

Una introducción a la Geometría algebraica moderna destinada a 
debutantes, con numerosos ejemplos y ejercicios, de texto riguroso que 
facilita el acceso a las memorias clásicas e inicia en las diversas técnicas 
algebraicas modernas es: 

R. J. Walker: Algebraic curves. (Univ. Princeton, 1950). 

E1 estudio de los puntos singulares y de las inflexiones de las curvas 
planas algebraicas forma la base del desarrollo inmenso que ha ido to- 
mando la Geometría algebraica a partir de la famosa memoria de V. A. 
Puiseux: Recherches sur les fonctions algébriques, (Journal de Math. 
pures et appliquées, ts. 15 y 16, 1850-1), de los trabajos de G. F. B. 
Riemann (cfr. § 116-2), del concepto fundamental de transformación bi- 
rracional sistemáticamente estudiado por L. Cremona, su descomposición 
en transformaciones cuadráticas hecha por M. Noether para aplicarlo a 
los puntos singulares, con resultados que, como ha mostrado F. Enriques, 
tambien pueden conseguirse mediante los desarrollos de Puiseux, ligados 
a las investigaciones de I. IIalphen sobre las ramas de las curvas alge- 
braicas. Una bibliografía muy completa sobre la cuestión se encuentra en 
. F. Amodeo : Sintesi storico-critica della geometria delle curve alge- 
bmche. (Conte,_ Nápoles, 1945). 

Siempi'e vigente y fundamental en muchos aspectos, de riquísimo 
contenido y que da una orientación clásica general sobre Geometría al- 
gebraica es: 

F. Enriques y O. Chisini: Lezioni sulla teoria geometrica delle 
equazioni e delle funzioni algebriche. (4 vols., Zanichelli, Bolonia, 1915-34). 

Introducción didáctica y elemental es la de 

J. Rey Pastor: Geometría algebraica (curso autografiado, Bs. As., 
2% ed., 1940). 

Teoría sintética de las curvas planas, con investigaciones y resulta- 
dos onginales, contiene 

J. Rey Pastor: Teoria geométrica de la polaridad. (Acad. Madrid, 

J-C/Z-.' ) , 

En forma muy asequible y didáctica, la teoría clásica está tratada en 

L. Godeaux: Géométrie algébrique (Vol. 1, 1948; vol. 2, 1949; Scien- 
ces et Lettres, Lieja) ; 

y mucho más elementalmente en la breve obra: 

L. Godeaux : • Introduction á la géométrie supérieure (2^ ed., Masson, 
París, 1946). 

Con el mismo objetivo y rico contenido que incluye valiosos e impor- 
tantes ejemplos bien desarrollados, está: 

J. G. Semple y L. Roth: Introduction to algebraic geometry. (Cla- 
rendon Press, Oxford, 1949). 

Desde el punto de vista funcional citaremos sólo dos obras valiosísi- 
mas. E1 gran tratado clásico, completo y de lúcida exposición: 

P. Appell y E. Goursat: Théorie des fonctions algébriques et de 
teurs integrales (Vol. 1: Étude des fonctions analytiques sur une surface 
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i/c Riemann, 2^ ed., 1929; vol. 2: P. Fatou: Fonctions automorphes, 
1930; Gauthier-Villars, París); 
y el más breve de 

(i. A. Bliss: Algebraic Functions (Colloquium Publ. n 9 16; Ameri- 
can Math. Soc., Nueva York, 1933). 

Cieometría algebrajca sobre cuerpos (§ 17-1, a ), con fundamentación 
moderna plenamente rigurosa, se encuentra en los libros, que prescinden 
de toda intuición geométrica: 

B. L. van der Waerden : Einführung in die algebraische Geometrie 
(Springer, Berlín, 1939; Dover, Nueva York, 1945), 

A. Weil: Foundations of algebraic geometry (Colloquium Publ., n^ 
29; American Math. Soc., Nueva York, 1946). 

Combinando métodos estrictamente algebraicos con objetivos pura- 
mente geométricos y representando así un excelente puente entre la an- 
tigua y la nueva Geometría algebraica está: 

W. V. D. Hodge y D. Pedoe: Methods of algebraic geometry (Vol 1, 
1947; vol. 2, 1952; Cambridge Univ. Press). 

Una didáctica exposición de métodos modernos se encuentra en: 

B. Segre: Lezioni di geometria moderna. Vol. 1: Fondamenti di geo- 
metria sopra un corpo qualsiasi (Zanichelli, Bolonia, 1948). 

En la 2^ ed. y siguientes del vol. I (Cap. IV, nota III, 1) se cita: 

C. Chevalley: lntroduction to the theory of algebraic functions of 
•me variable (Math. Surv. VI; American Math. Soc., Nueva York, 1951). 






Capítulo XX 

GEOMETRíA DIFERENCIAL DE CURVAS 
Y SUPERFICIES 


§ 72. VECTOR DEPENDIENTE DE UNO 0 MÁS PARÁMETROS: 
CURVAS Y SUPERFICIES 

1. Función vectorial. — a) Dado como campo de variación 
ae un parametro un conjunto de números reales u, constituído 
generalmente por un intervalo abierto (a, b): a < u < b, o por 
un intervalo cerrado [ a , 6]: a < u < b, hagamos corresponder 
a cada unc de sus escalares u un valor bien determinado del 
vector r, defimendo así la función vectorial uniforme de es- 
calar (cfr. § 60-1) : 

[72-1] r = r (u). 

Si todos los vectores r (u) tienen un mismo origen fijo 0, 
sus extremos P describen un cierto lugar de puntos dependien- 
tes de u, escribiéndose también: 

[72-2] P = P ( U ). 


i T r - .*'“*““* yucuii ueicrmmaao un conjunto me- 

diante el vector de posicion OP, dado por la función vectorial [72-1] que 
toma sus valores en el espacio vectorial asociado (Cap. XVII, nota III). 
Generalmente supondremos que estamos en un espacio euclídeo de tres 
aimensiones. 


La expresión Iineal del vector r (§ 60-3): 

[72-3] r (u) = P (u) = x(u) .i + y(w) .j + z (u) .k 

pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-1] 
con la terna de funciones escalares x = x(u), y = y(u), 
Z - z (u) que en el espacio tridimensional afín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. La forma vec- 
torial [72-1] constituye una expresión más sintética de dicha 
terna de funciones escalares. 


En el espacio de n 
vierte en 


dimensiones, la expresión lineal [72-3] se con- 


[72-4] r (u) = P(w) — xi(w) . ei + x 2 (m) . e 2 + ... + x n (u) . e„. 

Las definiciones de límite y continuidad son análogas a las 
conocidas para funciones escalares (§§ 24-1 y 25-1). 
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Diremos que es 

limr(w) = 1 para u —> Uo , 
si para cada e> 0 existe un número 8 = 8(e)>0 tal que 
1.72-5] |r (u) —1| < e para 0 < | u — Uo | < 8. 

Es r(w) continua en u<> si está definida en un entorno de Uo y existe 
y es lim r (m)= r (tto) para u->u 0 , es decir, si para cada e > 0, existe 
un número 8 = 8(e)> 0 tal que 

[72-6] |r(w) — r(íto)| < e para | u — Uo | < 8. 

Es r(w) continua en el intervalo cerrado [a,b], si además de serlo 
on cada punto interior del intervalo, lo es a la derecha en a y a la 
izquierda en b (§ 25-5). 

b ) Dado en el plano paramétrico (u, v) un recinto o un 
dominio (§ 64-5), hagamos corresponder a cada uno de sus 
puntos un valor bien determinado del vector r, definiendo así 
la función vectorial uniforme de varios escalares (cfr. § 64-1): 

[72-7] r = r (u,v). 

Como antes, aplicad.os los vectores r(u, v) a un mismo ori- 
gen fijo 0, sus extremos P definen un cierto lugar de puntos 
dependientes de los parámetros u, v, y la expresión lineal del 
vector r: 

[72-8] r (u,v) =P(u,v) = x(u, v) .i + y (u, v ). j + z(u, v) .k, 

pone en correspondencia biunívoca la función vectorial [72-7] 
con la terna de funciones escalares x = x(u, v), y = y(u,v), 
z = r ¿(u, v) que en el espacio tridimensional afín da la terna de 
coordenadas cartesianas del punto variable P. 

Las d.efiniciones de límites, continuidad y sus variantes, son 
análogas a las conocidas para las funciones escalares (§ 65). 

c) Las desigualdades |a;|<|r|<|a;| + |3/|H-|«| prue- 
ban que para la continuidad del vector r es necesario y sufi- 
ciente la continuidad simultánea de sus componentes x, y, z. 
Análogamente r tiende a un límite cuando y sólo cuando lo 
mismo ocurre simultáneamente con sus componentes. 


2. Derivación de una función vectorial. — a) Para u fijo 
pero Aw = h + 0 variable, es función de h el vector cociente in- 
cremental [r(w + ft)— r (u)]/h. Si existe su vector límite: 


[72-9] 


lim 

h 0 h 


r'(u) , 


la llamaremos derivada de r(u) respecto de u, que se escribe 
también dr/d u. 


Iteferida la función vectorial [72-1] al vector de posición 
[72-2], su derivada se expresa también por P '(u), si el origen 
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O es fijo, independiente de u. Si 0 fuese también función de 
u, seria 

[72-10] r r (u) = P '(u) — O'(u). 

De la expresión lineal [72-3], bajo la hipótesis de ser cons - 
tante (mdependiente de u) el sistema de referencia i, j, k, se 
deduce: 

[72-11] v'(u) = x'(u) .i + y'(u) .j + z'(u) .k , 

siendo necesario y suficiente la existencia simultánea de las 
respectivas derivadas de las funciones componentes x, y, z para 
la existencia de r'(u) (§ 72-1, c). Entonces, las componentes 
del vector derivado son las derivadcts de las componentes del 
vector dado. 

En forma análoga (cfr. § 38-1) se definen las derivadas 
sucesivas: 

[72-12] r "(u) = dr'/d u , r '"(u) = dr"/d u , ..., 

para cuya existencia es necesario y suficiente que lo mismo 
ocurra simultáneamente en sus componentes, pudiéndose deri- 

P 70 í^ mino a (i, j, k constantes) la expresión lineal 

[72-11]. 

E1 vector diferencial dr (u) = r' (u) . h, será múltiplo del 
vector derivado r' (cfr. § 34-1) y diferirá del vector Ar en un 
vector infinitésimo o(h) de orden superior a h (§ 24-3), siendo 

[72-13] Ar(w) = r'(u) .h + o(h). 

b) Respecto de un vector [72-7], función de varias varia- 
bles escalares, se pueden definir (§ 66 - 1 ) las derivadas par- 
ciales, en caso de existir: 


[72-14] 


lim r (u + h,v) — r (u,v) _ _3r 
h-> o h du 


— = r U (u,v), 


r (u, v -- k)—r(u, v) 0r 


= r v (u, v). 


De la expresión lineal [72-8] resulta 


[72-15] 


r u = P„ = x u .i + y u . j + Z u . k, 
r v = Pj, = x v .i + y v . j + z v .k. 


Una función vectorial [72-7] es diferenciable en (u, v) si 
su mcremento es función vectorial lineal homogénea de los 
mcrementos independientes d u y d-y, a menos de un infi- 
mtési mo vectorial o (p) de orden superior al principal q = 

T V (^ií) 2 +(dv) 2 , y en este caso (§ 66-4) la parte prin- 
cipal (§ 24-3) del incremento es el vector diferencial total: 


[72-16] dr (u,v) = r u (u,v)du + r v (u,v)dv. 
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§ 72 -3 


3. Reglas de derivación. — a) Mediante la expresión lineal 
de la derivada [72-11] es inmediata la demostración (§ 32) de 
las fórmulas: 


172-17] 


d .. . dX . , dr 
dw d u d u 


[72-18] 


d , ... da . d.b 

— (a + b) = -5 -h -j— 

d u d u d u 


supuestas dadas la función escalar l (u) y vectoriales r (u), 
a(w), b(w), todas ellas derivables en el punto u. 

b) La derivación del producto escalar [60-20] efectuada 
en su segundo miembro, demuestra que 

[ 72-19] (a . b) = -^-CSoih) = 2 (a 4 ' 6 f+a 4 6 4 ') = 
d u d u i i 

= a'. b + a . b' , 

es decir, un producto escalar se deriva en forma análoga a la 
de un producto ordinario. 

De aquí deducimos que si un vector variable y derivable 
üene módulo constante, su cuadrado escalar es constante y en- 
tonces d(r .r)/dw = 2r .r'= 0, de donde (§ 60-5, c): 

[72-20] |r(w)| = Const. implica r '(u) lr(w), 

es decir, un vector variable y derivable de módulo constante es 
perpendicular a su vector derivado. 


Nota. Si r=|r| representa (§ 60-1, a) el módulo del vector r + 0 
y óste es derivable, también existirá 

(*) r' = -j—- | r | = (r.r ')/r , 

au 

puos es r a = x a -f y 2 + z 2 = r . r. No debe confundirse r'= | r |' con 
1 |, en general. distintos, pues si r' no es paralelo a r, entonces por ia 

desigualdad de Cauchy - Schwarz (Cap. XVII, nota II, b) es |r.r'|< 
• r . | r’ |, de donde por (*) sería en este caso r' < | r' |. Así, por ejem- 
I>lo, en [72-20] es r' = 0, sin que esto ocurra para | r'|. 

c) De la forma en determinante [60-32] se deduce inme- 
(liniamente la regla de derivación del producto vectorial aná- 
loga a la del producto ordinario, 

[72-21] (aAb) = a'Ab + aAb'. 


d) Si r es función vectorial de u y u es función escalar del 
eHcalfir s, la regla de derivación de función de función se es- 
cribe 


1 72-22 1 


dr _ dr d u 
ds du ’ ds * 


como (ui § 32-3, con la misma demostración allí vista. 
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4. Derivada direccional. Tensor derivado. — a) Si en un 
recmto del espacio euclídeo (u, v, w) tenemos definido un cam- 
po escalar (por ejemplo de densidades, o de temperaturas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, v, w un escalar dado por la función 
escalar de punto f (Q) = f (u, v, w) y ésta es diferenciable, exis- 
te entonces su vector gradiente (§ 66-6, b) : 

[72-23] Df(Q) = f«(Q) .i + f„(Q).) + f„(Q) ,k , 

cuyas componentes, según cada dirección <p dan las derivadas 
escalares 

[72-24] f v (Q) = f tt (Q) .qpi + f.(Q). cp 2 + f w (Q). cp 3 
de f(Q) en dicha dirección (§ 66-5 y 6). 

. Análogamente, podemos considerar definido en un re- 
cmto del espacio (u,v,w) un campo vectorial (por ejemplo, 
de velocidades, o de fuerzas, o de intensidades eléctricas, etc.) 
que hace corresponder a cada punto Q de coordenadas carte- 
sianas rectangulares u, v, w un vector dado por la función vec- 

t°Í 7 o o P un ^° r (Q) = r (u, v, w) . Si ésta es diferenciable 
§ 72-2, o), podremos poner en la dirección <p: 

A«p r(Q) = r tt (Q)dw + r v (Q)dv+r 1 (; (Q)dw; + o(|A«p Q |), 

donde consideramos el vector 

[72-25] A<p Q = dw.i + dv.j + diu.k. 

Así existirá entonces la derivada direccional dada por el 
vector: 


[72-26] r v (Q) 


Q) = lim r (Q + A v Q) —r(Q) 

I Aip Q | —» 0 | A<p Q | 

r lt (Q) .qii + r v (Q) .cp 2 + r w (Q) .cp 3 


de dirección en general distinta a la cp, pero que al venir dado 
por una función lineal homogénea en los cosenos directores cpi, 
cp 2 , cp 3 de la dirección cp, representa un tensor de rango dos 
(§ 63-1, b), qpe es el tensor derivado Dr(Q)=dr/dQ de la 
función vectorial de punto r(Q), designado también por V r 
(§ 91-6). 


Si la función vectorial r(Q) tiene las componentes 
x(w, v, w ), y (u, v, w ), z (u,v,w), la primera componente de la 
denvada direccional [72-26] será x.cp, + x,cp 2 + x w cp 3 , y análo- 
gamente las otras dos. En particular, las componentes del vec- 
tor r tt (Q) serán x tt , y 1( , z tt , y análogamente las de r,(Q) y 
r w(QL formando así las nueve coordenadas, elementos de la 
matriz (§ 63-1, b) del tensor derivado Dr(Q). 


E1 vector diferencial d-pr(Q) es igual al producto del ten- 
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sor derivado Dr(Q) por el vector a^Q (§ 63-2), es decir, el 
tensor Dr(Q) transforma el vector A V Q de dirección cp en el 
vector diferencial d(pr(Q), de dirección en general distinta a 
la tp. 

c) Análogamente, la derivación en un punto dado de una 
función diferenciable tensorial de punto de rango dos, daría 
una correspondencia de tensores respecto de las direcciones del 
espacio ( u , v, w) según una ley homogénea en los cosenos di- 
rectores de cada dirección. E1 conjunto de estos tensores de- 
pendientes de tres tensores de segundo rango, es decir de 9 
vectores o de 27 escalares, daría un tensor de tercer rango 
(§ 60-2, /). En la misma forma se definirían tensores deri- 
vados de rango superior cualquiera. 


5. Fórmula de Taylor de una función vectorial. — a) Si en 

Uo existe (finita) la d.erivada vectorial r (n) (uo) de la función 
[72-1] se podrá escribir la fórmula de Taylor: 

h 2 

[72-27] r(w 0 + h) = r (u 0 ) + hr'(u 0 ) + r"(w 0 ) + 


+ ...+ 


r (n) (u 0 ) + T„ 


[72-28] T* = o(h n ) , 

deducida por [72-3] y [72-11] con el mismo razonamiento que 
en el caso escalar (§ 39-3). 

Si imponemos a r(%) la condición más restrictiva de que 
en un entorno de u 0 sea r (n) (u) continua y exista r (n+ 1 ) (w), el 
término complementario vectorial T n tendrá por componentes 
las formas de Lagrange 

*<«>(«,+ 0 .M , («. + *« - 

(0 < 0 ¿ < 1 , i = 1 , 2 , 3 ), pero con 0 i en general distintas, por 
lo que aquí será en general 

frn+l 

[72-29] T n # r (n+1) (u 0 + 0/¿) 

para todo 0 de 0 < 0 < 1 . . 

< 3 ¡ r (n +D es continua en u 0 se obtiene un caso particular 
do [72-28] (con n+1 en lugar de n) : 


[72-30] 


(n + 1 ) ! 


[r ,n+1 '(wo)+o(l)] , 
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donde o(l) es un vector que tiende a 0 para h-> 0 (cfr. 
§ 24-3, 6). 

Se dirá que la función [72-1] es analítica en un entorno 
de u 0 si admite (cfr. § 23-8, c) un desarrollo en serie conver- 
gente: 

[72-31] rQO =a 0 J r B. í (u — u 0 ) +a 2 (u — u 0 ) 2 + 

+ ... + a n (u — u 0 )” + ..., 

donde los vectores a n son independientes de u (pero no de Uq). 

Entonces existen las derivadas de cualquier orden de la 
función r (u) en el entorno de u 0 , obtenibles derivando [72-31] 
término a término (§ 43-5, b) y es (§ 44-1, b) : 

[72-32] r (n) (u 0 ) = n! ; a n , (n = 0,1,2,...; , 

con la convención de poner r (0) (u) = r (u ). 

La fórmula [72-32] demuestra también aquí (cfr. § 44-1) 
la unicidad del desarrollo [72-31]. 

Llamaremos también desarrollo o serie de Mac-Laurin 
al correspondiente a u 0 = 0: 

[72-33] r (u) = r(0) + ur'( 0) +-|lr"(0) + 

. V n 

+ «• • + r (n) (0) + .. . 
n\ 

b) Si en (u 0 ,v 0 ) existe la diferencial total w-ésima de la 
función vectorial [72-7], se podrá escribir también la fórmula 
de Taylor para varios parámetros: 

[72-34] r(w 0 + /i, v 0 + k) = r(u 0 ,v 0 ) + 

+ J, +(' 1 ++ / +) Wr( “»’"» ) + 0(e ” ) - 

con q = + \/'h~ + k- (§ 69-5). 

6. Representación paramétrica y vectorial de las curvas: 
tangente. — a) Def. Curva C en el espacio E 3 es el conjunto 
de puntos (x, y, z) descrito por tres funciones continuas 

[72-35] x = x(u) , y = y(u) , z = z(u) , 

al variar u en un intervalo finito o infinito. Las [72-35] se 
llaman ecuaciones yaramétricas de la curva (§ 29-2), de la que 
mediante [72-3] se obtiene inmediatamente su representación 
vectorial [72-1] ó [72-2]. Si el intervalo de variación del pa- 
rámetro es finito (u 0 < u < u-y) se tiene un arco de curva; y 
ésta se llama cerrada si r(w 0 ) = r(wi). Si a dos valores dis- 
tintos u y u' del parámetro que no sean los extremos corres- 
ponde un mismo punto, éste se llama múltiple. La curva se 
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llama simple (o de Jordan) cuando carece d.e puntos múlti- 
ples. es decir, cuando sus puntos [72-35] están en correspon-. 
dencia biunívoca y continua con un intervalo de variación pa- 
ramétrica. Las curvas que no son planas se llaman alabeadas. 
I ’ara el caso en que la curva sea la trayectoria de un punto mó- 
vil en las aplicaciones, si el parámetro u representa el tiempo, 
las [72-35] definen el movimiento sobre la trayectoria. 

b) Tangente a una curva. Las curvas que se presentan en 
las aplicaciones tienen tangente en cada punto; es decir: la 

recta P 0 Pi que une el punto 
Po(#o, Vo, z 0 ) de la curva con 
otro Pi(:ci, y u Zi) que tiende 
hacia P 0 (es decir, que sus co- 
ordenadas tienen como límites 
las coordenadas de P 0 ) tiene co- 
senos directores variables que 
tienden hacia los de una recta 
que pasa por P 0 , la cual se lla- 
ma tangente a la curva en el 
punto P 0 (§ 30-4) (fig. 236). 

Los cosenos directores de la 
recta P 0 Pi son proporcionales a 
los incrementos de coordenadas 
&x 0 , Ay 0 , Az 0 (§ 60-8, cti) y 
también proporcionales a los 
números 



[72-36] 


AX 0 ' Ay 0 ' AZ 0 
AU 0 ’ Au 0 ’ AU 0 


y como al tender Au 0 a cero, estos cocientes tienen como lími- 
tes las derivadas x' 0 = x'(uo), y'o = y'(u 0 ), z' 0 = z'(u 0 ), re- 
sulta que la dirección de la recta P 0 Pi tiene como límite la di- 
rección definida por estos tres números, que son sus coeficien- 
tes directores. 

La recta que pasa por P 0 y tiene esta dirección límite, tie- 
iii' por ecuaciones: 


172-37] 


x — ffo = y — y o = z — zp 
x'(u 0 ) y'(u 0 ) z'(uo) 


qu<‘ representan la recta tangente en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). (Cfr. 
§ 34-6). 


Notas: 1. Con el convenio de anular el numerador cuando se anula 
<•1 di iiorninador (§ GO-8, nota 11) pueden adoptarse las ecuaciones [72-37] 
'’ 0,n( ’ v,| ¡ida.s en los casos en que se anulen una o dos derivadas en w<>. 

Si para u a son nulas las tres derivadas x’ 0 , y' o, z' 0 y es n el 
onli'ii mímmo para el cual no se anulan simultáneamente las tres deri- 
vmlas sucesivas, si éstas son finitas, valdrá la fórmula de Taylor 
(S 3H-3, n) : 
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= TT x<n>(M<)) (A ^) n + °[(Aí<o) n ] 

r 72 a ?ll°fT e, í^ Par * A 7” 4*" d límite de los cocientea 

con el denommador elevado a n es 

* 0<n) = x<n> (^o) » Vo (n) = y <B) (Wo) , = z ( "> (u 0 ) , 

y ias ecuaciones de la tangente son 


[72-38] 


x — xq _ v — Vo _ g — zo 
Xo (n) ~ y 0 w “ z 0 <«> * 


_ Si en [72-37] multiplicamos los tres miembros por dw 0 = 
— Au 0 , resulta (§ 34-1) para ecuaciones de ia tangente: 


[72-39] 


x — x 0 = y — ?y 0 = g — zp 
& x 0 dy 0 dz 0 


Para la curva C dada en forma paramétrica [72-1], refe- 

^ a ^i ° rlg - n 7 %. 0 °Á n %\ vector r '° = r '<“o) se denomina vec- 
tor tangencial (fig. 237) : 


[72-40] v 0 = x'(u 0 ) , 

y, se £ nn [72-11]^ tiene por componentes 
x'o, y' o, z' 0 . La línea de acción del vector 
tangencial es la tangente a la curva C, 
recta de ecuación paramétrica vectorial 
(§ 60-8, a x ) : 

[72-41] r = r 0 + lr' 0 , 

donde se toman r 0 = r(M 0 ) y r' 0 = r'(u 0 ) 
en u 0 fijo y es A la variable escalar. 

Def. . Un arco de curva se llama regu- 
lar (cfr. § 34-6), en un cierto intervalo 
u 0 < u < u x si en todos los puntos del mis- 
mo existe r'(u) y es 



Fig:. 237 


[72-42] 


r'(u) ={= 0. 


Los puntos donde no se verifica [72-42] se llaman singu- 
lares para la representación [72-1], la que aun así puede ser 
analitica (§ 72-5), nombre aplicado también a la curva. Los 
puntos donde se cumple [72-42] se llaman regulares u ordi- 
nanos. 


°' Hehce . wcular: La helice puede engendrarse por el mo- 
I™ ®" to Q i de . un P nnto de una , circunferencia que gira alrededor de su 
f®1 misn }° tiempo que este recorre una perpendicular al plano de 
a ciicuuferencia, siendo los dos movimientos uniformes. 

c- 1 ino i yJ5 1 ? iento de traslación uniforme se expresa z = ku 4 - h 

xu (cUndo e L C -n 0m Í- Z ni en T punt< ? Ao (fi + 238 ) situado en ei P iano 
z ^_/^ Uando M z —b), entonces la ecuacion anterior se reduce a: 

vSÍr.idoü Ín ? Íen •°u de rotación es «níforme también y podemos suponer 
su velocidad 1, si llamamos rp al angulo de giro en un cierto tiempo u 
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se tiene: cp= = u, sin término independiente, porque el movimiento empieza 
en A 0 situado sobre el eje x. 

Llamando r al radio del cilindro 



sostén de la hélice, obtenemos las 
ecuaciones de la hélice: 

x — r cos u , y = r sen u, z = ku. 

Sobre un mismo cilindro podre- 
mos obtener infinitas hélices, según 
el valor de k. E1 paso de cada una 
(distancia entre dos intersecciones 
consecutivas con la misma generatriz 
del cilindro) es 2kn. 

Las ecuaciones de la tangente en 
el punto (xo, yo, Zo) son: 

x — xo _ y — yp _ z — Zo 

— rsenwo — rcosuo ~ k 
y sus cosenos directores son, por tan- 
to': 



E1 ángulo que forma la tangen- 
te a la hélice en el punto (xo,yo, zo) 
con la dirección del eje de las z tie- 
ne coseno constante; quiere decir que 
la tangente a la hélice en un punto 
cualquiera forma un ángulo constan- 
te con la generatriz del cilindro que 
pasa por ese punto. De aquí que su 
desarrollada sobre un plano sea una 


Fle. 238 


recta. 


7. Representación paramétrica y vectorial de las superfi- 
cies: plano tangente. -— a) Def. Superficie S en el espado E 3 
es el conjunto de puntos ( x,y,z ) descrito por tres funciones 
continuas 

[72-43] x = x(u,v ) , y = y (u,v) , z = z (u,v) , 

al variar (u, v) bien en un recinto R, bien en un dominio D 
(§ 64-5). Las [72-43] se llaman ecuaciones paramétricas de 
la superficie, de la que mediante [72-8] se obtiene inmediata- 
mente su representación vectorial [72-7]. Caso particular del 
anterior es aquel en que se toman como parámetros x = u, 
y = v, obteniendo la representación exylícita 

[72-44] z = í(x,y) , 

de la entonces llamada suyerficie uniforme (§ 65-3, a). 

Recordemos que una superficie puede darse también en for- 
ma im,ylícita [67-13] en las condiciones de existencia de su- 
I>erficie uniforme que oportunamente se estudiaron (§§ 67-5 
y 68-1). 
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b) Plano tangente a una suyerficie. Sólo estudiaremos los 
puntos de una superficie donde las tres funciones [72-43] sean 
diferenciables (§ 66-4). Entonces existen las derivadas parcia- 
les [72-15] que representan respectivamente los vectores tan- 
genciales a las líneas coordenadas de la superficie, obtenidas 
haciendo en [72-8] bien v constante, bien u constante. Son par- 
ticularmente importantes los llamados coeficientes de Gauss 

í 9n = r M 2 = x u 2 + y 2 + z u 2 , 

[72-45] \ g 12 = r M . r v = x u x v + y u y v + z u z v , 

L 922 = r„ 2 = x 2 + y 2 + z 2 , 

que también suelen designarse por E = g n , F = g u , G = g 2i . 
La identidad de Lagrange (§ 60, ejercicio 24) da 

[72-46] | r M A r„ | 2 = r M 2 . v v 2 — (r M .r v ) 2 = g n g 22 — g X2 2 . 

E1 punto de la superficie se llama ordinario o regular si 
en él es 

[72-47] r M A r„ + 0 ; 

en otro caso, se llama singular. 

E1 versor correspondiente al producto vectorial de ambos 
vectores [72-15] en un punto ordinario se llama normal a la 
suyerficie.: 


[72-48] 


n 


A 

| r M A r„ | 


1*U A Y v 


+ 



Consideremos todas las curvas de la superficie que pasan 
por el punto ordinario P„ de parámetros (u 0 ,v 0 ), obtenidas 
dando en el plano paramétrico dos funciones u(í), v(í), con 
derivadas no simultáneamente nulas en el punto u 0 = \i(t 0 ), 


v 0 = v(í„). Entonces, la curva en la superficie tendrá por 


ecuación vectorial 


[72-49] r = r[u(í), v(t)] , 


que será regular en el punto P 0 considerado y tendrá por vec- 
tor tangencial (§ 67-1, teor. 1) : 


[72-50] - = r u (u 0 , v 0 ) u'(t 0 ) + r v (u 0 , v 0 ) .v'(t 0 ) + 0. 


La dependencia lineal de este vector tangencial con los r M 
y r„ muestra (§ 60-2, teor. 2) que todas las rectas tangentes 
a las curvas regulares que pasan por P 0 están en el llamado 
ylano tangente a la superficie, de ecuación vectorial (§ 60-8, 
a 2 ): 


[72-51] r = r(u 0 ,v 0 ) + lr u (u 0 ,v 0 ) + \ir v (u 0 , v 0 ) , 

con X y parámetros de los distintos puntos del plano. 

Este plano es el que pasando por el punto P 0 = r (u 0 , v 0 ), 
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oatá determinado por los vectores tangenciales a las líneas 
coordenadas r u (iOo>Vo), r v (u 0 ,v 0 ) y cuya independencia lineal 
172-47] asegura la existencia del plano tangente. 

La ecuación ortogonal (§ 60-8, b ) del plano tangente, me- 
diante el vector de posición r 0 = r(u 0 ,v 0 ) y la normal [72-48] 
será: 

L72-52] (r — r 0 ) .n = 0 , 

equivalente a poner (r — r 0 ). (r u A r u ) = 0. Si se expresa en 
componentes eartesianas ei producto mixto (§ 60-7, a) que apa- 
rece en el primer miembro, resulta la ecuación cartesiana del 
plano tangente a la superficie [72-43] cuando ésta se da en 
l'orma paramétrica: 


[72-53] 


y — y o 

Vu 0 

y Vn 


(y — y o) + 


(z — z 0 ) — 0 


[72-55] 


Esta ecuación puede también escribirse en la forma 

t 72 - 5 « <*-*»>+ -*'»> + 

3 (u 0 ,v 0 ) d(u 0 ,v 0 ) 

+ d(u 0f v 0 ) {Z Zo) ° ’ 

euyos coeficientes, parametros directores (§ 60-5, d) de la nor- 
mal [72-48] son los valores que en el punto P 0 toman los jaco- 
bianos 

r 7 ‘> kki t _ 3 (y,z) T _ d(z,x) T _ 9 (x, y) 

11 Jl “ a (u,v) ’ ~ d(u,v) ’ j3 _ 3 (u,v) ' 

de cada par de funciones [72-43] respecto del par de paráme- 
tros ?/, v. Supuestas dichas funciones diferenciables, se veri- 
l'ica [72-47], es decir, el punto es ordinario, cuando y sólo 
cuando en él (§ 60-6, b) no son simultdneamente nulos los tres 
jacobianos [72-55]. 

Si en un entorno del punto P 0 las funciones [72-43] tienen 
dcrivadas parciales continuas y P 0 es ordinario, podrán expre- 
sarse (§ 68-2) los parámetros u, v mediante dos de las coor- 
denadas x, y, z adecuadamente elegidas, y existirá una corres- 
pondencia biunívoca (§ 67-7) entre trozos de la superficie y 
del plano paramétrico. Si por ejemplo, fuese J 3 #=0 de las 
dos primeras [72-43], deduciríamos (§ 68-2) u = u(x,y), 
i> v(x,y), que sustituídas en la tercera [72-43] daría la re- 
presontación explícita de la superficie: 

[72-56] 2 : = z[u (x, y), v(x, y)] =f (x,y). 

Así pues, supuestas existentes y continuas las derivadas 
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yarciales de las funciones [72-43], en el entorno de un punto 
ordinario la suyerficie es uniforme (§ 65-3, a ). 

La expresión [60-32] del producto vectorial (§ 60-6, c) da 

[72-57] W(u,v) = | r u A r v | = + y/gn9 22 — 9i 2 2 = 


'+M r J7+J7. 


Esta función W(w, v) es muy importante en las aplicacio- 
nes de la teoría. 


Ejemplos: 1. La ecuación de una superficie de revolución de eje z 
está determinada por la m&ridiana z — f(cc); y como al girar en torno 
del eje, la x se convierte en r, las coordenadas de un punto cualquiera 
son: 

x = r . cos a , y = r. sen a , z — f(r). 

Los dos parámetros son aquí r y a; las curvas r = c son los para- 

lelos; las a=c son los meridianos. 

Los coeficientes de Gauss son: 

ffn = 1 + f ,a 5 í/ia = 0 ; g¡a = r 3 . 

La anulación idéntica de g,i indica la ortogonalidad de meridianos 
y paralelos. 

2. Para la esfera son más convenientes las coordenadas esféricas: 

longitud X y latitud cp, contadas entre —jt < X < jt y —in < cp < ijt. 

Las ecuaciones paramétricas de la esfera de radio a son (cfr. § 84-2): 
x = a . cos cp . cos X 
y = a . cos cp . sen X 
z = a . sen cp , 

y los coeficientes de Gauss son: 

g u = a 3 ; g u = 0 ; g ¡2 = a*. cos 2 cp. 

E1 plano tangente tiene por ecuación 

a a cos 3 cp 0 cosXo(a; — a: 0 ) ■+• a 2 cos 2 cp 0 sen X 0 ( 2 / — 2 / 0 ) + 

+ a“ cos cp 0 sen cp 0 (z — z 0 ) = 0 , 

es decir. 

a cos cp 0 [a: 0 (a: — a; 0 ) + 2 / 0 ( 2 / — y 0 ) + z 0 (z — 2 0 )] = 0 , 

siendo los parámetros directores de la normal n, las coordenadas a: 0 , y<¡, z 0 
del punto de contacto, es decir, las componentes de r 0 . 

Notas: 1. Es posible que [72-8] aun para r,Ar„=0 represente una 
superficie que sea regular en otra representación. 

Por ejemplo, x = u a , y = v 3 , z = 0 representa el plano xy y en el 
origen es r u A r„ = 0. 

2. Si la superficie viene dada en forma explícita diferenciable 
[72-44], su representación vectorial es 

[72-58] r = ui + vj + f(u, i>)k , 

sus líneas coordenadas tienen por vectores tangenciales 
[72-59] r u = i + f„k , r„ = j + f„k , 

todos sus puntos son ordinarios, pues J 8 = 14= 0, y es 
[72-60] W (u,v) = |r u Ar„| = + Vf u 2 + f 0 2 + 1 > 0. 

Es fácil ver que la ecuación [72-53] del plano tangente toma la for- 
ma conocida [66-8]. 

3. Recordemos que cuando la superficie se da en forma implícita 
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[07-18] hemos hallado (§ 67-5, c) la ecuación [67-18] de su plano tan- 
tfonte. También se ve que derivando la identidad 
[72-61] F[x(m, v), y (u,v), z(u, u)] = 0 , 

resulta 


[72-62] 


{ F a .x u + F v .y u + F s .z u — 0 , 
1 F». x v + F v . y v + F,. = 0 , 


por lo que en un punto ordinario, F a , F v , F s son proporcionales (§ 15-6, c) 
a los jacobianos Ji, J 2 , Ja, parámetros directores de la normal a la su- 
porficie (cfr. § 67-5, notas 2 y 3). 


8 . Representación implícita y ecuaciones reducidas de las 
curvas. — En § 67-6, nota 3, hemos estudiado la representa- 
ción implícita [67-28] de una curva en el espacio y la ecua- 
ción [67-31] de su tangente, que tiene por parámetros direc- 
tores los jacobianos que figuran en [67-30]. Aquí también y 
bajo la hipótesis general de diferenciabilidad, el punto es or- 
dinario, si alguno de estos tres jacobianos no se anula, que- 
dando entonces determinada la tangente a la curva. 

Suponiendo sea 3(F, G)/d(y, z)=%= 0, será posible despejar 
en [67-28] y, z en función de x, obteniendo las ecuaciones re- 
ducidas de la curva 

[72-63] y = <p(a?) , z = ^(ír) , 

caso particular de las [72-35] nara u = x. Si las funciones son 
derivables, es siempre aquí 

[72-64] | r'(u) | = + \/l + q/ 2 -f V 2 > 0 , 

es decir, la curva es regular. Recíprocamente, si la curva 
[72-35] es regular, alguna de las componentes de [72-11] no 
será nula, por ejemplo, la x'(w)=f= 0 , y al poder despejar 
(§ 67-7) de la primera de las [72-35] la w=u(¡í) y susti- 
tuir en ias dos últimas, se podrán obtener las ecuaciones re- 
ducidas [72-63]. Éstas representan la curva como intersección 
do dos superficies cilíndricas proyectantes, siendo las trazas 
Hobre el plano (x, y): y = cp(x) , z = 0 , y sobre el plano (z, x): 
z (|>(a;), y = 0. Es la traducción analítica de la representa- 
ción en el sistema diédrico o de Monge. 

9. Concepto de curva y de superficie según Fréchet. — a) E1 estudio 
<li« Iuh propiedades de una curva C o una superficie S que haremos va- 
lléudonoH de sus ecuaciones y de las funciones [72-64] y [72-57], depende 
<l<> lu rupresentación de la curva C o de la superficie S más bien que de 
lu curva o superficie mismas. Éstas, al admitir una infinidad de repre- 
Montuciones suscitan el problema de examinar en qué casos distintas re- 
pn nentuciones dan una misma curva o superficie y según los convenios 
<iu<' udoptemos así tendremos fijado el concepto de curva o superficie. 
Itnfiriúndonos por ejemplo a las superficies, hemos de explicar cuando 
otru ecuución 

[72-05] S* : r = r *(u,v) = x*(u, v)i -f y* (u,v)j + 

4 - z*(u,v)k ; (u,v)e R* 


representa la misma superficie S de [72-43], pai’a poder decir en este 
caso que [72-43] y [72-65] son dos distintas representaciones r y r* de 
una misma superficie o que las superficies S y S* coinciden o son idén- 
ticas. Entonces diremos también que las ecuaciones [72-43] y [72-65] 
son equivalentes. Sólo después de haber estudiado el significado de esta 
equivalencia como relación reflexiva, simétrica y transitiva (§ 1-5), será 
posible dividir la clase de todas las posibles y admisibles ecuaciones 
[72-43] en subclases para poner en una subclase las ecuaciones admisi- 
bles que son equivalentes entre sí y en distintas subclases las ecuaciones 
admisibles que no son equivalentes. Cada subclase dará todas las posi- 
bles representaciones r de una misma superficie y así el concepto de 
superficie quedará definido por las subclases de la clase de todas sus 
posibles y admisibles representaciones sobre recintos y sólo entonces ten- 
drá sentido decir que “una ecuación como [72-43] define una superficie”. 

b) Cerciorémonos de la importancia de esta cuestión con la siguiente 
distinción. 

La ecuación [72-3] hace corresponder a cada punto u del intervalo 
paramétrico I 0 un bien determinado punto P del espacio Ea y así [72-3] 
hará corresponder al intervalo I 0 un continuo r(L) de E 3 como lugar 
de puntos de la curva C, sin que por esto dicha correspondencia haya de 
ser biunívoca. Por ejemplo, si r es la circunferencia unidad, podemos 
obtenerla mediante 

[72-66] r = i. cos u + j . sen u , 0 ^ w í 2it 

o bien mediante 

[72-67] r = ¡. cos u + j . sen u , 0 íi 5= 4jt. 

En el segundo caso, la fórmula [55-9] del § 55-1, c, da como longi- 
tud de la circunferencia el valor 4jt, pues [72-67] hace recorrer dos ve- 
ces la circunferencia I\ Esto dice que la integral clásica [55-9] no pro- 
porciona la longitud de un lugar de puntos, sino más bien da la longitud 
del recorrido sobre un lugar de puntos. Por tanto [72-3] no será la re- 
presentación de un continuo I’, sino la de un recorrido continuo sobre 
r y en este sentido nos ocuparemos de las curvas como recorrido (“path 
curvo”) y no meramente de las curvas como lugar de puntos (“point 
curve”). 

En forma análoga, no podremos decir que dos superficies S y S* 
coinciden porque ocupen el mismo lugar de puntos r en el espacio Esj 
así una superficie cilíndrica recta de determinada altura y la misma su- 
perficie cubierta dos veces por un velo flexible serán superficies distin- 
tas con üiferente área, aun cuando ocupen el mismo conjunto puntual en 
el espacio E 3 . 

A1 lugar de puntos r de una curva C ó superficie S se le llama 
huella o gráfica de dicha curva o superficie. 

c) La ecuación [72-3] representa una transformación continua del 

intervalo I 0 en la curva C, así como [72-8] lo es del recinto R en la 
superficie S. Son casos particulares de transformaciones continuas (Cap. 

XVIII, nota I) y para el problema de la equivalencia habremos de con- 

siderar pares de transformaciones continuas Ti(Ri) = r, T a (Ra)=r, en 

que Ri y Ra serán dos recintos del plano uv y T será la huella de una 

superficie del espacio E 3 , consistiendo el problema de la equivalencia en 
ver cuándo Ti y T a darán una misma superficie S. 

Diremos que Ti y T a son topológicamente similares, en símbolo 
Ti ~ T a (ts), cuando y sólo cuando existe un homeomorfismo H(Ri) = R a 
tal que Ti(Pi)= T a H(P,) para todo punto PjgRi (Cap. XVIII, nota I). 
Esta relación de equivalencia, usada por Lebesgue 1 y Kneser 2 , es de- 

1 H. Lebbsgue, Intégrale, longueur, aire (Ann. Mat. Pura Appl., 7, p. 231-359, 1902). 
a H. Kneser, Die Deformationssdtze der einfach zusammenhimgcnden Fldchen (Math. 
Zeitschrift, 25, p. 362-372, 1926). 
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musiado restringida, como luego justificaremos, y hoy definitivamente se 
acepta la relación de equivalencia de Fréchet 1 . Diremos que Ti y Ta 
hoh l'’-equivalentes, en símbolos Ti~T 2 (F), cuando y sólo cuando para 
cada e > 0, existe un homeomorfismo H e (Ri)=R 2 tal que cumpla la 
di.stancia e[Ti(Pi), T 2 H e (Pi)] <e para todo punto PieRi. Esta relación 
dn isiuivalencia que es reflexiva, simétrica y transitiva, nos define las 
l* , -curvas, F-superficies y en general las F-variedades. La clase K de 
icpresentaciones admisibles es la de transformaciones continuas T(R)=r 
on el espacio euclídeo E a . Escogido un recinto fijo, por ejemplo el cua- 
drado unidad R 0 : 0 ^ u ^ 1, 0 v 2= 1, definamos K(R 0 ) como la sub- 
elnse de K formada por todas las transformaciones continuas T(R)=T 
pnra las que R es homeomorfo con R 0 . Así obtenemos las F -superficies 
del tipo rectangular en el espacio euclídeo E 3 . 

Si Ro es un arco simple de Jordan, o también un intervalo finito I 0 , 
obtendremos las F-cwrvas del tipo de arco simple. Si R 0 es una curva 
nimple cerrada, obtenemos las F -curvas del tipo de curva simple cerrada. 

d) Es evidente que si Ti ~ T a ( ts ) también es Ti ~ T 2 (F), pero el 
recíproco no es cierto y vamos a ver ejemplos que justifican pasar de 
In cquivalencia topológicamente similar de Lebesgue a la equivalencia de 
Fréchet. Supongamos que Ti(Ri) í'epresente la superficie S de huella r 
on el círculo Ri del plano uv (fig. 239). Dividamos R, en dos partes me- 
iliunte un diámetro paralelo al eje v y separemos ambos semicírculos 


modiante una traslación paralela al eje u, obteniendo así un recinto R 2 . 

I Ingamos corresponder a todos los puntos de cada segmento paralelo al 
<\m u del rectángulo situado entre ambos semicírculos, el mismo punto 
d>' Ih superficie S que ya antes correspondía a los extremos de ese seg- 
ni'' 11 ( 11 . Así obtenemos una nueva representación T 2 (R 2 ) de la superficie 
S. MÍn quo por ello dicha superficie haya sufrido ninguna modificación. 
Súlo hemos modificado su representación que podremos decir es estacio- 
iuii ia en aquellos segmentos. Si suponemos que la representación Ti(Ri) 
'vi nunca estacionaria, entonces no existe ningún homeomorfismo entre 
líi y U» tal que sus puntos correspondientes Pi y P 2 tengan una misma 
Imngon T, (P,)= T 2 (P 2 ) en T. Sería necesario que a cada segmento de 
U« correspondiese un punto de Ri y la correspondencia entre Ri y Ra 
di'jnrfa de ser un homeomorfismo. Sin embargo, a este caso puede apli- 
i'nrne In di'finición general de Fréchet, pues es suficiente considerar en 
U, uim banda suficientemente estrecha de lados paralelos al eje v y 


1 M I‘’nftcilOT, Sur la dintance de dcux nurfacca (Ann. Soc. Polonniac Mnth., 3. 
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hacer corresponder los segmentos circulares de Ri a los semicírculos de 
R 2 y la banda central de Ri al rectángulo central de R 2 . 

Un ejemplo análogo para las curvas será suponer que T 2 (I 0 )=r 
represente el segmento r : 0 x ^ 1 , y = 0, z = 0, en el I 0 : 0 ^ u 1 , 
de manera que T a haga corresponder al primer tercio 0 g w :§= 1/3 la mi- 
tad 0 ^íc^ 1/2, que en el segundo tercio 1/3 ^m^ 2/3 el punto de r 
permanezca estacionario en (1/2, 0, 0) y que al último tercio 2/3 ^ 
^ u ^ 1 correspond^ la segunda mitad 1/2 ;£= x 1. Si quisiéramos adop- 
tar como nuevo parámétro la abscisa curvilinea (§ 55-1, b) determinada 
por la longitud del recorrido de la curva resultante, la nueva represen- 
tación T, (I 0 ) = P, de fundamental importancia incluso en la teoría ele- 
mental, no sería topológicamente similar a la inicial. 

e) E1 concepto de F-equivalencia admite en ciertos casos la siguiente 
modificación de McShane, de trascendencia en el cálculo de variaciones. 
En esta modificación se exige que el homeomorfismo H e (Ri)=R 2 con- 
serve las orientaciones que previamente se hayan fijado para Ri y R 2 . 
Por ejemplo, se dirá que dos representaciones del tipo rectangular son 
po8Ítivamente F-equivalentes si el homeomorfismo H e no tan sólo trans- 
forma el contorno de Ri en el de R*, sino también el sentido positivo 
(directo o contrario a las agujas del reloj) del contorno de Ri en el 
sentido positivo del contorno de R 2 . 


Ejercicios 


1. Condición necesaria y suficiente para que un vector variable y 
derivable no nulo se conserve paralelo a una misma recta es que 

r(w) A r' (u) = 0. 

2. Demostrar que la derivada del versor r -1 r es (r A r') A r/|r|*. 

3. Hallar el error en el siguiente razonamiento: u(t) 2 = u(í). u(t) = 

= u(í) 3 (§ 72-3, b) : 2u . u'= 2 uu' .. u.u'=Mit' .'. u' paralelo a u, 

no siempre cierto (cfr. [72-20]). 

4. Condición necesaria y suficiente para que un vector no nulo, va- 
riable y derivable dos veces, se conserve paralelo a un mismo plano es 
que r A r'. r" = 0. 

5. Dada la función vectorial de punto r(Q) = (5w 2 — w)i-|-(6w-f 
-f'ir' — 3 ) j _}_ (2f a — w 8 +l)k: l 9 ) Formar la matriz del tensor derivado 
Dr(Q), descomponiendo éste en uno simétrico más otro antisimétrico; 
2ú) Hallar el producto de dicho tensor Dr(Q 0 ) en el punto. Q 0 (2; 1;1) 
por el vector x = i — 2j + 2k de dirección cp = ar’x = (l/3)i — (2/3)j + 
+ (2/3)k, mediante las respectivas componentes; 3Ú) Lo mismo mediante 
la derivada direccional r^, (Qo) y el módulo x', 4^) Lo mismo mediante el 
valor dg, r(Q 0 ) del vector diferencial dr(Q) en el punto Q 0 para el in- 
cremento a<j> Qo=x; 5*?) Comprobar que la componente antisimétrica del 
tensor Dr(Q) tiene todos sus vectores coplanares (§ 63; ejercicio 2, 2 1 ?), 
hallando el plano donde actúan, así como la dirección del vector de di- 
cho tensor antisimétrico correspondiente a la anterior dirección de x, 
comprobando que son ortogonales; 69) Compi’obar que el anterior tensor de- 
rivado D r(Q) tiene en el origen 0(0; 0; 0) todos sus vectores paralelos 
al plano ij, pero en general no perpendiculares a las direcciones respec- 
vas (cfr. § 63, ejercicio 2, 2*?). 

6. Llamemos números derivonormados a 


N+r (wo) = lim inf 
h— >o+ 


r(u« + h) — r(tto) | 
\h\ 


> 0 
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y anáIogamente N + r(wo) (con lim sup), N-r(w«), Nt(mo) (a la izquier- 
da), siempre existentes. Demostrar que si existe r'(zío) es r'(«o)=N + = 
N', = N-=:N“. Estudiar en u = 0 la función vectorial r(w) = MÍ-f 
+ |tt|j + k (cfr. Cap. IX, nota V, Oz). 

7. Sean una función vectorial r (u) y una función numérica f (u), 
ambas continuas en [ Uo,Ui ]. Llamemos F(w)=|r(ít) — r(wo)|—f(w) + 
I l’(Mo) y supongamos sea F('y)>2/ m >'0 en un punto v de (wo.ííi]. Si 

m» es el extremo superior de los puntos de (iu,,v) donde F(m) < y m , 
domostrar que: 1?) F(tt m )=j/ m ; 2?) N + r(w m ) > D + f (w m ). 

8. Sean una función vectorial r(zt) y una función numérica cre- 
cicnte f (u), ambas continuas en [t(o,íti]. Si el conjunto F(S) de valo- 
ros funcionales F(w)=|r(?t) — r(tto)|—f (u) + f(tto) correspondientes a 
los puntos del subconjunto S de [wo, tti] donde N + r(tt) > D + f (u) no con- 
ticne ningún intervalo no degenerado, entonces se conserva F (w) < 0 en 
[tto,Wi]. Demuéstrese para el caso en que N + y D + se sustituyen por 

9. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales. — Sean 
una función vectorial r (u) y una función numérica creciente g(u), am- 
bas continuas en [wo, íti], tales que en el complemento de un conjunto 
numerable A respecto de [tto, Ui) sea N + r (u) < D + g(tt), no siendo ambos 
miembros de esta última relación simultáneamente infinitos en dicho com- 
plcmento. Entonces es | r(tti)—r (íío) | < g(tti)— g(u 0 ). Si además existe 
al menos un punto de [tto, Mi) donde sea N + r(w) < D + g(w), entonces es 
I r (tti)— r (uo) | < g(wi)— g(tto). 

10. Teorema de incrementos finitos para funciones vectoriales deri- 
vable8. —• Sea una función vectorial r (u) continua en [wo,zti], derivable 
en (uo,Ui) y supongamos que exista una función numérica creciente g(tt) 
continua en [tto, Wi], que tenga derivada g'(w)> |r'(w)| en (u 0 ,Ui); en- 
tonces es | r(tti) — r(w 0 )| < g(íti) — g(tto) = (tti — Uo)g'(u m ) para un cier- 
to u m de (tto, tti). 

11. Para que una función vectorial r (u) continua en [w«, uf\, sea 
constante en este intervalo, basta que N + r(w) (ó r ' (u) si la función es 
dcrivable) se anule en todos los puntos del complemento de un conjunto 
numerable A respecto de (Uo,Ui). 

12. Si r (u) es derivable, representa: 1*?) Un punto, cuando y sólo 
cuando r'(w)=0; 2^) Una recta, cuando y sólo cuando (r—r o )Ar' = 0. 

13. Si existe r " (u), entonces r (u) representa: l 9 ) Una recta, cuan- 
<lo y sólo cuando r'(w)#0, r'(tt)Ar"(w)=0; 2 Q ) Una curva plana, 
cunndo y sólo cuando (r — r o )Ar'.r" = 0. 

14. Si existe r '"(u), entonces r (u) representa una curva plana no 
rccl.a, cuando y sólo cuando r' a r" #0, r'A r" . r'" = 0. 

15. Si r (u,v) tiene derivadas primeras, representa: l 9 ) Un punto, 
cunndo y sólo cuando r u (u, v) = r v (u, v)= 0; 2^) Una curva, cuando y 
hólo cuando r,AL = 0, |r„| -f |r„| # 0. 

16. Demo-strar que en un punto de una curva plana con tangente 
|72-38], toda recta distinta de ésta, atraviesa o no la curva en P 0 según 
quc n sea impar o par. 

17. Estudiar el caráctér del punto P 0 (§ 71-3 y 4) de una curva 
plntia con tangente [72-38] para la que existan las derivadas sucesivas 
u ln r ( ' ,) (iio) hasta la primera r (p) (w 0 ) que no sea nula ni paralela a 
r'"’(Uo), mediante el producto escalar del desarrollo de Taylor [72-27] 
por el vcrsor n normal a la tangente. 

18. Un punto se mueve sobre la intersección del plano y — x = 2 
con cl cono x" -f xy + j/ a = z a , y al pasar por P (3; 5; 7) la componente 
c. dc hu volocidad v vale 2; determinar v vectorialmente por [72-40] e 
lmpllcitamonto por [67-31J. 
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19. Ecuación vectorial de la parábola situada en el plano 2x — y + 
+ 3z = 0, que pasa por P(1; 2; 0), es tangente en el origen al plano 
coordenado y = 0 y tiene el eje paralelo al plano coordenado x = 0. Tó- 
mese x = u. 

20. Determinar la tangente a la. curva intersección de los cilindros 
F = z — j/ a =0, G = x — z 3 = 0 en el punto P 0 para el que y = 1, utili- 
zando [67-31] y comprobarlo mediante el vector tangencial [72-40] de 
la curva dada vectorialmente. Tómese y =u. 

21. 1*?) Probar que en la superficie x = u cos-u, y = usenv, z = 
= v + ln cos u, dos líneas coordenadas u = a, u = b, determinan arcos 
iguales en todas las líneas de coordenadas v = constante; 2^) Probar que 
no ocurre lo mismo al cambiar u con v. 

22. Dada la superficie r = 2 cos u ch vi + 3 sen w ch vj + sh -uk deter- 
minar en el punto (jt/6, ln 2) el plano tangente mediante [72-51], [72-54] 
y [67-18], una vez hallada la ecuación implícita [67-13] de la superficie. 

23. Tomando las ecuaciones paramétricas del tipo [29-14] para la 
meridiana y la directriz del toro (§ 54, ejercicio 6), hallar la ecuación 
vectorial de su superficie y los puntos .singulares de ésta. 


§ 73. CURVAS ALABEADAS 

1. Abscisa curvilínea o parámetro intrínseco. — Dado un 
arco de curva regular (§ 72-6, b) en representación paramé- 
trica vectorial [72-3], si además suponemos que la derivada 
r '(u)- es continua, definiremos como abscisa curvilínea s(w) 
del punto P de parámetro u, al valor de la integral 

u 

[73-1] s = s(u) = j' |r'(í)ldí = 


a 



a 


tomada a partir del punto A de parámetro a. 

Con la misma definición y demostración dadas en § 55-1, c 
para curvas planas, la integral [73-1] representa la longitud 
del arco AP, valor relativo a un sentido de recorrido fijado 
sobre la curva, que supondremos positivo si es el correspon- 
diente a las u crecientes (u > a ). 

Por la continuidad del integrando, existirá la diferencial 
de la función [73-1] y será (§ 50-1) 

[73-2] ds =|r'(tt)|dM = _ 

= + Vx' (u) 2 + y' (u) 2 + z'( u ) 2 d u = + y] d u , 

llamada diferencial de arco (cfr. § 55-1, b), donde ds tiene el 
signo de d u, con la convención adoptada para el sentido posi- 
tivo de la curva dada. 
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La diferencial de arco [73-2] es el módulo del vector dife- 
rencial de arco 

[73-3] ds = dx . i 4- dy . j + dz . k = dr , 

donde, según [72-11], es 

[73-4] da; = x'(u)du , d y = y'(u)du , d z = z'(u)du , 

y tiene la dirección y sentido del vector tangencial [72-40]. 

La abscisa curvilínea s como función escalar del parámetro 
ii, tiene por derivada el módulo del vector tangencial, es el mó- 
dulo de la velocidad cuando el parámetro u es el tiempo: 

r^Q ki ds dr . , 

173-5] —— = —— = v = v > 0 , 

du du 1 1 


UI | , 

= - 7 — = v = v > 0 


ea decir, nunca es nula por la hipótesis hecha al principio. Esto 
nos permite asegurar la existencia de la función inversa de la 
T73-1], pues ésta será propiamente monótona (creciente), y 
tomar a s como parámetro llamado intrinseco de los puntos 
de la curva dada. La función vectorial referida al parámetro 
intrínseco 

[73-6] r = r(s) 

tiene por vector derivado t el llamado vector tangente a la 
curva el que por [72-22] será: 

r7Q 71 . dr dr ds 

ds d u d u 

e» decir, será un vector unitario o versor 
[73-8] I t | = 1 , 

eomo se ve aplicando [73-5] a [73-7]. Así pues, el vector ícm- 
gcnte es el versor correspondiente al vector tangencial, con lí- 
nea de acción según la tangente a la curva y dirigido en el 
sentido de los .arcos crecientes. Si se cambia el sentido de los 
urcos, t cambia de sentido. Las componentes de 

173-9] t = íji + ¿ 2 j + tgk. 

;u'rán los cosenos directores de la tangente a la curva, y al 
aplicar [72-11] al parámetro intrínseco s, resultará para di- 
choa cosenos 

173-10] ^ _ * f Í3 . * , 

‘|uc «on también los correspondientes al vector [73-3] (cfr. 
$ 55-2). 


[73-10] 


10jkmplo. Calcular la longitud de una espira de hélice circular de 
«'«■unclonaa: x = rcoau, y = rsenu, z = Jcu (§ 72-6, ejemplo). 
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Se tiene 

ds 2 = (r 2 cos 2 w + r 2 sen 2 w + k 2 ) (dw) 2 = (r 2 + fe 2 ) (dw) 2 , 
e integrando entre 0 y 2jt, resulta: 

s = 2jt V r 2 + k 2 . 

En general: la longitud del arco de amplitud a es a Vr 2 + /c 2 , es 
decir, proporcional a dicha amplitud, resultado acorde con el desarrollo 
rectilíneo de la hélice. 

Notas: 1. La longitud es una propiedad métrica, pues se conserva 
invariante con respecto al grupo euclídeo (§ 61-7, d). 

En particular, la transformación por movimiento de un arco no al- 
tera su longitud. En efecto, si el vector de posición x de matriz vectorial 
X (§ 61-4, d) se transforma en un vector y de matriz Y mediante un 
movimiento (§ 61-1) o en general, mediante una transformación lineal 
de matriz ortogonal A (§ 61-7), sus vectores derivados x é y de ma- 

trices respectivas X é Y, cumplirán Y = AX (§ 61-4, d), y utilizando 
el cálculo de matrices (§ 61-4 a) resulta * 

y 2 = Y'Y = X'A'AX = X'X = x 2 , 
pues A'A = I (§ 61-7, b), de donde 



a n 


2. La longitud es también invariante respecto de la representación 
analítica de una F-curva (§ 72-9), en particular respecto de un cambio 
de parámetro dado por una función monótona, como es inmediato demos- 
trar por [72-22] y § 51-3, 6. 

3. La cuerda, el incremento de arco y la diferencial de arco son in- 
finitésimos distintos, pero equivalentes, como en el caso de las curvas 
planas (§ 55-1, nota 4). 

2. Plano osculador a una curva alabeada. — Dada una cur- 
va C por su expresión vectorial [72-3], consideremos el pun- 
to P 0 = P (u 0 ) , en donde supondremos que [72-3] admite des- 
arrollo de Taylor (§ 72-5), hasta n = 2, es decir 

b? 

[73-12] r(u 0 + h) = r (u 0 ) + hr'(u 0 ) + -jf r "< w o) + o (h 2 ). 

Consideremos sobre la curva dos puntos P x = P (u 0 + h) y 
p 2 = p (u 0 + k) distintos infinitamente próximos al P 0 , signi- 
ficando con ello (ver nota 1) que haremos 0, k-+ 0 de 
manera que h, k y k — h se conserven infinitésimos del mismo 
orden (§ 24-3). Consideremos también aplicado a P 0 el vector 
t p paralelo al r'i = r' (u 0 + h) . 

Entonces, vamos a demostrar que son equivalentes las tres 
siguientes definiciones de plano osculador (fig. 240) en el caso 

* Para reservar el acento en la notación de la matriz traspuesta, se ha utilizado el 
punto como signo de derivación. 
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<iuo los vectores r '(uq) y r " (u 0 ) sean linealmente inde'pend/ien- 
tcs, es decir, sea r' 0 A r" 0 4= 0. 

Def. : Plano osculador a la curva C en P 0 es la posición 
límite para /&-»0 y fe—» 0 del determinado por P 0 y dos pun- 
tos de la curva distintos infinitamente próximos Pi = P (u Q + h) 
yP 2 = P(wo + fc) al P 0 . 

Def. 2^: Plano osculador a la curva C en P 0 es la posición 
límite para h-> 0 del determinado por el vector v 0 = r'(w 0 ) y 
el punto Pi = P (u 0 -\-h) infinitamente próximo al P 0 . 

Def. 3^: Plano osculador a la curva C en P 0 es la posición 
límité para h-+ 0 del determinado por r'(w 0 ) y el vector t p 
aplicado a P 0 y paralelo al r'i = r '(u 0 -\-h), por lo que en len- 
guaje expresivo se dice queda determinado por dos tangentes 
infinitamente próximas. 



Fig. 240 

lim (P 0 , P r P¡¡) = lim (r' 0 , P a ) = lim (r' 0 , t ). 
(hzjzlc)— >0 h— >0 h — > 0 


De acuerdo con la primera definición, consideremos el plano 
Po, Pi, P 2 determinado por los vectores 


[73-18] 


173-14] b 


_r(í¿o4-/0— r(u 0 ) 

h 

= r'(u 0 ) + $hr"(u 0 ) + o(h 2 )/h. 

_2 _[~ r(+ 0 + k) — r(^ 0 ) _ r (u 0 + h) —r( 2 ( 0 ) ' 

— h [. k h 


Si ahora haeemos h —» 0, k-+ 0 de manera que h, k y k — h 
h« conserven infinitésimos del mismo orden, la posición límite 
<IH plano determinado por [73-13] y [73-14] es el determi- 
nudo por 

173-15] lim a = r'(u 0 ) ; lim b = r "(u 0 ) , 

h-+ 0 (fc + fc)-»0 

aplicados al punto P 0 , dando para ecuación paramétrica del 
pla.no osculador: 

173-16] r = r(w 0 ) + Xr'(w 0 ) + \ir"(u 0 ) , 

<•011 l, p parámetros de los distintos puntos del plano. 
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c = 2 


De acuerdo con la segunda definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores r'(M 0 ) y 

[73-17] c = 2 rfao+fe)-r^»)-fa'fa,) . = 

= r"(«o) + 2^1+ , 

cuya posición límite dada por 
[73-18] lim c = r"(M 0 ) 


= r"(uo) + 2 


y r'(u 0 ) es también [73-16]. 

De acuerdo con la tercera definición, consideremos el pla- 
no determinado por los vectores r'(u 0 ) y 

[73-1.9] d = r>(M. + *)~ r'tu. L = + üí» , 

pues las condiciones que permiten establecer [73-12], justifi- 
can también (§ 72-5) : 

[73-20] r'(u 0 + h) = r'(u 0 ) + hr"(u 0 ) + o (h). 

La posición límite del plano determinado por r'(u 0 ) y d 
para /i-+ 0 será también [73-16]. 

La ecuación ortogonal (§ 60-8, b) correspondiente al plano 
[73-16] puede escribirse (§ 60-6) : 

[73-21] (r — r 0 ). (r' 0 A r" 0 ) = 0 , 

y entonces la ecuación cartesiana es (§ 60-7, a) : 


[73-22] 


V — 2/o 
V'o 
y"o 


Ejemplo. Aplicación a la hélice circular (§ 72-6, ejemplo) : 

x = rcosít , y = rsenu , z = ku , 

x' ( u ) = — rsenw , y' ( u) = r cos u , z' (u) = k , 

x”(u) =— r cos u , y” (u) = — r sen u , z” (u) = 0. 

E1 plano osculador tiene, por tanto, la ecuación: 

x — cco y — y« % — zo 

— r sen Uo r cos Uo k = 0 , 

— r cos Uo — r sen Uo 0 
que puede escribirse así: 

(x — Xo)kseYiu*i — (y — y 0 )kcosuo + (z — z 0 )r = 0. 

Notas: 1. Si suponemos que r ” (u) es continua en Uo, la Def. 1 se 
simplifica en el sentido de que puede entenderse como puntos Pi, Pa 
distintos infinitamente próximos al Po aquellos determinados por 
+ >0). Pues, por [72-30] será 

r(uo + h) = r(Uo) + hr'(uo) + lh?\r” (uo) + o(l)] , 
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y entonces [73-14] toma la forma 

b = r"(««) + o(l) , 

«•uiniilióndose [73-15] sin necesidad de considerar el orden infinitesimal 
do k — h. ' 

¿. Un análisis muy afinado de las relaciones que guardan entre sí 
u >. posibles definiciones de plano osculador para curvas continuas en 
«'ondiciones muy amplias ha sido realizado por E. J. van der Waag (Sur 
7 * P lans osculateurs, Nederl. Akad. Wettensch. Proc. Ser. A 55 = In- 
dugationes Math. U, pp. 41-62; 1952). 

3. E1 plano osculador de una curva plana es el plano en que está 
miiada y continúa siéndolo aunque la curva plana no tenga tangente. 
I'.n este caso sólo la primera definición de plano osculador es aplicable. 

4. Si en un punto ordinario (r'(w<,) 7 ¿ 0) es 

[73-23] r' o Ar " o =0 , 

Hca r 0 (p> = r (p) (w«) el primer vector derivado tal que 
[73-24] r' 0 Ar 0 (p) =)= 0 , 

(ui caso de existir. Entonces el plano (sobre) - osculador tiene por ecua- 
ción (p > 2; cfr. ejercicio 4): 

[73-25] (r — r 0 ) . (r'„A r„ (p) ) = 0 , 

cquivalente a la ecuación cartesiana: 


[73-26] 


Ejercicio. Si una curva es regular y admite en todos los puntos 
desarrollo [73-12] se reduce a una recta (§ 72, ejercicio 12) en todo in- 
lorvalo paramétrico donde idénticamente se verifique [73-23]. Por tanto, 
óhIu se cumple excepcionalmente en una curva de las condiciones dichas. 


X — Xo 

y — v o 

Z — Zo 1 

X'o 

v' o 

O 

II 

^ o 
** 

Xo (p) 

2/0 (p) 

Zo (p) | 


.*{. Triedro principal o intrínseco. — En un punto P 0 de una 
nirva alabeada C, se llama 'plcmo normal al perpendicular al 
vcctor tangente t 0 en P 0 . Las rectas situadas en el plano nor- 
mal son las normales a la curva. De éstas, tienen particular 
unportancia la normal principal situada en el plano osculador 
,v por tanto intersección de éste con el plano normal, y la 
hinormal perpendicular a dicho plano osculador en P 0 . La 
tangente, la normal principal y la binormal áon las aristas del 
/ nvdro principal o intrínseco a la curva en P 0 , cuyas caras 
<l«' orientación respectivamente perpendicular a las aristas ci- 
ladas, son los planos normal, rectificante y osculador. 

Dicho triedro queda determinado por vectores unitarios t 0 , 
iiu, b„ aplicados en P 0 según la tangente, normal principal y 
binormal respectivamente, de manera que t 0 se dirija hacia 
lon arcos crecientes según la convención del § 73-1, n 0 hacia 
la concavidad de la curva y resulte 

1 7:5 -71 b 0 = t 0 A n 0 , 

para que lu tcrna (t 0 , n 0 , b 0 ) tenga la misma orientación que 
la ih rrfrrcricia (dextrógira según § 60-3, a). 
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En el § 73-9 veremos que en general (para plano oscula- 
dor no estacionario) la curva atraviesa en P 0 al plano oscu- 
lador, lo que puede suceder de dos maneras: Si se supone un 
observador parado en el extremo de n 0 sobre el plano oscula- 
dor con el sentido de pies a cabeza dado por b 0 y mirando a 
P 0 (fig. 241), o bien verá que la curva atraviesa el plano oscu- 
lador de abajo a arriba según los arcos crecientes, tipo de 



D»xtfóo¡ro (tornillo u»uol) . D Uvíflirq (hílico invtrio) 

Plono oiculador ■ (im (T 0 ,ri) 


Fig. 241 

curva dextrógira al que pertenece la hélice del tornillo usual 
(§ 72-6, ejemplo, con k > 0), o bien verá que la curva atra- 
viesa el píano osculador de arriba a abajo según los arcos 
crecientes, tipo de curva levógira al que pertenece la hélice in- 
versa (§ 72-6, ejemplo, con k< 0). 

Nota. Obsérvese que para triedro de referencia levógiro, k > 0 da 
hélice levógira y k < 0 da la hélice dextrógira del tornillo usual. 

Según la segunda definición de plano osculador (§ 73-2), 
puede considerarse que éste gira alrededor de la tangente cuan- 
do se pasa de un punto al infinitamente próximo, y entonces 
si esto se efectúa en el sentido de los arcos crecientes, para 
las curvas de tipo dextrógiro la binormal b 0 se aleja de n 0 , 
mientras que para las curvas de tipo levógiro la binormal b 0 
se acerca a n 0 (fig. 241, donde se ha dibujado también en cada 
caso, la proyección de la curva sobre el plano osculador en P 0 ). 

Algunos pocos autores (v. g. Gino Fano), llaman sinis- 
trorsum a las curvas del tipo del tornillo usual y destrorsum 
a las del tipo opuesto. 

4. Curvaturas de flexión y de torsión de una curva ala- 
beada. — A1 pasar de un punto P 0 de una curva alabeada C 
a su infinitamente próximo Pi, la dirección del vector tangen- 
te t cambiará, así como la orientación del plano osculador de- 
terminada por el vector binormal b. La curvatura de flexión 
o de torsión miden respectivamente la variación de dirección 
de t o de b por unidad de longitud de arco recorrido. 

Sea una curva que en el entorno de P 0 admita el desarro- 
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Ilo [73-12]. Si a partir de un punto fijo, por ejemplo 0, apli- 
camos vectores equipolentes a los t, a cada punto P de la curva 
C corresponderá el extremo Q de éstos, describiendo una cur- 
va esférica ]> llamada indicatriz de flexión o de las tangentes, 
situada sobre la superficie esférica de centro 0 y radio 1. E1 
ángulo en medida radial que forman dos tangentes infinita- 
mente próximas t 0 y t x viene medido por el arco de circunfe- 
rencia máxima que en dicha superficie esférica pasa por los 
extremos Q 0 y Qi de dichas tangentes aplicadas a 0, irifinité- 
simo equivalente (§ 73-1, nota 3) a la cuerda correspondiente 
y ésta a su vez al elemento de arco dui de la indicatriz r x . 

Por definición, se llama curvatura de flexión c x en P 0 al 
cociente límite 


[73-28] 


dui 1 

ds p 


donde ds es el elemento de arco de la curva dada C entre 
Po y Pi, mientras p, número escalar recíproco a la curvatura 
Cj, es el llamado radio de curvatura de flexión. 

Los radios vectores de la indicatriz de flexión forman el 
cono de flexión, cuyo plano tangente a lo largo de t 0 es para- 
lelo al plano osculador en P 0 , en virtud de la tercera defini- 
ción de éste (§ 73-2). Por tanto, el vector tangente a la indi- 
catriz de flexión en Q 0 será equipolente al vector normal prin- 
cipal n 0 de la curva dada C en P 0 , por ser el vector unitario 
(|uo perteneciendo a la orientación del plano osculador es, se- 
gun [72-20] perpendicular a t 0 y siempre en el mismo sentido 
(jue n 0 , por haber determinado éste (§ 73-3) según el de dt 0 

(que da la concavidad de 
la curva). 

. , Por otra parte, el sen- 
tido de n 0 no cambia al 
\ invertir el sentido de los 
arcos crecientes, pues en- 
tonces la curva se reem- 
plaza por la curva simé- 
trica respecto de 0 (fig. 

Fig - 242 242 en relación con la fig. 

241) y el recorrido de Q 0 
u C), correspondiente al de P 0 a Pi se cambia en el de Q'! a 
Q'o correspondiente al de Pi a P 0 . 



Analogamente, aplicados a 0 los equipolentes de los vec- 
IniH's binormales b, obtendremos que sus extremos B describen 
Mobre la superficie esférica de centro 0 y radio 1 la indica -- 
Inz dc torsión o de las binormales T 2 . Su elemento de arco 
d ,r a dara la medida radial en infinitésimo equivalente al del 
ángulo que forman dos planos osculadores infinitamente pró- 
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ximos, y por definición se llama curvatura de torsión c 2 en 
P 0 al cociente límite 



donde ds es el elemento de arco de curva dada C entre P 0 y 
Pi, mientras r, escalar recíproco a la curvatura c 2 , es el lla- 
mado radio de curvatura de torsión. 

Los radios vectores de la indicatriz de torsión forman el 
cono de torsión suplementario al de flexión (es decir, de ge- 
neratrices perpendiculares a los planos tangentes de éste), y 
por tanto el plano tangente al cono de torsión será perpendi- 
cular a t con orientación paralela al plano normal a la curva 
dada C en P 0 . Esto prueba que el vector tangente a la indi- 
catriz de torsión en B 0 será paralelo al vector normal princi- 
pal n 0 de la curva dada C en P 0 , por ser el vector unitario que 
perteneciendo a la orientación del plano normal es, según 
[72-20], perpendicular a b 0 . Pero aquí, si la curva es dex- 
trógira (§ 73-3), como b 0 se aleja de n 0 , dicho vector tan- 
gente a la directriz de torsión tendrá sentido o-puesto a n 0 , 
mientras que si la curva es levógira, como b 0 se acerca a n 0 , 
dicho vector tangente a la directriz de torsión tendrá el mis- 
mo sentido que n 0 . Si adoptamos como positivo el sentido 
dado por n 0 (Goursat, Vallée-Poussin, Eisenhart, etc.) re- 
sultará para ds > 0 en [73-29] do 2 negativo o positivo según 
que respectivamente la curva sea dextrógira o levógira, con lo 
que habremos en uno u otro caso asignado un signo a la tor- 
sión, invariante, por el mismo razonamiento visto para la fle- 
xión, del sentido de los arcos crecientes, pero aquí dependiente 
del tipo de curva dada. Así pues, las curvas dextrógiras tienen 
torsión negativa, mientras que las curvas levógiras tienen tor- 
sión positiva. Muchos autores (Darboux, Juvet, Valiron, 
Taylor, Bieberbach, etc.) adoptan como positivo en la indi- 
catriz de torsión el sentido opuesto al considerado anterior- 
mente, resultando entonces que las curvas dextrógiras tienen 
torsión positiva y las levógiras torsión negativa. E1 signo de 
la torsión fija el tipo de curva, siendo importante observar la 
convención particular adoptada por cada autor para saber a 
cuál de los dos signos corresponde cada tipo de curva. En esta 
cuestión, la confusión en la nomenclatura aumenta por el uso 
d.e triedros de una u otra orientación y por el uso ambiguo 
que según los autores se da a las palabras “levógiro”, “des- 
trorsum”, “dextrógiro” y “sinistrorsum”. 

5. Fórmulas de Frenet o Serret. — Determinan la varia- 
ción del triedro intrínseco al pasar de un punto P 0 de una cur- 
va alabeada C al infinitamente próximo P x , pues dan los vec- 
tores derivados de los unitarios t, n, b que fijan dicho triedro, 
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oonio combinaciones lineales de los vectores del mismo triedro. 
I'll cálculo se simplifica tomando como parámetro el intrínseco 
«I Para el parámetro cualquiera u bastará aplicar el cambio 
de variable [72-22]. 

Recordando [73-28] y la conclusión obtenida en § 73-4 res- 
pecto del vector tangente dt/doi a la indicatriz de flexión, se- 
gún la que era equipolente al vector n, quedará 

[73-30] A = 4 ^- • — = — n 

ds dcii ds q 

Del mismo modo, de [73-29] y de ser el vector tangente 
db/da 2 a la indicatriz de torsión, paralelo y de opuesto o igual 
sentido que n, según que la curva sea dextrógira o levógira, 
resultará 

db db da 2 1 

ds da 2 ds t 

donde el último miembro lleva implícito el signo de la torsión 
que le corresponde. 

Notas: 1. Si se hubiese adoptado para la torsión la convención de 
nigno opuesta, en vez de [73-31] se habría escrito 

[73-32] ~- = - — n. 

ds r 

2. La [73-31] indiea que para r > 0, db tiene el sentido de n, es 
decir, b se acerca a la n (curva levógira), mientras qup en [73-32] para 
r ■ 0, db tiene sentido opuesto a n, es decir, b se aleja de la curva 
dcxtrógira. Análogamente para r < 0. 

Derivando, según [72-21], la relación 

[73-33] n = b A t 

obtenemos, de acuerdo con las [73-30] y [73-31], la 

rrrti o a l dn db ... dt 1 . i\ i 

173-34] —— = —— A t -f- b A —r— = - (n A t) 

ds ds ds t 


+ At + bA + 
ds ds 


(n A t) -f 


H—— (b An) = — -L t — — b. 

Q 0 t 


l-as [73-30], [73-34] y [73-31] constituyen las fórmulas 
Fkhnet - SERRET, que escritas reunidas son 

r dt í 


[73-35] 


ib 


P-'ini la conv(‘nción 
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r T < 0, Curva dextrógira (hélice de tornillo usual). 

{ T > 0, Curva levógira (hélice inversa). 

Recordemos que se han obtenido suponiendo válido el des- 
arrollo [73-12] con r' 0 A r" 0 4= 0. 

Obsérvese que [73-34] está en el plano rectificante y tiene 
módulo 


[73-36] 



Notas : 3. Las fórmulas de Frenet permiten expresar todas las de- 
rivadas (de cualquier orden, supuesto que existan) en funcion de la ter- 
na intrínseca t, n, b. Por ejemplo: 


[73-37] 


_cPt_ _ _ _do_ u , 1 4n 

ds a ” 0 a ds ' Q ds 




do 

ds 


n + 



)• 


4. Obsérvese que la matriz de los coeficientes de [73-35] es hemi- 
simétrica, propiedad importante para el estudio intrínseco de la curva 
(§ 73-9). 


6. Vector de Darboux. — Es el definido mediante 


[73-38] d --~ t + b = — c 2 t + Cib , 

con el mismo módulo [73-36] y normal al [73-34], por ser 


[73-39] d 



= 0, 


en el plano rectifi- 
cante (fig. 243). 
Tiene la propiedad 
de cumplir 

[73-40] 

. , dt 

d A t = -j— > 
ds 


. . db 

l dAb== ir’ 

obtenidas al efec- 
tuar en [73-38] los 
productos vecto- 
riales indicados en 
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los primeros miembros y aplicar [73-35] si se tiene en cuenta 

QUG GS 

[73-41] n A b = t , b A t = n , tAn = b. 

Entonces, dado un vector cualquiera r sólidamente unido 
al triedro mtrínseco: 

L 73 " 4 2] r = r^t + r 2 n + r 3 b , 

en que r lf r 2 ,r 3 , son invariables (independientes del paráme- 
i í*. es función de s sóle a través de t(s), n(s) y b(s), 

al multiphcar respectivamente las [73-40] por r lf r 2 , r 3 v su- 
mar, obtendremos 

[73-43] dAr = n + +r 2 + +r 8 + = + . 

us ds ds ds 

Esta fórmula expresa que en el movimiento del triedro in- 
trmseco para P describiendo la curva con velocidad 1, es de- 
Clr ’ ® lcndo s . ei tiempo, el vector tangencial del extremo de r 
que fija cualquier punto sólidamente unido al triedro, corres- 
ponde a una rotación de eje y velocidad angular representa- 
dos por la linea de acción y módulo y sentido de d (§ 60-6), es 
decir, el yector de Darboux d representa, la rotación instantá- 
nea ael trzedro intrínseco. 

7. Expresiones explícitas de los elementos del triedro in- 

trinseco y de las curvaturas de flexión y de torsión_Toma- 

remos como parámetro el intrínseco s y a él referiremos los 
signos de derivación que se efectúe en la curva 

[73-44] P = P(s) 

dada por el vector de posición 

[73-45] r = r (s) = x(s)i + y(s) j + z(s)k 

• v estudi ada en el entorno del punto s = s 0 . Supondremos que 
existe finita r'"(s 0 ) y es r'(s 0 ) A r"(s 0 )+0. 

La ecuación paramétrica vectorial de la recta tanqente en 
So es (§ 72-6): 

l 7;L46 l r = r(s 0 ) + M(s 0 ) , 

e<iu¡valente (§ 60-8, a, y § 60-8, b ) a 

L 73 " 47 ] [r-r(s„)]At(s 0 )= 0 , 

O sea (§ 60-6, c) 

i j k 

[73-48] x — x 0 y — y 0 z — 2 : 0 =0. 

z'o y' o 2' 0 

Cualquiera de las expresiones anteriores da para la tan- 
{jcntc a la curva en s 0 la ecuación cartesiana 
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[73-49] = V=lí = l=h. , 

x ' 0 y'o z'o 

que también se puede deducir directamente de la expresión del 
vector tangente 

[73-50] t 0 = r' (s 0 ) = aj' 0 i + y ' 0 j + z' 0 k , 

cuyas componentes son cosenos directores de su línea de ac- 

ción (§ 73-1). 

La primera fórmula de Frenet [73-35] da el vector nor- 
mal principal : 

rrrn rn „ „ *"oí + V" oj + Z" 0 k 

[73-51] n 0 — Q 0 t o — Q 0 r 0 -■ , » 

+ V* + V 'o 2 + 2 "o 2 

por ser n un vector unitario y q esencialmente positivo. 

De ahí deducimos la ecuación cartesiana de la recta normal 
principal 

[73-52] , 

a " 0 y" o ^"o 

en la que no debe olvidarse que los signos de derivación se re- 
fieren al parámetro intrínseco s, siendo inmediatas las ecua- 
ciones vectoriales análogas a las [73-46] y [73-47]. 

E1 vector binormal viene dado por 

i * j k 

[73-53] b 0 — t 0 A n 0 -- • x o V o z 0 , 

+ V X"o 2 + y " 0 2 + Z" o 2 „rr y ff z rr 


TV® O—t-y 0 T * o | X » 0 y" 0 Z " 0 \ 

si se tiene en cuenta [73-50] y [73-51]. 

1 )<* [73-53] se obtiene la ecuación cartesiana de la recta bi- 
normal 


[73-52] 


X — 

•X'o 

v — 

■Vo 

z — Zo 

y' o 

Z'o 

z'o 

X'o 

X'o 

y'o 

y" o 

Z"o 

z" o 

X" 0 

X" 0 

V" o 


[73-54] 


E1 plano normal, en virtud de [73-46] tendrá por ecuación 
ortogonal (§ 60-8, b) 

[73-55] [r — r(s 0 )] .t(s 0 ) = 0 , 

de la que por [73-50] se deduce su ecuación cartesiana : 

[73-56] x' 0 (x — x 0 ) + y'o(y — Vo) + *'o(« — «o) = 6 - 

En forma análoga, el plano rectificante tiene por ecuación 
ortogonal 

[73-57] [r — r(s 0 )] . n(s 0 ) = 0 , 

y por ecuación cartesiana 

[73-58] x"o(x — xo) + y"o(y — Vo) + z" 0 (z — z 0 ) = 0 , 
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mientras que el plano osculador tiene por ecuación ortogonal 
[73-59] [r — r (s 0 ) ] . [t(s 0 )A n(s 0 )] = 0 , 

cuya traducción cartesiana es (§ 60-7, a) : 

x — 2/ — 2/o z — z 0 

[73-6°] x' 0 y' 0 z > 0 = 0 , 

*"o 2/"o 2" 0 

c°mo ya habíamos obtenido en [73-22]. 

De [73-51] se obtiene 

[73-62] ¡ r% | = J- „„ = 

Qo Qo 

es decir, la curvatura de flexión 

[73-63] Cl = 1 /qo = -f yJx"o ¿ + y" 0 2 + z"o 2 , 

dada por una expresión irracional en las derivadas de las coor- 
denadas. 

duce^ 6 ^ terCera fórmula de Frenet [73-35] y [73-51] se de- 

[73-64] — = n 0 . b' 0 = Qo r" 0 . ~ (t 0 An 0 ) = 

T o ds 

= Qo 2 r"o--¿- (r' 0 A r" 0 ) = Qo 2 r" 0 (r' 0 A r" , 0 ) 


iustifieada la penúltima igualdad por ser r" 0 (r' 0 Ar" 0 )= 0. La 
[73-64] da la curvatura de torsión, e interpretada cartesiana- 
mente (§ 60-7, a) 



función racional de las derivadas de las coordenadas, con un 
Higno de significado geométrico ya visto en §§ 73-4 y 73-5. 

Ln los puntos P 0 donde c 2 = 0, es decir, se anula el deter- 
minante que figura en [73-65], el plano osculador se llama 
cstacionano. 


Nota: Si la curva se da referida a un parámetro cualquiera u, de- 

í |K"ímdo por r i= dr/du, r' = dr/ds y análogamente las derivadas suce- 
sivuk. la aplicacion reiterada de [72-22] y de [73-5] permite expresar 
I":. versores del triedro mtrínseco y las curvaturas en función de r(ít) 
y sus derivadas, deducidas de las fórmulas anteriores. 

Ahí, de r = | r | . r' y [73-50] se deduce 
[78-06] t = r/|r|. 

D° [73-21] deducimos directamente 
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[73-67] 


donde los factores del numerador se toman precisamente en el orden in- 
dicado por estar dirigido n hacia la concavidad de la curva (dada por dr) 
y ser n = b A t. De ésta y las dos anteriores, se deduce inmediatamente: 


[73-68] 

De 

se obtiene 
[73-69] 


(r A r) A r 
(r A r) A r 


r= l^r |r| )- r ' + |r 


r Ar = | r | 3 (r' A r") 


y por [73-50] y [73-51] es b = t A n = o(r' A r"), de donde tomando 
módulos resulta 

[73-70] Cl = l/o = | r A r |/| r | a . 

Si se multiplica escalarmente [73-69] por 


/ .d 2 . > 

’ . o / 6 i ’ i \ 

\ d u 3 I r 1 , 

>• r + 3 ( ) 


se obtiene 

(r A r) . r = | r | 8 (r' A r")r'" = — |rAr | a . c 3 . 
pues por [73-64] y [73-70] es 

(r' A r") . r'" = — c.(l/o) s = — c 2 1 r A r | V | r |“. 

De donde resulta finaimente 

[73-71] Ca = 1/r = — (r A r) r/| r A r l a . 

Do ostas fornms voctorialos hg pasa inmodiatnmente a las cartesia- 
nas, mi'diariti‘ Ibh oxprosionos víhI.hh en S§ 60-6 y 60-7. 

Ejmmim.0. ('aloulomos Ioh vorsoreH dol triedro intrínseco, las curva- 
turas y ol veotor do Darboux pnra ln hélice circular 
r rcoHiii -| r sen wj -f knk. 

Eii § 72-6, ejomplo, vinios ya que era 

t _ — r sen ?¿.i + r cos mj 4- fck 
Vr 2 + k a 

Resulta ser (cfr. § 73-2, ejemplo) : 

| r | = Vr 2 -f- /c 2 , r A r = rlc sen uó — rk cos u« j + r*k , 

con | r A r | = r V r 2 + /c a , de donde 

h _ k sen uá — k cos Moj + rk 

Vr 2 + fc J 


... 1 j k 

(r A r) A r = rk sen u* — rk cos Uo r 2 
— r sen tu, r cos u* k 

= — r (r 2 +/< 2 )cos líoi — Wr a +- k 2 ) sen Woj 
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con [ r A r ) A r | = r/r 2 + k 2 ), de donde 

n = — cos Uq . i — sen u 0 . j , 

(liciéndonos que la normal principal es horizontal y dirigida según el ra- 
dio del cihndro sosten de la hélice. 

Por ser 

. — r sen u 0 r cos u* k 

(r A r) . r = —rcosu 0 —rsenu 0 0 = r 2 k , 


. — r sen u 0 r cos Uo k 

(r A r) . r = — rcosu 0 —rsenu 0 0 = r~k , 

rsenuo —rcosuo 0 

o [73-70] y [73-71] resultan constantes los radios de curvatura 
_ r 2 + k 2 r a + k 2 

Q r f T ~ k 

con r < 0 para k > 0 (hélice dextrógira) y t > 0 para k < 0 (hélice 
levogira). 

E1 vector de Darboux [73-38] aquí es 

d = k/ Vr 3 + k 2 , 

do acuerdo con la definición cinemática de la hélice. 


8 . Vector aceleración. — La ecuación [72-3] del vector de 
posición [72-2] puede significar la ecuación de la trayectoria 
de un punto móvil para el parámetro u tiempo. Respecto de di- 
cha trayectoria se ha definido en [72-40] el vector tangencial 
v (también llamado velocidad), de módulo [73-5]. 

Por definición, aceleración de la trayectoria [72-2] es el 
vector derivada segunda, en caso de existir: 


[73-72] 


d 2 % . , d 2 y . d 2 z , 
d u 2 + d u 2 J + d u 2 k ' 


Si de [73-5] y [73-7] obtenemos 
«o-i dr ds , 


[73-73] 


= v = 


t = vi 


al derivar respecto de u mediante la variable intermedia s(w) 
y aplicación de la primera fórmula de Frenet [73-35], re- 
sulta: 


d 2 s t , dg _ d 2 g 1 

d u 2 du ' ds ' d u du ¿ q 


es decir 
[73-74] 


que prueba que el vector aceleración está situado en el plano 
08 culador y se compone de una aceleración tangencial o lineal 

du 


dc módulo 
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dv _ d 2 g 
d u d u 2 


y de otra aceleración normal o centrípeta 


a» = — n 

Q 

de módulo 

v 2 _ 1 / ds \ 2 
Q ~ Q \ du) 

y dirigida hacia el centro de curvatura. 


•Si 1/e = 0, la aceleración normal a„ = 0, es decir, ésta es 
nula en las trayectorias rectilíneas. Para u = s, es v = 1 y 
a t = 0, reduciéndose la aceleración a su componente normal 
a„ = n/Q; corresponde al caso de movimiento uniforme sobre 
la trayectoria. 


Ejemplo. Para la hélice circular 

r = r cos u\ + r sen u j + /cuk 

la velocidad lineal es v = Vr 2 + k 2 constante, y la aceleración: 

a = — r cos u\ — r sen uj = rn = a„ 
de módulo v=v 2 /q. La aceleración tangencial es nula. 


9. Fórmula de Taylor y ecuaciones intrínsecas de una curva ala- 
beada. — La fórmula de Taylor (§ 72-5) respecto del parámetro intrín- 
seco » será, limitándonoB a los primeros términos, 


[73-75] r(») r„ 


(« »o) + 


(« —»o) s + 


(8 —S 0 ) # + • . • 


y ... . M ciiiMitii [73-71, [73-36] y [78-37], se podrán expresar los 

.-in'l'u i. nl. i in.'.llniitc ln l.'i iiin intrínaeca t, n, h; 


| 73 7(11 


1*0 — to 

t)0„ \ Oo 


) l ... 


siempre que r 0 ' A r 0 " + 0. 

De aquí puede deducirse información precisa sobre el orden infini- 
tesimal de la distancia de un punto de la curva a una tangente, al plano 
osculador, etc. Por ejemplo, respecto del infinitésimo principal 

[73-77] h = s — s 0 

la dÍ8tancia de P(s) a la tangente en P 0 =P(s 0 ) es del orden (§ 60-6, /) : 
[73-78] |(r — r 0 )At 0 | = I — h 2 + ... I = 0(h 2 ), si 4" 4= °, 


pues t 0 At 0 = 0, n 0 A t 0 = — b 0 . 


Nota. Para el caso de ser l/o 0 = 0, que corresponde al caso excep- 
cional r 0 ' A r 0 " = 0, la tangente se llama estacionaria. Entonces, el orden 
do la distancia anterior es mayor que dos. 
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vl 6 nfda°do d ?§ 60-8? ^por^ * P<8) osoulador en P.= P(«"). 

[78-79] (r_ a) .b. = - 1 ^- + ... =0(fc.) , 

ÍS “? f-«°“tn <§ n? S d dtl 

por la curva (§ P ? 3 _ 3 e ) plano osculador no estacionario queda atravesado 

Puede referirse la curva al triedro intrínseco en P 0 = P(s 0 ) con 
’ v ' z coord enadas de sus puntos respecto de este triedro, poniendo 
[73 " 8 °] r — r 0 = *t 0 + yno + zb 0 . 

, a J'trr r mien ? bro de [73-80] viene dado por [73-75] y [73-76] 
basta multiplicar escalarmente por to, n 0 , b 0 para obtener las coordena- 


[73-81] 


X _ 8 — 8 0 - - ( 8 — 8o) a + ... 

OQo 

r (.-*)■ + 


del nar s <i g .?i d “ d f 8 , [73 ‘ 63] [73 - 66] nos da " Ias curvaturae en función 

variable ™ d épe?di r en?e e ?: Recf l> rocamento ' dadas dos f ™ci°"c s d e 1 ° 


[78-82] 



suüon D - 1 n mL rÍmera es , p0 ^ itiva y ambas indefinidamente derivables en « 0 , 
, que 31 calculamos los valores correspondientes de 0 », ^ y sus 
tes Fntnnn 03 sustltuimos en [73-81] se obtengan desarrollos convergen- 
«niednHn é - St0 j’ en un entorno de s “, definirán la curva que habrá 

' . ? det ermm a da, a menos de un desplazamiento por las [73-82], lla- 

ciínes %%T e8 mtrina J oa8 de la curva - Más aún, basta que las fun- 
/rnCiln « f s f an continuas P ara qne a menos de un desplazamiento 
] n r0taC °? y traslacl °n) la curva quede determinada por ellas. Pues da- 
y T (s), pueden concebirse las ecuaciones de Frenet [73-35] 
en !*«n„fi 8t T a ^ nueve ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 
f unciones mcógnitas í§, b (> (i= 1,2,3), que definen 

0n t ÍV ¿ am ? nt f los ▼«•ores í, n, b como terna ortonormal a menos de una 
n ° n . de po T ón inicial (§109-2, ejemplo 2). Conocido el triedro 

ecuacldn vL+ v-?^ Valor de /’ la . curva C se determina integrando la 
, ectonal dr/ds_ t(s) equivalente a tres escalares y que por 

lim V .u! ( ra í U 'f mtroduciendo tres constantes arbitrarias equivalen- 
a una traslacion, acaban de determinar la curva C. 


10. Circunferencia y esfera osculatrices. — a ) Entre las 
(’ircuníerencias tangentes a una curva en un punto P y situa- 
(iHH en el plano osculador, la que tiene por radio el de curva- 
ura cie tlexión, resulta asimismo como límite de la circunfe- 
roncia determinada por tres puntos de la curva que tienden a 
'•oni undirse en P, y tiene contacto al menos de segundo orden, 
oh decír, cortando por planos no paralelos a la tangente, la 
< ístancia entre los puntos de ambas curvas es infinitésimo de 
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tercer orden por lo menos (§ 40-6, Cap. X, nota I, c, y § 55-5). 

Como ésta es, de entre todas las circunferencias que pasan 
por P, la que tiene con la curva un eontacto de mayor orden, 
se llama circunferencia osculatriz de la curva en P; su cen- 
tro se llama centro de curvatura. 

Sea c el vector de posición del centro de la circunferencia 
en cuestión y r c el radio de esta circunferencia. 

Formemos la potencia de un punto variable de la curva re- 
ferida al parámetro intrínseco s: 

[73-83] $(s) = (r(s)— c) 2 — r c 2 , 

tal que para c y r c constantes, según [73-50] y [73-35], tiene 
por derivadas 

f ^dí>/ds = (r(s)— c). t(s), 

[73-84] j ^ d 2 #/dg2 = t 2 + — n(r(s)— c). 

I Q 

Como se verifica $(s 0 ) = <E>(Si) = í*(s 2 ), por el teorema de 
Rolle (§ 35-2) la derivada primera se anula en dos puntos 
intermedios y la derivada segunda en uno. Cuando los tres 
puntos tienden a confundirse en el P(s 0 ), resultan las condi- 
ciones que dan el contacto de segundo orden (cfr. § 40-6) 

[73-85] f ( r ° — c ) 2 — r c 2 = 0 , (r 0 — c) .t 0 = 0 , 

que junto con la condición de estar el punto c en el plano oscu- 
lador (r — r o ).b o = 0, es decir, cumplir 

[78-86] (c —r o ).b 0 -0 , 

(letrrmiimn el centro y el radio de la circunferencia osculatriz. 
liiiH (Ioh últimas [78-85] y la [73-86] nos dicen que el vector 
c r„ reíerido al triedro intrínseco tiene por componentes 
(0, Q 0 » 0), y por tanto es 

[73-87] c = r 0 + Q 0 n 0 , 

mientras que la primera de las [73-85] demuestra que es 
r c = Q 0 . Así queda demostrado que el centro de la circunfe- 
rencia límite queda sobre la normal principal, al lado de la 
concavidad de la curva y a una distancia del punto de contac- 
to igual al radio de curvatura de flexión, es deeir, es el centro 
de curvatura. 

b ) Se llama esfera oscvXatriz, al límite de la superficie es- 
férica determinada por cuatro puntos de la eurva, que tienden 
a confundirse en P. Por tanto, contiene a la circunferencia 
osculatriz, que es su sección por el plano osculador. 

La recta perpendicular al plano osculador en el centro de 
curvatura P, se llama recta polar o eje de curvatura o eje del 
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]»Inno osculador, correspondiente al punto P, y en ella está 
ammismo el centro de la esfera osculatriz. 

Si Si, s 2 , s 3 , s 4 son los valores de s que determinan cuatro 
puntos de una curva, veamos la posición límite de la esfera 
(luc pasa por ellos, cuando tienden a confundirse en uno. Para 
í’ 0 f (),me nios como antes la potencia de un punto variable de 
la curva, o sea la función: 

[ 73-88] F(s) = (r (s)—c e ) 2 — r e 2 , 

siendo c e el vector de posición del centro y r e el radio. Como 
se verifica: 

[73-89] F(si) = F(s 2 ) = F (s 3 ) = F(s 4 ) = 0 , 

la derivada F'(s) se anula en tres puntos intermedios: Ia 
(*) se anula en dos; la F'"(s) en uno. 

Si los cuatro puntos tienden a confundirse en uno, queda 
determinada la esfera osculatriz en éste, cuyo centro y radio 
estan dados por las ecuaciones: 

[73-90] F(s 0 ) = 0, F'(s 0 ) = 0, F"(s 0 ) = 0, F"(s 0 ) = 0 

que, desarrolladas, son: 

í (r 0 — Cc) 2 — r c -= 0 , (r 0 — c é ).t 0 = 0 , 

t 73 ' 91 ] < , do 

(r 0 — c e ).n 0 = — Q 0 , (r 0 — c e ).b 0 = r 0 , 

\ ds 0 

donde la última se justifica por [73-35]; al derivar la penúlti- 
ma dando 

t 0 .n 0 + (r 0 — c e ) . ( - — 1 0 - -b 0 ) = — -^- 

\ 0o r 0 / dS 0 

y aplicar la segunda de las mismas [73-91]. 

Por lo tanto, el centro de la esfera osculatriz viene dado 
por el vector 

I 73-92] c e = r 0 + p 0 n 0 — r 0 b 0 , 

y hu radio es 

BMM r. - V 

I'jM las curvas de radio de curvatura constante, el centro de 
cm vatura es centro de la esfera osculatriz, cuyo radio coincide 
con el de curvatura de flexión. 

Iai ccuación paramétrica vectoridl del eje de curvatura es 

|7.'WM | r = r(s 0 ) + p 0 n(s 0 ) + ^b(s 0 ) , 

donde p es el parámetro de los distintos puntos de dicho eje 
polar. Para 
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[73-95] p= ¡^j : |ci 2 (s 0 ). c 2 (so) j 

se obtiene el centro de la esfera osculatriz. 


Ejemplo. Para la hélice circular 

r = r cos ui + r sen rij + kuk , 

es (§ 73-7, ejemplo) 

r 2 + /c 2 k* /c 3 


c = c, = r 0 + - 

r 

con r. = o = (r a + kr)/r. 


k~ Ic 

n 0 = — -cos zíoi — -sen iu ,j + kuok , 

r r 


Ejercicios 

1. Las funciones x (m) = 1 + cos zt, y (zt) == sen u, z(zc) = —(1 + 
+ cos u) (7 + cos u) / (4 sen u) verifican: x 2 + y 2 — 2x = 0(Sj), 4cc 2 + 
+ 3y 2 + Ayz — 0 (S a ). ¿Da entonces r(tt) = x(w)i + y(w)j + z(u)k la in- 
tersección de las superficies Si y S : ? 

2. Si el vector derivado r ' {u) es continuo, el_parámetro u es la abs- 
cisa curvilínea cuando y sólo cuando r'(w). r' (u) = 1. 

3. Hallar para la curva r = iv'i + w 2 k (cfr. § 30-5, ejemplo 3) la 
longitud de arco entre los puntos u =— h, u = h y dividiéndola por la 
longitud de la cuerda, hallar el límite del cociente para h—>0. ¿A que 
se debe la anomalía? (cfr. § 73-1, nota 3). 

4. Para una curva con tangente [72-38], el plano que pasa por ella 
con mayor orden de contacto (osculador o sobreosculador) en Po, si en 
éste cxisten las derivadas sucesivas a la r ( ’" (u 0 ) hasta la primera r (p> (■u«) 
que no sca nula ni paralela a r ,B> (*to), tiene por ecuación (r —r 0 ). 
.(r. l "Ar, 1,1 )=0 (cfr. § 73-2. nota 4). 

r». l+i las cornliciones dcl ejercicio anterior dcmostrar que la curva 
nliavin.il O no 011 u todo plano que no contenga la tangente según 
qui n ..par o p»r. | " ourva atraviesa o no en P« cualquier plano 

<|iii< t- 1 > 111 • ■ n,•,i la laiigcnlc y no hcu cl osculador scgún que p sea impar 
o pm I ,a cui va alravicsa o no cn I’o ul plano osculador según que sea 
impar o pni cl ordcn <¡ dc la primera derivada (supuesta existente) no 
nula, ni paralcla al plano osculador. 

(!. Dada la curva (§ 72, ejercicio 20) r(w)= u*i + uj + w 2 k determi- 
nar en cl punto cori’espondiente a u= 1 los vectores tangente, normal 
principal y binormal, así como las ecuaciones vectoriales y cartesianas de 
las aristas y caras del triedro intrínseco. 

7. Lo mismo para la curva r(y) = zd + izt 2 j +(l/6)u*k, en un punto 
genérico y en el punto correspondiente a u = 2, rectificando además el 
arco entre el origen y dicho punto. 

8. Lo mismo para la curva de VlVlANl, intersección de la superficie 
esférica x 2 + if + z 2 = 1 con la cilíndrica x* + y 2 — * = 0, expresada vec- 
torialmente por r = cos 2 ui + sen u cos uj + sen uk, en el punto correspon- 
diente a w = jt/4, rectificando el arco comprendido entre u = 0 y dicho 
punto u = n/ 4, y entre u= 0 y u = ;t/2. 

9. Calcular los radios de curvatura de flexión Y ¿e torsión r 0 de 
la curva r (u)= u*\ + uj + u 2 k en el punto correspondiente a zt=l (cfr. 
cjercicio 6). 

10. Calcular los radios de curvatura de flexión q„ y de torsión t 0 , 
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^ e Li e !: S t r normal Principal mediante la primera fórmula de Fre- 
nnl hal , lar . el centr ? de curvatura con la correspondiente recta 

I lm o eje de cuivatura en forma vectorial y cartesiana, para- 1°) La 
curva de Viviani (ejercicio 8) en el punto correspondiénte a uJn/4; 
. ) La cui\a r '(+)■— ui + i«*j + (w 8 /6)k en un punto genérico y en el 
punto correspondiente a u = 2 (cfr. ejercicio 7). y 

11. Los radios de curvatura de flexión y de torsión de la curva 
' (M ) ~, x i u ) * + y ( u ) j + z (M) k vienen dados por n = s' 3 / V a - 4- 6* 4- v 2 

ytxY'-X' ? ° n S ' 2 = X ' ! + y ' a + Z ' 2 ’ a = »V'-*V', 


| 2 /' 2 ' | 



el versor nor mal principal mediante la fórmula de 
par o'/ $ urva r («) = t*i + itt 1, j+(wV6)k en el punto co- 

13. Para /c constante, se define la hélice en una superficie cilíndrica 
cuaquiera de generatrices paralelas al eje % mediante r = (p(o)i + 
+ + (°) J +. k, dond e a es la abscisa curvilínea de la sección recta de 
n superf.de cilindr.ca, es decir, cp' (o) 2 -f +' (o) 2 = 1. Demostrar que: 

’) J j& tangente, la normal principal y la binormal forman ángulo cons- 
tante con las generatrices de la superficie cilíndrica, siendo el segundo 
f’ ¿ \ tí? razon entre los radi °s de curvatura de flexión y de torsión 
do una hel.ce es constante; 3°) Cada una de las cuatro propiedades an- 
teriores caracteriza como hélice a la curva que la posea; 4°) Los radios 
<le curvatura de flexion de la hélice y de la sección recta de su superficie 
! n , lca °u puntos correspondientes de la misma generatriz son propor- 
olonale f ; 5°) Toda hélice de curvatura de flexión constante es circular 
(s 73-7, ejemplo). 

14. Hallar los vectores tangencial v, aceleración a y de Darboux d, 
dando sus componentes respecto del triedro intrínseco, para: 19) La curva 
r , (M) = “ l + M] + wk en u=l, (ejercicio 6); 2°) La curva r(tt)= M i + 

I• iu j 4- (u /6)k en u = 2, (ejercicio 7). 

15. Tomando como infinitésimo principal h = s — s„, hallar los infi- 
mtesimos equivalentes: 1°) A la mínima distancia entre dos tangentes 
0,1 P untos in fi n 'tamente próximos; 2°) A la diferencia entre el elemento 
de arco y su cuerda. 

I 6 ; Si ^r = r(s) es una curva de la superficie esférica de radio 1 
y „J“ xlste r '(f)* se , cumple idénticamente (s es la abscisa curvilínea): 
r - r *= [ (r A r ) . r"] 2 . 


§ 74. Envolventes DE CURVAS Y SUPERFICIES 
1. Envolvente de curvas planas. — a ) Si en la ecuación 

I 74 - 1 ] f(x,y,t) = 0 , 

consideramos a t como un parámetro tendremos una familia 
monoparamétrica o haz de curvas {C t }. Para cada valor t = a, 
1 h, ..., dado al parámetro tendremos una curva C a , C b , .... 

Análogamente pueden considerarse familias de curvas con 
vanos parámetros, y cada curva puede estar dada en otras for- 
mas además de la implícita [74-1]. 
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Ejemplos: 1. E1 haz de curvas 
[74-2] (x — ty + y u = 1 

está formado por las circunferencias de radio 1 con centro' en el eje x. 
Para t = a se obtiene la circunferencia C a de centro (a, 0). 

2. La familia con dos parámetros u, v: 

[74-3] (x — uY + (y — v) 2 = 1 

representa todas las circunferencias de radio 1 con centros en el plano 
(x,y). Para v = 0 se obtiene como subfamilia el haz [74-2]. 

3. La familia con dos parámetros y = ux + v representa todas las 
rectas no paralelas al eje y. Poniendo v = q>(u), se tiene como subfamilia 
el haz y = ux + q>(u). Cada curva (recta) de estas familias está dada 
en forma explícita. 

4. E1 par de ecuaciones paramétricas 

[74-4] x = t cos u , y = t sen u 

representa para t fijo sobre cada curva todas las circunferencias con cen- 
tro en el origen. Entonces llamaremos a í parámetro del haz; cada curva 
Ct está dada en forma paramétrica, siendo u el parámetro que da los dis- 
tintos puntos sobre la curva, en este caso fácilmente eliminable obtenién- 
dose 

[74-5] x* + y*= t*. 

Considerando ahora u corao parámetro del haz [74-4], se obtienen las 
rectas por el origen; C„ es la recta de inclinación u, pues ylx = tgu. 

Para t y u, independientes, las [74-4] no representan una curva, sino 
una transformación puntual o de coordenadas (cfr. § 61). ¿Cuál? 

b ) Dado un haz {C t }, [74-1], de curvas planas, yuede ocu- 
rrir que exista una curva E tal que en cada uno de sus pun- 
tos P 0 , sea tangente a una curva C to del haz {C t }. En tal caso 
la curva E se llama envolvente del haz {C t }, cada una de cu- 
yas curvas se llama involuta. 

Supongamos que en un intervalo del parámetro t del haz 
{C t } exista la envolvente E como curva regular (§ 72-6) res- 
pecto de dicho parámetro y que las curvas del haz {C t j ven- 
gan dadas por [74-1], cuyo primer miembro tenga derivadas 
primeras continuas, tales que en cada punto de contacto P 0 d.e 
la involuta sea 

[74-6] f„ 2 + V += 0 , 

Hiundo por tanto ordinario respecto de ella (§ 72-8). Entonces 
E vendrá representada paramétricamente por 

[74-7] x = x(t) ; y = y(t) ; x' 2 + y' 2 += 0 , 

donde t es el valor del parámetro que determina la involuta C t 
que contiene el punto de contacto [74-7] de la envolvente E. 
Por tanto, en el intervalo considerado del parámetro t se ve- 
rificará la identidad 

174-8] f[x(¿), y(í), ¿] s 0 

y también (§ 67-1): 

[ 74-9] f *. x'(í) + f„ • V'(t) + ft — 0. 
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C° m o para cada valor de t son E y C ( tangentes, de la 
tercera [74-7] y [74-6] se deduce (§§ 34-6 y 67-4) : 


[74-10] f* • x' (í) + í v .y'(t)== 0 , 

sustituída en [74-9] demuestra que la representación 
[74-7] de la envolvente E verifica simultáneamente el sistema 

[74-11] f[x(í), y(t), «] - 0 , f«[x(í), y(í), (] = o. 

De aquí: 


Teor. 1. Para que exista una envolvente E del haz [74-1], 
como curva regular [74-7] de parámetro t, es necesario que 
sus coordenadas verifiquen [74-11]. 

Supongamos ahora que el primer miembro de [74-1] tenga 
denvadas segundas continuas. Entonces la envolvente, si exis- 
te, es parte (propia o no) del lugar geométrico ^(x, y)= 0 de- 
linido por [74-11] por eliminación de t. Éste se llama curva 
discnmmante del haz, y = 0 ecuación discriminante. 


Teor. 2. Si el sistema [74-11] es resoluble en x, y, para lo 
c-ual es suficiente que sus soluciones cumplan (§ 67-7) : 


m - ia * - w¡* ° • 

y si f tt =£0, entonces existe una curva E, tangente a las C t en 
sus puntos ordinarios. 


Ror [74-12] son f», f„ no simultáneamente nulas, el punto es ordina- 
!. 10 ‘; n Entonces E puede representarse paramétricamente en t por 
unciones [74-7] cuyas derivadas x'(í), y'(0 se deducen del sistema 


[74-18] f..x'(t) + f„.y'(í) = 0 , f«»x'(t) + f,„y'(í) + f tt — 0 , 

y no pueden anularse simultáneamente por ser f (( =É0. Entonces tanto 
" 001,10 “ tie , nen tangente y la primera [74-13], es decir [74-10], expresa 
ii condicion de contacto, pues f«, f„ [x'(í), y'(í)] son parámetros direc- 
lon-H de la normal a C t [de la tangente a E]. 


E JEMPLOS : 5. En el haz [74-2], derivando respecto del parámetro t 
n'Hulta —2(* —t)s=0, y eliminando t sale: y 2 =l; y=± 1. Estas dos 
roclns componen la envolvente. 

,/’• ^ ^az t 74_ 5] de circunferencias concéntricas, donde f(x, y, t) = 
• r . b V ,— ¿ a =0, no tiene evidentemente envolvente real. Y en efecto, 
«.hmumndo el parámetro t entre [74-5] y la ecuación t = 0 que resulta 
;i dcnvar respecto de t, se obtiene x 2 y 2 = 0, que se satisface para el 
1111,1 ° pDiito real (0,0). Es f t . = f tv = 0, de donde A = 0, y no es apli- 
cablo el teorema 2. 


!. Lns circunferencias de radio 1 que pasan por el origen tienen sus 
conlroR en la circunferencia unidad; entonces el haz se obtiene de [74-3] 
poniendo u = cos t, v = sent: 

(« -cOBt) i + (y— sen í) a = 1, ó: a 2 + y 2 — 2x cos t — 2y sen t = 0. 
I,n onvolvente resulta de eliminar t entre esta ecuación y xsent — 
l/nmt 0. Ambas ecuaciones se verifican para x = y= 0, o bien 
pni.i tr 2 COH t, y = 2 sen t, de donde se elimina t y resulta x 2 -f- y 2 — 4 
rileunfcroiioiu dc rndio 2 con centro en el origen. 



E1 siguiente teorema muestra que en general (ver nota 1 y 
ejemplo 8) el punto P de contaeto de E con C ( es el límite de 
la intersección (si existe) de C ( con Ct+h para h-> 0: 

Teor. 3. En las hipótesis del teorema 2, los puntos de la 
curva discriminante son los puntos limites, uno para cada t, 
de la intersección de las curvas C ( y C (+ /, del haz C ( para h —> 0. 

Todo punto P„ (fig. 244) intersección C t y C t+A verifica f(x,y,t)=0, 
f(x,y,t-\-h)=0, y en consecuencia por el teorema de Rolle (§ 35-2): 

f,(x,y,T) = 0 ; r entre t y t + h. 

Para h suficientemente pequeño, el sistema 
j f(x,y,t) = 0 , 

1 f‘(%,V, T ) = 0 , 
es resoluble en x, y, 
pues el respectivo ja- 
cobiano tiende, para 
h—> 0, al At^O de 
[74-2]; la solución 
única x = x(h), y = 

= y (h) tiende para 
/i —> 0 al punto P de 

contacto con la envol- f¡k. 244 

vente, que v e r i f i c a 
[74-11]. 

Nota 1. Si no se verifican las hipótesis del teorema 3, la envolvente 
do un haz C t puede no ser lugar geométrico de puntos límites de inter- 
secciones de C t y C t+ft . Un caso importante es aquél en que las curvas 
f(x,y,t)= Q y f¡ (x, y, t) = 0 son tangentes. Entonces es A = 3 (f>f*)/ 
/d(x,y)=0, y también f tt = 0, pues de lo contrario sería incompatible 
ol HÍHÍ.emu [74-13] en las derivadas existentes x'(í), y'(t). En tal caso el 
conlncto con lu cnvolvente es de orden superior a 1 [ej.: haz de circun- 
iVrriiciiiM (iHculnl riccs u unn curva E; dos de estas circunferencias infini- 
IiiiihtiIc pmxiiiinH >iii hc cortan, porque la distancia de sus centros es me- 
11111 1111 c In limp ilml 1 1cI III co (It' ovolutn. nunca rectilínea, que mide (§ 55-8, 
c| lu . 11f. iciicm dc lon icHpccÜvon radios dc curvatura] . 

i:.ii mi-i.o H l'.ii cl Imz dc paráholns cúbicas (fig. 245): 

f (x.U.t) y—(x — ty = 0 . 

todas las curvas se obtie- 
nen de una de ellas por tras- 
lación paralela al eje x, y 
como en cada una es x fun- 
ción uniforme de y, dos cur- 
vas del haz no tienen nin- 
gún punto común. De f t = 
--3 (x — t) 2 = 0 resulta co- 
mo discriminante y - 0, eje 
x, y como todas las pará- 
bolas son tangentes a él, es 
envolvente del haz. 

Obsérvese que no se ve- 
rifican las hipótesis del teo- 
rema 3, pues por ser A = 
= f t , = — 6(x — t), ambos 
se anulan en los puntos 
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la curva envolvente y — 0 toca a sus involutas, es decir en x=t, 

Ieor. 4 En el caso genercd í tt ^ 0, la curva discHminante 
está formaaa por la envolvente E y el lugar de los puntos sin- 
gulares de las curvas del haz. 

Sean x == x(u) , y = y(u) ecuaciones paramétricas de la cur- 
va discriminante o de un arco de ella. Si la eliminación de t 
entre las [74-11] se hace despejando esta variable de la se- 
gunda (lo que es posible por f (í ^0), t = t(x,y), y reempla- 
zand.o en la primera, será idénticamente, por definición de dis- 
cnmmante: 

f{x(w), y(u), t [x (u) , y(í¿)]} = 0 , 

y entonces 

f* . x' (u) + í y . y' (u) + i t [t x . x' (u) + t v .y' (u) ] =0 

que por ser f ( = 0 se reduce a f, . x'(u)+ í v . y'(u) = 0, ecua- 
cion que cuando f*.y f„ no se anulan a la vez (y entonces son 
parámetros directores de la normal a C ( ) expresa la tangencia 
de C t con {x(w), y(w)}. 

Ejemplos: 9. En el haz de estrofoides 

f = i<x* + (v- — 2) +x = 0 , 

(fig. 246), la curva discriminante 
4' = 0 se compone de la envolven- 
te más el lugar de los puntos do- 
bles. Todas las curvas del haz re- 
sultan de una de ellas por trasla- 
ción paralela al eje y, y tienen 
la asíntota común x=2. De 

f< = — 2(y — í) (x — 2) = 0 

resulta x = 2 ó y = t. Excluyen- 
do x = 2, pues a ese valor no co- 
rresponde ningún y finito, resulta 
como discriminante 

*(x,y) = x a (x — 2) + x = 0, 
ó x(x — l) 2 = 0, 

que consta de las rectas » = 0, 
x=l. Sólo la primera es envol- 
vente, la segunda es el lugar de 
los puntos dobles de las curvas 
del haz. 

10. En el haz (x — í) 2 — y a = 
= 0 la eliminación en [74-11] da 
y = 0, que no es una envolvente 
sino el lugar de los puntos cuspi- 
dales (§ 71-4, b) de las curvas 
del haz. 

11. En el haz (x — tf — y 2 = 
= 0 resulta también como discri- 

1,1 naMl '' 11 n > Q Ue °t ra ve z es lugar de los puntos cuspidales. Pero ahora 
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es y = 0 tangente a cada una de las curvas y, en este sentido, debe con- 
siderarse como envolvente del haz. 

Nota 2. Cuando el haz se obtiene a partir de una familia con dos 
parámetros u, v, ligando éstos por una ecuación (ej. 2 y 3): 

[74-14] g(x,y,u,v) = 0 , (p(w,í;)=0 , 

si eonsideramos v como función de u: v = v (u) definida por <p = 0, re- 

caemos en el caso de un parámetro 

[74-15] g[a;,j/,w,v(w)] = 0 , 

y debemos considerar con [74-15] la derivada respecto de u: g M + 
+ g«(dv/dw) = 0. Como dv/du resulta de _cp„ +cp«(di;/dw)=0 se concluye: 
Para obtener la envolvente debemos eliminar u, v y dv/du entre las cua- 
tro relacionea : [74-14] y 

[74-16] gudu + g«dv = 0 , cp„dw + cp«dv = 0. 


Eato equivale a elimdnar u y v entre las trea ecuaciones: 


[74-17] 


9 (g. <P) 
3(w, v) 


[74-14] y 


Pues [74-17] resulta de eliminar dv/du entre las [74-16]. 


EJEMPLO 12. Envolvente de las rectas sobre las cuales los ejes áe 
coordenadas determinan un segmento de longitud constante k. Se tiene: 


— + = 1 , siendo w a + v 2 = 1<?. 

u v 


Diferenciando ambas ecuaciones respecto de u, v, e igualando los co- 
cientes dv/du resulta: 

v a x _ u_ je _ y_ r/u _ y/v _1_ 

u 2 y ~~ v * u a v a * u a ~~ v a ~~ k? * 

de donde u a = xk a , v a = yk a , y eliminando u, v, resulta la ecuación 

x a /* + y a / 8 = k a / 8 , 

que representa una astroide (§ 23-9, nota; cfr. § 102-3, ej. 2). 


Nota 3. Si las curvas del haz están dadás (cfr. ej. 4) en forma pa- 
ramétrica, ordinaria o vectorial 
[74-18] r (u, t)= x (u, t) i + y (u, t) j 

(u: parámetro sobre cada curva; t: parámetro del haz), donde suponemos 
existen continuas las derivadas parciales hasta el segundo orden, de las 
camponentes 

[74-19] x = x(u,t) , y = y(u,t) , 

en un recinto del plano (u, t) y es r„ =+ 0, podemos considerar por ejem- 
plo a u como función u = u (y, t) de y y de t definida por la segunda 
[74-19] y al sustituir en la primera 

* = x[u (y, t) , t] 

recaemos en la forma [74-1]. Esto nos conduce (cfr. nota 2) para bus- 
car la envolvente, a eliminar t, u y du/dt entre las [74-19] y 
[74-20] x u Ut + cc, = '0 , VuU t + y, = 0. 


Pero esto equivale a eliminar u y t entre las tres ecuaciones [74-19] y 
pues [74-21] resulta de eliminar u t entre las [74-20]. 





284 XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES § 74 -1 

Ejemplo 13. Envolvente del haz de circunferencias de radio 1 con 
centro en el eje ce (cfr. ej. 1 y 5): 

[74-22] x = t - f- cos u , y =z sen u , 

(— co < £ < co 0 < m < 2jt). 

La ecuación [74-21] da: cosw = 0 de donde senw=± 1, y reempla- 
zando en [74-22] se obtiene en forma paramétrica la envolvente ya ha- 
llada en el ejemplo 5: x = t, y = ± 1. 

2. Evoluta y evolvente en el plano. — En § 55-8, a), defi- 
nimos la evoluta de una curva C como el lugar geométrico r 
de los centros de sus circunferencias osculatrices, llamando a 
C evolvente de r, y probamos que la evoluta es envotvente del 
haz de rectas normales de su evolvente. Esta propiedad suele 
tomarse también como d.efinición de la evoluta, y en base a 
ella hallaremos nuevamente su ecuación. 


la evolvente C en forma paramétrica: x = x(t), y = y(t), la 
familia de normales de puntos (a, |3) será: 

[a — x(£)]x'(í) + [(3 — y(t)]y'(í) = 0 , 
de la que derivando respecto de £ se obtiene 

(a — x)x" -f ((3 — y)y" — x'* — y' a = 0 , 
dando con la anterior las ecuaciones paramétricas de la evoluta 


[74-23] a = » - y’ + „ , 

xy — y'x 

coincidentes con las [55-18]. 

Para t = x se obtiene 

tha „_ „ * 1 4- y' 


- y + “ ,a +y" 

“ • X <y"_y> x » » 


[74-24] 


a = x — y' 


6 = v + 


i +i /' 2 


coincidentes con las coordenadas halladas en [40-16] para el centro de 
curvatura. 


Por ser la evoluta envolvente de las rectas normales, se ob- 
tendrán todas las evolventes de una curva r como trayectorias 
ortogonales (§ 103-1, a) de sus tangentes (cfr. § 103-1, b). En 
consecuencia, toda curva con tangente continua tiene infinitas 
evolventes. 


Ejemplo. Evoluta de la elipse (x 2 /a") + (y 2 /b 2 )= 1. 
Derivando se despeja: 

y' — — ^ x 


a y 


Hustituyendo c a = a 2 — b 2 , resulta: 


, 3 _ b 4 + cy 


1 + í/' 8 = 

<?y 2 

dtirivando nuevamente se despeja: 

y" = — 6 4 / (aV). 

bas ecuaciones paramétricas de la evoluta son, por tanto 


— fl ^ .. cV - 

a l ’ 13 b* ' 


a = 
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eliminando x, y entre éstas y la ecuación de la elipse resulta la ecuacion: 
(aa/c 2 ) 2 / 3 + (6(3/c 2 ) 2 / 8 = 1. 

3. Envolventes de superficies. — a) Familias de un pará- 
metro. — Consideremos una superficie móvil, o mas generai- 
mente una familia {S £ } con un solo parámetro í, o haz de su- 
perficies: 

[74-25] i{x,y,z,t) = 0 , 

donde supondremos que el primer miembro tiene denvadas par- 
ciales continuas respecto de cada una de las variables x, y, z >, . 
Puede ocurrir que exista una superficie E con las siguientes 

piopied^ tangente a cada super ficie del haz {S £ } a lo largo 

Ó.0 una curvft * 

2?) E1 haz formado por estas curvas de contacto cubre por 

^^Enuí^casoTiremos que la superficie E es una envolvente 
del haz {S £ }, llamado entonces de superficies mvolutas, y la 
curva C £ de contacto de E con cada superficie del haz se llama 
curva caracteristica de ésta. 

Ejemplo 1. E1 haz de esferas de radio 1 con centros en el eje x: 
[74-26] (x —£) a + jy 2 + 2 2 = 1 . 

tiene evidentemente como envolvente el cilindro de generatrices paralelas 
al ejo *: 

[74-27] 7/ a -I- z 3 = 1 

nioiido liiM c.tti'ttcterÍHticiiH las circunferencias 
174 2H| a: = í , }/ a + z 2 = 1 • 

... vi'inoH i|iio doi iml'crns [74-26] correspondientes a £ = r, £ = r + 

I ,/ ron ,/ corlttii m'gún fu circunferencia 

í r | bd , V • + S“ = 1 — (iá) a . 
qun tii'inlo pui tt >1 -ll n lu curvtt ca. acterística [74-28] con t = r. 

(:<)]i inól.odi) imálogo nl empleado en el caso de las curvas 
(¡; 71 I), mí exÍHli' onvolvente dada por: 

|74 20] x \(u,v) , y=y(u,v) , z = z(u,v) , 

W(u,v)^0 , 

doiiilo la úll.iina condición implica que consideramos solo sus 
ouiiIoh ordinarios (§ 72-7), a cada uno de sus puntos Po(«o, v 0 ) 
corresponderá una cierta involuta S £o tangente a E en r 0 . 
sulta así t = t(u,v) y la curva característica C £ a lo largo de 
la cual S f es tangente a E, vendrá dada por t (u, v) - constante. 
Por pertenecer cada punto P (u,v) de E a su respectiva b £ , 
será idénticamente en u, v : 

f[x(u,v), y(u,v), 7i(u, v), t(u,v)] = 0 , 

y también (§ 67-2): 
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I 74-30] f x dx + f v dy + f z dz + f t dt == 0 , 

donde da:, dy, dz, d¿ se toman sobre [74-29]. 

I ara que el plano tangente a S tfl coincida con el de E en 

DlaTrlí contacto Po, es necesario y suficiente que se cum- 
pla la condición de perpendicularidad 

[74-31] f x¡¡ dx 0 + f Va d y 0 + dz 0 = 0 , 

entre la normal a S ío en P 0 supuesto ordinario en ésta, y una 
angente cualquiera a E determinada por sus parámetros di- 
rectores da; 0 , dy 0 , dz 0 De [74-30] y [74-31] se deduce que si 

pílñ simuMné V amente' 63 SUS “ ordCTadas 

[74-32] f(x, y, z,t)= 0 , U(x,y,z,t)=0 , 

par de ecuaciones que para t = t 0 determinan la caracterís- 
uca L ío a lo largo de la cual toca E a su involuta S¿ o . 

Suponiendo que el primer miembro de [74-25] tenga deri- 
vadas segundas continuas, se demuestra como en § 74-1, que: 
z\,¿ no de } os deter minantes funcionales de f,f t resyecto de 
'J’ 0 v > z > 0 z > * n ° ™ nuto V si f tt + 0, entonces la ecua- 
(Mm 'V(x,y,z) = 0 de la envolvente E de un haz [74-25] de 
bwperjicies se obtiene eliminando t entre las ecuaciones [74-32] : 

ví! C Jí aa °v del . haz V la <¡ ue resulta de derivar respecto del y¿ 
imetro. Y bajo las condiciones anteriores, la envolvente E re- 

nittZToT í°, rmada .? or características C t , obtenidas como lí- 
n/ de La mte rseccxon de dos suyerficies S t , S í+7l del haz {S f } 

d, la w — 3[t ™ te *(x y,z)=0 de la elíminación 

bié„ ícfr 8 74 l dlScnmirLante dcl ha ^ [74-25], resulta tam- 
.' §74-1, teor. 4) que: En el caso general f tt += 0 la 

el P hifL^dp d i SCnmlr } ante - 6St ? f° rmada V°r lct envolvente É y 
a lugar de los yuntos smgulares de las suyerficies del haz. 

Hnilripno^ui ^ + mismo e jemplo 8 concebido como haz de superficies ci- 
vXnte\ =T aI ej f 2 muestra ^ e Puede^existir en- 

f'niran Jngún puito M mL S ” qU ° CUalqmer 5 ar de ^Perlicies del hae 

dlnafía o™toriar í¡CÍeS h “ eStén dadas en forma P^amétrica, or- 
+ 83] r(a,u,t) = x(«,u,t)i + y(u,v,t)j + z(u,v,t) k 

r7 +341 » = x(«,«,t) , * = ,(«,«,() , „-*(„,„,() , 

rF- 
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Obsérvese que la ecuación [74-35] equivale a la anulación del pro- 
ducto mixto (r„, r«, r,)= 0, que puede probarse, expresa vectorialmente la 
tangencia de E con cada una de las superficies involutas. 

EjemploS: 2. Para hallar la envolvente del haz de esferas [74-26], 
ia achc i.onal f* = 0 es —2(¡»— í) = '0, y eliminando í entre ésta 

y [74-26] se obtiene el cilindro [74-27]. 

3. Para hallar la envolvente de un haz de esferas de radio constante 
a cuyos centros están en una curva C: x = x(t), y = y(t), z = z(t), 
[superficie canal de eje C, ej.: cilindro (ej. 2), toro], consideremos la 
ecuación del haz en forma vectorial 

[r — r (í) ] 2 = a 2 , 

siendo r(t)=x(í)i + y(í)j -fz(í)k, y r el vector que va del origen a 
un punto genérico de la esfera S,. Derivando respecto de t resulta la 
ecuación [r —r(í)] .r'(í)= 0 que representa un plano perpendicular al 
eje por el centro de la correspondiente esfera. Para cada t la curva ca- 
racterística dada por el par de ecuaciones vectoriales es entonces una cir- 
cunferencia de radio a. La envolvente se obtendrá por eliminación de 
u, v, t entre las ecuaciones 

x = x(í) + a cos m coa v 
. V — y(¿) + a. sen w cos u 
z = z ( t) + a sen v 

. [x' (t) cos u + y'(í)sentt] cos-v + z'(t)senv = 0 , 
caso particular de las [74-34] y [7+35]. 

b) Familias de dos yardmetros. — También una familia 
{S w , „} de superficies dependientes de dos parámetros u, v: 

[74-36] f ( x, y,z. u,v) = 0 , 

yuede admitir una suyerficie envolvente E, tal que en cada 
punto P 0 sea tangente a una superficie S« 0>Vo de la familia 
{S u , v}. Supondremos que al asociar a cada punto P 0 de E el 
punto Qoí'Wo, ^o) del plano paramétrico ( u,v), a la superficie 
E corresponde una región del plano ( u, v) y además a puntos 
distintos Qi # Q 2 de este plano corresponden puntos distintos 
Pi#P 2 de E. Entonces cada superficie de la familia [74-36] 
es tangente a la envolvente E sólo en un yunto, o en yuntos 
aislados. 

EJEMPLO 4. La familia de esferas de radio 1 con centros en el pla- 
no (x.y) : 

174-37] f = (x — uy + (y — vY + z 2 = 1 , 

Lieiiu ovidentemente como envolvente el par de planos z= 1, z = _1. 

Fijar entre los dos parámetros u, v de la familia [74-36] 
una relación derivable 

[74-38] v = cp(u) , 

equivale a extraer de la familia [74-36] un haz 

[74-39] f [x,y,z,u, cp(u)] = 0 , 

cuya envolvente (envolvente yarcial) se busca como en a, eli- 
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minando u entre [74-39] y la ecuación que resulta de anular la 
derivada respecto de u : 

[74-40] U + f.-~ = f. + f.<p'(») = 0 , 

o lo que es igual eliminando u y v entre las tres [74-38] a 
[74-40]. 

Pero en cada superficie v# de {S M , hay puntos (lla- 
mados puntos focales) que pertenecen a la envolvente parcial 
cualquiera sea la selección [74-38] con v 0 = cp(u 0 ). Son los que 
satisfacen simultáneamente a las relaciones 


[74-41] f = 0 , f „ = 0 , f v = 0 , 

pues entonces se verifica [74-40] cualquiera sea cp (u). E1 lu- 
gar de los puntos focales es la envolvente general o simple- 
mente envolvente de la familia con dos parámetros [74-36]. 
Su ecuación <k(x,y, z) = 0 resulta de eliminar u, v entre las 
tres [74-41]. 


Notas: 3. Si la familia [74-36] se da en forma paramétrica, ordi- 
naria o vectorial. 

r (>., <p, u, v) = x(X,(p,u,v)i + y(X,<p,w,i>)j + z(X.,cp, u, i>)k 
(X, cp: parámetros sobre cada superficie; u, v: parámetros de la familia), 
se buscará expresar X, cp en función de u, v,x,y y de sustituir en z = 
= z(X, cp, u, v) para recaer en el caso estudiado. Se encuentra así que de- 
ben ser coplanarios los cuatro vectores 


rx , r cp , r„ , r„ , 

y así en lugar de las dos condiciones f„ = f„ = 0 se considera la anulación 
de los productos mixtos 

(r\ , r 9 , r„) = 0 , (r\ , r v , r„) = 0 


oquivalente a la anulación de los jacobianos 

d(x,y,z) rt c¡(x,y,z) 


= 0 


= 0 . 


3 (X, cp, u) v ’ 3(X,«p,v) 

4. Se han estudiado sólo condiciones necesarias. Supuestas existentes 
las derivadas segundas continuas; para obtener condiciones suficientes de 
oxistencia de la envolvente, basta que se cumplan: 

3 (f, f„, f„) , rt 3 (f„, f„) 


9 (x,y, z) 


¥= o 


3 (u,v) 


¥* 0 . 


NjemploS: 6. En la familia de esferas [74-37] es f„ = — 2 (x — u)= 0, 
r„ : -2(2/ — v) = 0. Reemplazando en [74-37] resulta z 2 =l, o sea el 
pur de planos ya visto (ej. 4) z = ± 1 como envolvente general. 


0. Para hallar la envolvente de una familia de esferas de radio cons- 
tnntü a cuyos centros están en una superficie S: x = x(u, v), y = y(u, v), 
z(u,v), consideremos la ecuación de la familia en forma vectorial 

[r - r(w, v)]* = a* , siendo r(u,v) = x(u,v)i + y(w,v)j + z(u, v)k , 
y r <*1 voctor (]ue va del origen a un punto genérico de la esfera S„, „• 
Derivando respecto de u y v resultan las ecuaciones 

[r — r (m, v)] . r„(w, v) = 0 , [r — r(w, v)] . r„(w, v) = 0 , 



\ 


V 


1 , 


que representan dos planos cuya intersección es normal a los vectores 
r« y r„, y por tanto (§ 72-7, b) normal a la superficie S de los centros. 
La envolvente se obtiene entonces llevando sobre cada normal a S un seg- 
mento de longitud a hacia ambos lados. Se obtienen así dos superficies 
S' y S" llamadas superficies paralelas a S. Sus ecuaciones se obtendrán 
por eliminación de u, v, X, cp, entre las ecuaciones 

x = x(u,v) + acos Xcoscp 
y = y (u,v) + a sen X cos cp 
z = z(u, v) + asenq) 

(x u cos X + y u sen X) cos cp + z u sen <p = 0 

(«„ cos X + y v sen X)cos cp + z v sen cp = 0. 

En el ejemplo 5 es x(u, v) = u, y (u,v) = v, z(u, v)=0. 

7. Planos Ax + By + Gz = 1 cuyos coeficientes cumplen la condición 
[74-42] A 2 + B 2 + C s = 1: r*. 

Los parámetros independientes son dos, y en vez de derivar, conviene 
diferenciar: 

x dA + y dB + z dC = 0 
A dA + B dB + C dC = 0. 

Si B es constante, resulta: Ca; = A z. 

Si A es constante, resulta: C y = B z. Entonces: 

x y _ z _ r 2 

A ” B ” C “ 1 • 

Despejando A, B. C de las tres ecuaciones lineales y sustituyendo 
en [74-42], resulta: 

x 2 + V~ + = r-, 

pues los planos dados distan del origen la longitud r, y la envolvente debe 
ser una superficie esférica, que sólo tiene común un punto con cada plano 
generador. 

4. Envolvente de un haz de curvas en el espacio. — a) Con- 
sideremos un haz {Cí} de curvas dependientes de un parámetro 
t, dando cada una como intersección de dos superficies: 

[74-43] í(x,y,z,t) = 0 , g(x,y,z,t) = 0. 

Para qpe exista una curva E, que llamaremos envolvente 
d<‘l haz, lal qu<‘ en Cfula uno de sus puntos sea tangente a una 
curva <lt‘l haz ((’,}, < i s vecesario que en ellos se cumplan, ade- 
rnás (le |7-1 13 |, las relaciones: 

17^1 411 fi (x, y, z, t) = o , g t (x,y,z,t) =. 0. 

I'bi üfccto, si E existe como curva regular respecto del parámetro t 
dol haz {Ci}, sus ecuaciones 

x = x(t) , y = y (t) , z = z (í) , con x' 2 + y' 2 + z' 2 += 0 , 
doben verificar idénticamente 

f[x(í), y(t), z(í), t] = 0 , g[x(í), y(f), z(í), t] = 0 , 
y por tanto 

[74-45] t,x' + í v y' +f ,z' + f, = 0 . g a x' + g„y' + g.z' + g, = 0. 
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Como los parámetros directores x', y', z' de su tangente son propor- 
cionales a los de C ( y éstos cumplen (§ 67-6, nota 3) : 

f» . x' + f„. y' + f,. z' = 0 , g». *' + g„. y' + g, . z' = 0 , 

do éstas y las [74-45] se obtienen las [74-44]. 

La compatibilidad del sistema [74-43], [74-44] indica que 
la curva característica del haz /, y la del haz g, situadas en 
las respectivas superficies envolventes E¡ y E g se han de cor- 
tar para un mismo valor de t en un punto de la intersección 
E de ambas superficies envolventes E f y E ff , lo que en general 
no ocurrirá. Pues en general, las cuatro ecuaciones [74-43] y 
[74-44] en las tres variables x, y, z son incompatibles salvo 
para valores excepcionales de t y el lugar geométrico defínido 
por esas ecuaciones consta en general de puntos aislados. En 
otras palabras: Un haz de curvas en el espacio no tiene, en ge- 
neral, envolvente. En camhio habrá en general (cfr. nota) en- 
volvente si el sistema [74-43], [74-44] se reduce a tres ecua- 
ciones por ser una de ellas consecuencia de las demás. Veremos 
en c un caso especialmente importante en que esto ocurre. 

Nota. Se demuestra análogamente a § 74-1, teorema 2, que si es po- 
sible resolver el sistema [74-43], [74-44] en x, y, z dando cun'as donde 
giiT^O, éstás son envolventes. 

h ) Cuando las curvas del haz {C £ } están dadas en forma 
paramétrica, ordinaria o vectorial: 

[74-46] r (u,t) = x(u,t)i -f- y(u,t .)j -f z(u,t)k . 

donde u es el parámetro sobre cada curva C £ , la envolvente E, 
si existe, se obtendrá reemplazando en [74-46] u por una fun- 
ción de t: u = u(t) a determinar de modo que para cada t 
aean linealmente dependientes los vectores tangenciales r„ de 
C, y r„i¿' + r t de E, es decir, sea r M A r £ = 0 (§ 60-6, b), equi- 
valente a poner (§ 60-6, c) 

[74-47] _+i — y* - Zn 

x t Vt z t 

EJBMPLo. Caso de una recta. — Para que el haz 
174-48] x = u , y = m(t)w + h(t) , 2 = n(í)K + k(f) , 

tengu envolvente, la condición [74-47] da, tomando las inversas de los 
tres miembros: 

_0_ m'(t)M + h' (t) _ n '(t)u 4- k'(t) 

1 m(í) — n(í) 

lo l l'“‘ oxige que sean compatibles las ecuaciones 

m'u -f h' = 0 , n'u + k' = 0 , 

pni'ii I" eual es necesario y suficiente que se anule idénticamente el de- 
l.crminante 


| 74 4!) | 


m' h' 

n' k' 


= 0 . 
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Cumplida esta condición, la envolvente se halla reemplazando en 
[74-48] u por 


[74-50] 


u(í) = 


h '(t) , k'(t) 

m'(t) n'(í) 


c) Envolvente de las curvas caracteristicas en una swper- 
ficie. — Un caso importante de haz de curvas con envolvente 
es el de las curvas características [74-32] de un haz [74-26] 
de superficies (§ 74-3, a), pues ahora las ecuaciones [74-43], 
[74-44] se reducen a tres (cfr. a) : 

[74-61] f = 0 , f £ = 0 , f tt = 0. 


Veamos ahora que la superficie S formada por las caracte- 
rísticas consta de dos hojas Si, 


S 2 que se unen a lo largo de la 
envolvente E de las característi- 
cas formando un “borde filoso”, 
es decir en los puntos de E, 
Si y S 2 tienen el mismo plano 
tangente y se extienden a am- 
bos lados de dicho plano y hacia 
un mismo lado de la tangente a 
E (fig. 247), para lo cual pro- 
baremos que todo plano que cor- 
ta a E en P y no contiene a la 
tangente a E, corta a S según 
una curva con P punto cuspidal 
o de retroceso de primera espe- 
cie (§ 71-4, b). Por esta razón 
la envolvente E se llama tam- 
bién arista de retroceso de S. 



Fig. 247 


Supongamos que P coincide con 0(0,0,0) y corresponda a É = 0 en 
las [74-61]. Para que éstas sean resolubles en (x, y, z) debe ser 

3(f, f t ,í tt )/d(x, y, z) + 0 en (0,0,0) , 

es decir (§ 67-6, nota 3) son distintos y no colineales los planos üi, n*, 
II», respectivamente tangentes en el punto (0,0,0) a las superficies 

f(x,y,z,0)=0 , f,(x, y,z,0) = 0 , f„(x,y,z,0) = 0. 

Supongamos que 

[74-62] fr«, (0,0, 0, 0) *£ 0 

y «hjamos los ejes de coordenadas de modo que Xh = (x,y), Yi» = (x,z). 
KI plano (y,z) será un plano cualquiera distinto de IJi y 4e Ila- Supo- 
mendo la existencia de las derivadas que intervienen tendremos (§ 44-1, 6) 
Iob desarrollos en t: 

f (x, y, z,t)= f (x, y, z, 0) + Éf, (x, y, z, 0) + -~f „ (x, y, z, 0) + 



f,,i (a;, y, z, 0) + . .. 
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it(x,y,z,t) = í,(x,y,z,0) + tf„ (x, y, z, 0) + ~~ f tlt (x,y,z,0) + ... 

f„(x,y,z,t) = f„(x,y,z,0) + tf„, (x, y, z, 0) + ... 
f tu (x, y, z, t) = f„, (x, y, z, 0) + ... 

Por verificarse [74-51] en (0,0, 0,0) y por la elección de los ejes se 
tiene para los primeros términos de los segundos miembros en las tres 
primeras relaciones anteriores 

f(x,y,z,0)=az+... (a + 0) , 

f t (x,y,z, 0) = by + . .. (6^0) , 

f t, (x, y, z, 0) = cx + dy + ez + ... (c =£ 0) , 

donde los puntos suspensivos indican términos de grados mayores que 1 
en x, y, z. [Es a += 0 por ser [I. = (x, y) ; b =+ 0 por üa = (*, z ); c + 0, 
pues de lo contrario II 3 , al contener el eje x, sería colineal con üi y 
11 a] • 

La intersección de S con el plano (y, z) se da por las funciones 
V — y(0» z = z(t) que resultan de las dos primeras [74-51] para x = 0. 
Resulta así: 

í a 

az + tby + ... + — f, (0, y,z, 0) + ... =0 

by + t(dy + ez) + ... + f„,(Q,y,z,0) + ... = O. 

Calculando de aquí sucesivamente las derivadas respecto de t: y', z', 
y", z", z'", se ve que para t = 0 es y' 0 = z' 0 = z " o = 0, y 

az '"o — 2f,,, (0, 0, 0, 0) = 0 , 
by'o + f, ii (0, 0, 0, 0) = 0 , 

y por [74-52] será en el entorno de t. = 0, 

y = y (D = aí 3 + . .. , (a 7 ^ 0) , 

* = z (t) = |3í 3 + ... , (|3 + 0) . 
dando punto cuspidal de primera especie. 

5. Superficies regladas desarrollables. — Un plano móvil S ( , 
o sea un haz (en sentido general) de planos 

[74-53] A(t)x B(t)y + C(t)z -\- D(í) = 0 , 

t,¡ene por envolvente (§ 74-3, a) el lugar geométrico de la recta 
(variable con t ) definida por [74-53] y 

[74-54] A'(t)x + B'(t)y + C '(t)z + D'(£) = 0. 

Esta envolvente es entonces una superficie reglada (§ 75-1) 
con la propiedad de que el plano tangente es el mismo en todos 
los puntos de cada recta característica (o generatriz rectilínea 
de E, § 75-1), y es uno de los planos del haz [74-53]; la llama- 
romos reglada desarrollable (cfr. § 75-2). 

Las generatrices rectilíneas, por ser un haz de curvas ca- 
racterísticas en E, admitirán (§ 74-4, c) una envolvente r que 
ch ariflta de retroceso de E. Dicha envolvente r se obtiene 
(§ 74-4, c) considerando conjuntamente con [74-53] y [74-54] 
lu ocuación 
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[74-55] A "(t)x + B "(t)y + C "(t)z + D " (t) = 0. 

Como la superficie reglada desarrollable puede considerarse 
también engendrada por las tangentes a su arista de retroceso 
r, se la llama también suyerficie tangencial o desarrollable cir- 
cunscñta de r (cfr. § 75-3). La curva r puede degenerar en 
un punto, propio o impropio (cfr. § 75-3). 


Ejercicios 

1. Envolvente de la familia de parábolas (a; — t) 2 — 2y = 0, com- 
probando si se cumplen los teoremas 2, 3 y 4 de § 74-1. 

2. Lo mismo para la familia de circunferencias 

(x — 2í) ■’ + r — t- = o. 

3. Lo mismo para la familia de curvas de Gerono: 

y 4 — y 2 + (* — t) 2 = 0 . 

4. I 9 ) Envolvente del haz de rectas 

(b' — aH 2 )x + 2a 2 ty = a(b s + a 2 t 2 ) ; 

2^) Estudiar el caso a=b = 1 dando el significado geométrico de t. 

5. Envolvente del haz de elipses (x 2 hc) + (y 2 lv 2 ) = 1, de área cons- 
tante nuv = c. 

6. Envolvente de la familia (x n /u n ) + (y n /v n ) = 1 con dos paráme- 
tros u y v ligados por la relación (u p /a ,, )+ (v"/b p ) = 1. Estudiar en par- 
ticular los casos: l 9 ) n = 1, p = 2, b = a; 2 9 ) n = 2. p = 1, b = a; 
3 f ’) n = p = 2. 

7. Envolvente de las circunferencias cuyos centros están en la có- 
nica (x 2 /a 2 ) ± (y 2 /b 2 ) = 1 y pasan por el origen. Caso particular de que 
la cónica sea una hipérbola equilátera. 

8. Definiendo la podaria de una curva C respecto de un punto O 
como el lugar geométrico de los pies de las normales trazadas por el 
punto O a las tangentes a C, si M es el punto de contacto de éstas, 
demostrar que la podaria es la envolvente de las circunferencias que tie- 
nen como diámetro el radio vector variable OM. 

9. a) Trayectoria en el vacío de un proyectil disparado en el plano 
x, y desde el origen con velocidad inicial de módulo v e inclinación í res- 
pecto de x horizontal, siendo g la aceleración de la gravedad (hacia y< 0); 
b) Envolvente de las trayectorias para v constante, í variable (curva de 
seguridad ). 

10. Dada la familia de curvas planas en forma vectorial [74-18], 
demostrar que la relación [74-21] equivale a r¡ A r u = 0. Aplicar esta 
relación y las fórmulas de Frenet [73-35] a demostrar que la evoluta 
es la envolvente de las normales r = p(s) + Mn(s) a una curva p(s), 
cuya abscisa curvilínea (§ 73-1) es s. 

11. La cáustica de un espejo curvo C representado por la curva ; 
plana p(s), producida por un foco luminoso O tomado como origen, es 
ía envolvente de los rayos reflejados r = p(s) + wq(s) por C a partir 
do O, donde s es la abscisa curvilínea de C, q unitario, | q | = 1 y tal 
que si t es el vector tangente a C, son iguales los ángulos (p, t) = 
= (t, q)=iít — i, con i ángulo de incidencia. Demostrar que se cumple 
(\¡u) + (l/p)= 2 /(q cos i) , siendo q el radio de curvatura de C, y u 
la longitud del rayo reflejado desde C al punto de contacto de la cáus- 
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Urn. Si la radiación incidente es paralela (p—> oo), \ a normal a la cáus- 
tica pasa por el punto medio del radio de curvatura de C. 

12. Demostrar que la cáustica de una circunferencia con el foco so- 
bre ésta es una cardioide y si el foco está en el infinito (radiación pa- 
ralela) es una epicicloide (cfr. § 55, ejercicio 3). 

13. Evoluta de la parábola y = x 2 . 

14. Demostrar que la evoluta r(s) de una curva p(s) (con s abs- 
oisa curvilínea de p) tiene en general un punto de retroceso de primera 
especie en los puntos s 0 correspondientes a los vértices (§ 55-7) de p(s), 
dados en ésta mediante c\(so)=:0, es decir, q'(s 0 ) = 0, supuesto q"(s 0 )=+ 

0 (cfr. § 74-2, ejemplo). 

15. Envolvente del haz de los planos que determinan sobre los ejes 
de coordenadas los segmentos: í 2 /(í + a), t' 2 /(t-{-b), í 2 /(í + c). 

16. Envolvente de las ,superficies esféricas cuyos centros están so- 
bre la elipse (x"/a")-\- (y 2 /b")= 1 del plano xy y pasan por el origen. 

17. Si z = z(x,y) es la ecuación de una superficie canal de radio 
unidad cuyo eje es una curva del plano 2 = 0, entonces cumple 

*•(*.•+ */ + l) = 1. 

18. Demostrar que la envolvente de los planos tangentes a las pará- 
l)olas 2 = 0, y 2 = 4x, é y = 0, 2 2 = 4x está formada por dos superficies 
cilíndricas parabólicas. 

19. Probar que para hallar la envolvente general (§ 74-3, b) de una 
familia (de dos parámetros) de superficies expresada mediante tres pa- 
rámetros u, v, w ligados por una relación: 

f(x, y, z, u, v, w) = 0 , q> (u, v, w) = 0 , 

deben eliminarse u, v, w entre las cuatro ecuaciones: 

f = 0 , tp = 0 , fu/tpu = f »■ / cp« = f„/(p w . 

20. Envolvente de los planos que separan del triedro coordenado un 
tetraedro de volumen constante k 3 . 

21. Envolvente de la familia de planos (x/u) + (y/v) + (z/w) = 1, 
tales que los parámetros cumplan la condición: l 1 ?) u + v + w = 1; 
2 V ) u a + v 2 + w 2 = 1 . 

22. Demostrar que la envolvente de los planos ux + vy + wz = p, 
con los parámetros ligados por 

u' + v* + w 2 = 1 y u 2 /(p 2 — a 2 ) + v 2 /(p 2 — b 2 ) + w 2 /(p 2 — c 2 ) = 0 , 
ob la superficie de ondas: 

a 2 x 2 / (r 2 — a 2 ) + b^/^—b 2 ) + ^z 2 ¡ (r 2 — c 2 ) = 0 
con r* = x 2 + y 2 + z 2 . 

23. Condición que deben cumplir los coeficientes de los planos 

Ai(t)a; -f- Bi(t)y + Ci(t)z + D¡(í) = 0 , (¿=1,2) , 

parn que la recta intersección admita envolvente. 

24. Mediante la previa transformación por radios vectores recípro- 
con (§ 67, ejercicio 23), hallar la envolvente de la familia de superficies 
oHféricas tangentes a las tres: 

\x (8/2) V + v 2 + 2 = = 9/4 ; +> + [i/ —(3/2)] 2 . + 2 2 = 9/4 ; 

X ’ + y* + [ 2 !-(3/2 )] 2 = 9/4. 

25. Dos radios de curvatura de flexión y de torsión de la' arista de 
iclroccHo de la familia de planos A (t) x + B (í) y + C (t)z + D (t)= 0 
vlenen dados por 

_ | A I *V a 

s r va u \- b 2 + c 2 






A(A 2 + B 2 + C 2 ) 
8 * 
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donde 

A B C D 
A' B' C' D' 

’ A ~ A" B" C" D" 

A'" B'" C'" D'" 

K = (A 3 + B 2 + C 2 ) (A ' 2 + B'» + C' 2 ) — (AA' + BB' + CC ') 2 = 

_ BC 2 C A 2 A B 2 
- B'C' C'A' "*■ A'B' ’ 

Comprobarlo para la familia de planos 3í 2 a; — Qty + 62 — 1 8 = 0. 
(Cfr. § 75, ejercicio 3 y § 73, ejercicio 11). 


A B C 
8 = A' B' C' 
A" B" C" 


§ 75. SUPERFICIES REGLADAS 


1. Superficies regladas en general. — Una superficie (§ 72-7) 
se llama reglada si por cada uno de sus puntos pasa al menos 
una recta llamada generatriz rectilínea, que tiene común con 
la superficie un segmento conteniendo dicho punto. Aquí sólo 
estudiaremos el caso en que cada generatriz rectilínea perte- 
nece toda ella a la superficie y pueda tomarse el conjunto de 
generatrices como uno de los sistemas de líneas coordenadas 
(§ 72-7, b ) d.e la superficie. Entonces una cualquiera de las 
Iíneas coordenadas del otro sistema se llama directriz de la su- 
perficie reglada. 

Intuitivamente puede concebirse la superficie reglada como 
engendrada por una generatriz rectilínea que se mueva apo- 
yándose en la directriz, con direcciones dadas. 

Si la ecuación vectorial de la directriz, supuesta de deri- 
vada continua y referida a su abscisa curvilínea (§ 73-1) es 

[75-1] r = p(s) 

y sobre ella la generatriz rectilínea queda determinada por el 
versor derivable q(s), (| q | = 1), la ecuación paramétrica vec- 
torial de la superficie reglada es 


[75-2] r = p(s) + wq(s) 



donde los parámetros son s y u, fijando s cada generatriz y u 
cada punto sobre ella. 

E1 punto es ordinario (§ 72-7, b) si 


175-3] rjAr „= (ÍE. + M ^) Aq + 0 . 


Por tanto, en el caso de que q(s) no sea tangente a la direc- 
triz, es decir, se cumpla 

Íf-Aq ( s)+° , 


[76-4] 
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exlste un entorno de la directriz (u = 0) donde la superficie 
reglada tiene todos sus puntos ordinarios. 

Si la generatriz rectilínea viene dada por las ecuaciones 
cartesianas reducidas (§ 60-8, c 23 ) : 

[75-5] y = mx + h , z = nx + k , 

con m, h, n, k funciones derivables de up parámetro cualquie- 
ra t tendremos un caso particular de [75-2], al tomar la di- 
rectriz en el plano yz: 

[75-6] p(s) = h(s) j + k(s)k 

y el versor generador dado por 

[75-7] q(s) = i + m(s)j + n( S )k _ 

+ yjl + m 2 + n 2 


q(s) = 


Nota. En [75-6] y [75-7] supondremos frecuentemente que s es un 
parámetro f cualquiera y en lugar del versor q, emplearemos el vector 
proporcional dado por el numerador de [75-7], de módulo nunca nulo. 

Se comprueba fácilmente que se cumple [75-4] en los pun- 
tos ordinarios (§ 72-6, b) de [75-6]. 


2. Plano tangente a una superficie reglada. — Su ecuación 
en el punto (s, u), será (§ 72-7, b) : 

[75-8] [r — p(s)] . [(p'(s)+wq'(s)) A q(s) ] = 0 , 

en donde las letras acentuadas indican derivadas respecto de 
s y en cuyo primer factor se ha suprimido el término —ítq(s) 
por ser q(s) perpendicular a [75-3]. 

Teniendo en cuenta las [75-6] y [75-7], respecto de la ge- 
neratriz [75-5], la [75-8] se traduce cartesianamente en: 


! ^ 

tí — h 

z — k 


n y 

— h 

z — k 

0 

h' 

k' 

+ #0 

0 

m' 

n' 

1 

m 

n 


l 

m 

n 


donde x 0 = u/\Jl + m 2 + fija el punto sobre la generatriz 
[75-5]. 

Ejemplo. Sean m, n, h, k funciones lineales de un parámetro t; 
eliminando t, resulta una ecuación de segundo grado, que representa una 
cuádrica. 

Sea, por ejemplo, 

y = tx 2t + l , 2 = (f — 1)» — 3f 
y la cuádrica que definen tiene la ecuación 

y — 1 _ x + z 
x + 2 — x — 3 ' 

o Mou, reducida a forma entera resulta el paraboloide hiperbólico: 

(y — 1) (x — 3) — ( x + z) (x -f 2). 
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Según [75-9], el plano tangente en el punto de coordenada x 0 de la 
generatriz f 0 tiene por ecuación: 

(5f 0 — x 0 — 2)x + (xo — 3)2/ — («o + 2 )z — 5 toX 0 — x 0 + 3 =: 0 , 
que es fácil ver coincide con la obtenida por el método de § 62-4, nota. 

Def. Una superficie reglada se llama desarrolldble, cuan- 
do el plano tangente en cada punto lo es en todos los puntos 
de la generatriz que pasa por él (cfr. § 74-5). Si la superficie 
no es des-arrollable se llama reglada alabeada. 

Para que en [75-8] y [75-9], el plano tangente sea el mis- 
mo ai variar u, lo que es equivalente a decir que la normal 
[72-48] a la superficie se conserva paralela a sí misma a lo 
largo de cada generatriz, (p' A q) + u (q' A q) ha de conservar- 
se independiente de u. Para que esto ocurra, si se cumple 
[75-4], es condición necesaria y suficiente que n tenga siempre 
la dirección de [75-4], es decir, sea: 

[(p'Aq) + if(q'Aq)] A(p'A q) = 4¿(q'A q) A (p'A q) = 0 
para todo u, equivalente a poner (§ 60-7) : 

[75-10] u .(p', q, q'). q = 0 , 

donde el paréntesis indica el producto mixto de los vectores 
p', q, q'. Por ser siempre | q | = 1, resulta que la condición ne- 
cesaria y suficiente para que una superficie reglada [75-2] 
sea desarrollable, es que se anule el producto mixto 

[75-11] (p', q,q')=0. 

Para la reglada dada en la forma [75-5], teniendo en cuen- 
ta [75-6] y [75-7], esta condición es equivalente a la (cfr. 
§ 74-4, ej.) 

[75-12] = n'h'. 

En particular, se cumple [75-11] si q' = 0, es decir, si el 
versor q conserva su dirección, en cuyo caso la superficie [75-2] 
es un cilindro. Esto es equivalente a que mynen [75-5] sean 
constantes, es decir, m' = n' = 0, anulándose el segundo deter- 
minante de [75-9]. 

Nota. Si p'AQ = 0 , la superficie [75-2] es la superficie tangencial 
a la curva [75-1], y por tanto es también desarrollable (cfr. § 75-4, a) 
(§ 74-5). 

3. Clasificación de las superficies desarrollables. — La con- 
dición [75-11] permite clasificar las superficies desarrollables 
en cilindros, conos y superficies tangenciales con arista de re- 
troceso (§ 74-5) según sea la naturaleza de las funciones vec- 
toriales p(s) y q(s). 

En efecto, la condición [75-11] es equivalente a la existen- 
cia de tres funciones a(s), fHs), y(s) no nulas simultánea- 
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monte (§§ 60-7 y 60-2), tales que se cumpla idénticamente 
en 8: 

[75-13] ap' + pq -f- yq' == 0. 

Si a lo largo de un arco de la directriz es a(s)=0, deben 
ser q y q' linealmente dependientes, y como por la condición 
q s 1 es q • q' = o, ello sólo puede ocurrir si q' = 0, es decir 
q es constante, las generatrices se conservan paralelas y la su- 
perficie es cilíndrica. 

Si en [75-13] es a(s)=J=0, dicha condición podrá escribirse 
en la forma: 

[75-14] p' == X(s)q + |i(s)q'. 

Adoptemos en [75-2] el nuevo parámetro 
[75-15] t = u + |a(s) , 

poniendo 

[75-16] P*(s) = p(s) —|i(s)q(s) , 

y así la ecuación [75-2] se convierte en la 
[75-17] r = p*(s) + íq (s). 


Aquí por [75-16] y [75-14] es 


[76-ltíJ 

ds 


dp d[i dq 

ds ds q ^ ds~ 



Si a lo largo de la directriz se conserva k(s)E=dji/ds, en- 
tonces p*(s) es constante y la superficie [75-17] es un cono 
con el vértice en p*, cono que también puede degenerar en un 
plano. 

Si a lo largo de un arco de directriz es l =}= d[i/ds, entonces 
[75-19] r = p*(s) 

es una curva cuyas tangentes tienen por [75-18] la dirección 
di! q (s) y así [75-17] es la superficie tangencial de la curva 
[75-19], es decir, ésta es la arista de retroceso de la superficie 
desarrollable [75-2]. 


rnr íí?™ 1 Para . el c&s0 de ecuaciones cartesianas [75-5], la condiclón 
[75-14] Be convierte en A.= 0 y 

M = — h'/m' — — k'/n '. 

Entonces, la arista de retroceso [75-16] vendrá dada por: 

P* = — ái -f (— m\i -f h) j -f- (— w|x -f- k) k , 

!‘H docir, se obtendrá el punto de contacto sobre cada generatriz [76-5] 
hnciondo 

* = — M- = — h' /m' = — k'ln' 
de ncuerdo con § 74-4, ejemplo. 
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4. Superficies regladas engendradas por los elementos del 
triedro intrínseco a una curva dada. — a) La superficie tan- 
gencial de la curva [75-1] es 

[75-20] r = p(s) . 

ds 

Su normal es paralela a 

= u(nAt)/g =— ub/g , 

obtenida aplicando [73-35] y [73-27], con t = dp/ds. 

Para s fijo y u variable, los vectores [75-21] son todos ellos 
paralelos a b, lo que indica que la superficie tangencial tiene 
el mismo plano tangente a lo largo de la generatriz, que coin- 
cide con el plano osculador a la curva en el punto de abscisa s. 
Es pues, una superficie desarrollable, envolvente de los planos 
osculadores a la curva (§ 74-5). 

Los vectores [75-21] son 4 = 0 para u + 0 y c x = 1 /q ={= 0. 
Para u = 0 tenemos los puntos singulares que forman la curva 
dada, arista de retroceso de su desarrollable circunscrita. 

b) La superficie reglada formada por las normales prin- 
cipales n(s) a la curva [75-1] es 

[75-22] r = p(s) + «n(s) , 

cuya normal es paralela a: 

[76-23] " (t + “Tt)''" ‘ 

-(•-i t -T‘)"-( 1 -i) b+ -f‘ ' 

obtenida aplicando [73-35], con t = dp/ds. 

E1 vector [75-23] es sólo nulo para u = q y c 2 (s)= 1/r = 0. 
Así pues, si la curvatura de torsión no es nula, la superficie 
reglada no tiene puntos singulares y además es alabeada. Para 
u = 0, la normal a la superficie es la binormal b, y si ha de 
conservarse paralela a ésta vemos que la superficie es desarro- 
llable cuando y sólo cuando es c 2 (s)= l/VsO. Entonces la 
curva es plana, pues el plano osculador es siempre el mismo 
plano a que se reduce la superficie desarrollable, con los pun- 
tos singulares en u = q, es decir en la evoluta, que es la curva 
envuelta por las normales a la curva dada. 

c) La superficie reglada formada por los binormales b(s) 
a la curva [75-1] es 

[75-24] r = p(s) + %b(s) , 

cuya normal es paralela a 
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[75-25] r s Ar tt =(|- + W í)Ab = 

= (t A b) + — (n A b) = — n + — t , 

T T 

obtenida aplicando [73-35], con t = dp/ds. 

E1 vector [75-25] para w + 0 es sólo paralelo a n cuando 
c 2 (s) = 1 /t = 0, es decir, la superficie reglada es desarrollable 
cuando y sólo cuando la curva dada es plana; entonces la su- 
perficie de las binormales es cilíndrica con generatrices per- 
pendiculares al plano de la curva. 

^ d ) Los planos normales a la curva [75-1] tienen por ecua- 
ción paramétrica vectorial 

[75-26] r = p(s) + In (s) + |xb(s) , 

y supongamos que para [75-1] sea 

[75-27] Ci(s) = 1/q + 0 , c 2 (s) = 1/r =)= 0. 

La superficie envolvente (§ 74-3, nota 3) de los planos 
[75-26] se obtiene eliminando uno de los tres parámetros, s, 
1, entre [75-26] y la condición dada por la anulación del 
producto mixto 

C7B - 28] (1r - -í - |r) - (p '+ ; - n '+^ b ' n - b ) = °- 

Pero según [73-35], este determinante se convierte en 
(t (1— X/q), n, b)=l —X/p) nulo sólo para 

[75-29] l = q. 

La envolvente es, pues, 

[75-30] r(s, |x) = p(s) + p(s)n(s) + pb(s) , 

llamada superficie polar, pues para s fijo, la anterior ecuación 
representa el eje polar [73-94] de la curva dada. La normal 
n lu superficie polar es paralela a 

[75-31] r s Arn = (p' + p'n + pn' + pb') A b = 

= (t + e'n — t - ^b+-^n)Ab = (e' + |)t , 

obtenida aplicando [73-35] con p' = t. 

La [75-31] demuestra que para s fijo, todas las normales 
Mon paralelas a t, es decir, el plano tangente se conserva el 
mismo a lo largo del eje polar y coincidente con el plano nor- 
mnl 11 la curva. Los puntos singulares de la superficie desarro- 
llnble [75-30], según [75-31] se obtienen para 

[ 75 - 32 ] u = — tq' , 
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que sustituída en [75-30] da el 
centro [73-92] de la esfera os- 
culatriz. Por tanto, la arista de 
retroceso de la superficie polar 
está formada por los centros 
de las esferas osculatrices a la 
curva dada (fig. 248). Sólo en 
el caso de curva esférica, dicha 
arista de retroceso se reduce a 
un punto, centro de la esfera y 
vértice del cono en que se con- 
vierte la superficie polar. 

e) Los planos rectificantes 
a la curva [75-1] tienen por 
ecuación paramétrica vectorial 

[75-33] r = p (s)+lt(s)+(.ib(s) 


[75 - 84] ^ = t + (7+-r) n - 

según las [73-35] y t = dp/ds. 
Así se obtiene el producto mixto 



[75-35] 


9r 3r \ _ / 1 

* zi ’ 0¡rj ” \T + 


(n, t, b) = 


cuya anulación 
[75-36] 


-A + jl = 0 

Q T 


junto con [75-33] da la envolvente desarrollable 
[75-37] r (s,u) = p(s) + w(p(s)t(s) — T (s)b(s)) ; 

su generatriz es la línea de acción del vector de Darboux 
[73-38]. 

Su normal es 


[75-38] r s Ar„ = (t+w(Q't — T 'b))A(pt — T b) = 

= ( T + u(q't — Qr'))n , 

obtenida aplicando [73-35] con p' = t. Así pues, a lo largo de 
la generatriz, el plano tangente es el mismo, coincidente con 
el plano rectificante a la curva dada. 

Esta curva tiene su normal principal perpendicular al pla- 
no tangente a la desarrollable [75-37], condición que define lo 
que se llamará (§ 76-5, d) geodésica a una superficie y que 
en nuestro caso, al ser ésta desarrollada sobre un plano, con- 
vertirá en recta a la curva dada. De ahí el nombre de plano 
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rectiiicante que envuelve la superficie rectificante de la curva 
dada. 

Ejemplo. En la hélice cilíndrica (§ 72-6, ejemplo, y § 73, ejercicio 
13), la superficie cilíndrica sostén de la hélice es precisamente su super- 
ficie rectificante. 


5. Línea de estricción de una superficie reglada. — a) Def. 
Se llama punto central de una generatriz a la posición límite 
del pie de la mínima distancia a otra generatriz infinitamente 
próxima. E1 lugar de los puntos centrales de todas las genera- 
trices se llama línea de estricción de la superficie. 

En la ecuación paramétrica vectorial [75-2] de la superfi- 
cie reglada, supuesta no cilíndrica, será cómodo, en lugar de la 
abscisa curvilínea s de la directriz [75-1], tomar ahora como 
parámetro la abscisa curvilínea n de la indicatriz esférica 
(§ 73-4) del versor generador q. En este caso, la ecuación de 
la superficie es 

[75-39] r = p(o) -f w.q(a) , 

cumpliéndose las condiciones: 

[75-40] |q(o)¡ = 1 ; _ 1 ; q. +- = 0. 

do ¡ do 

E1 vector que une dos puntos de la superficie [75-39] de 
coordenadas paramétricas P 0 (o, m) y Pi(o + Ao, w + A¿¿) es 

[75-41] P 0 Pi = Ap -+ Aw.q + (v + Au) Aq , 
donde 

p(o + Ao) = p(o) + Ap , q(o + An) — q(o) + Aq. 
Determinemos P 0 Pi de modo que sea perpendicular a q y 

q + Aq. 

Para un a determinado, Ao -+■ 0, hemos de elegir u y tam- 
bién A u en tal forma que el producto escalar del vector [75-41] 
por q y por q + Aq se anule (§ 60-5, c). 

De la anulación del primer producto escalar se deduce 


[75-42] +-q + + +( M + A M) ilq = 0. 

Ao Ao Ao 

Para Ao 0, la última de las [75-40] indica que en [75-42] 
ha de existir y ser 


[75-43] 


d u' _ dp 

do do ' q ' 


De la anulación del segundo producto escalar, teniend.o en 
cuenta [75-42], se deduce 
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Para Ao0, de las [75-41] y existencia de [75-43], se 
deduce que el valor del parámetro u = u c que para un o de- 
terminado da el punto central de la generatriz [75-39] es 


[75-45] u c = — . Í1 . 

do do 

Si la superficie es desarrollable, habrá de ser (§ 75-3) 


[75-46] 


£-*(o)q«r)+ „(„)£ 


viniendo dada la arista de retroceso por 

[75-47] r = p (o) — [x(o)q(o). 

Si multiplicamos [75-46] por dq/do y tenemos en cuenta 
las [75-40], resultará 

[75-48] ^ = ’ 


que por [75-45] y [75-47] demuestra que: En las superficies 
desarrollables la línea de estricción es la arista de retroceso. 

Nota. Si la reglada se da en la forma cartesiana [75-5], con m, n, 
h, k funciones de un parámetro cualquiera t, se pasará a la forma vec- 
torial [75-39] tomando 

[75-49] p = /i(o) j 4- /c(o)k 

[75-50] q = +± ^(0)1-1-77(0)^ 

+ V 1 + 771“ + n 2 

de donde, la coordenada x que en [75-5] da el punto central, es 
[75-51] *.=-(+-. -Í5-) : Vi+rf + tf. 


Si indicamos con letras acentuadas las derivadas respecto de t, se- 
gún § 73-1 es 


[75-52] 


o' = q' 


[75-54] 


f , , _ m’h' + 7 i'k' + (mn' — m'n) (mk' — nh') 

[75-53] ” (l + m- + n»)V 

, a _ m' 2 + rí a + (mn' — nm ') a 
l Q “ (1 + m 2 + ti 2 ) 2 2 

sustituyendo en [75-51], resulta para el punto centrai 

[76-541 x — _ m'/t' + n'k' + (mn' — m'n) ( mk' — nh') 

X ° ~ m' 2 + rí* + {mn' — nm') 2 

con las otras dos coordenadas obtenidas sustituyendo este valor en [75-5]. 
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Si la superficie es desarrollable, se cumple [75-12], por la que [75-54] se 
convierte en la arista de retroceso 

x c = — h' / m' = — k' / n' (§ 75-3, nota). 

b) Estudiemos el orden de la distancia entre dos generatrices infi- 
n'itamente próximas de la superficie reglada. 

Tomando la generatriz considei-ada como eje x, de manera que para 
t=t 0 se anulen en [75-5] los coeficientes m, n, h, k, si damos a t 
otro valor tenemos otra generatriz, y sea x = x u el plano paralelo al yz 
que contenga la perpendicular incidente a ambas. Entonces, la mínima 
distancia tiene por componentes 0, mx 0 + h, nx 0 + lc, con valor 

[75-55] d = + V\mx 0 + h)- + ( nx 0 + k) a . 

Si dividimos por t —1 0 —> 0, será 

[75-56] lim — - - = + V (m'xc + h') 2 + (n'x c + /c') a , 

¿-»t 0 t — to 

sólo nulo, si la generatriz cumple [75-12]. Por esto se dice en lenguaje 
figurado que dos generatrices infinitamente próximas se cortan o no, 
scgún que la superficie reglada sea desarrollable o alabeada. 

6. Plano central y parámetro de distribución. — E1 plano 
tangente en el punto central de una generatriz se llama plano 
central. 

Adoptemos el punto central del eje x como origen, y el 
plano central como xy. Si en [75-5], corresponde el eje x al 
valor t = 0 del parámetro, para éste deberá ser m(0) = w(0) = 
= h(0)=k(0)= 0. 

Además, en [75-54], como la coordenada del punto central 
debe ser nula, se verifica: 

[75-57] m'h' + n'k' = 0 , 

y como la ecuación del plano tangente [75-9] se reduce a 
z = 0, debe ser k’ = 0; pero m'k' + n'h' si la superficie no es 
desarrollable, es decir, h’ =)= 0, luego también m' = 0, para 
t = 0, es decir, para todos los puntos d.e la generatriz. 

La ecuación del plano tangente [75-9] en el punto x 0 se 
reduce, pues, a ésta: 

[75-58] n'x 0 y = h'z , 

luego: La pendiente z:y del plano tangente sobre el plano cen- 
tral es proporcional a la distancia x 0 del punto de contacto al 
punto central O. (Teorema de Chasles). 

E1 número k = h'/n' se llama parámetro de distribución 
de la generatriz, y la relación anterior se puede escribir: 
x 0 = k . pendiente. 

Si k es nulo o infinito, es decir, nulos h' ó n', la superficie 
es desarrollable; y cesa la propiedad, puesto que el plano tan- 
gente es el mismo a lo largo de toda la generatriz. 
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Ejercicios 


1. Ecuación vectorial del helicoide recto, es decir, de la superficie 
engendrada por una recta móvil que cortando al eje z en ángulo recto, 
gira y se desplaza alrededor y a lo larg - o de dicho eje con movimientos 
uniformes. Puntos singulares de la superficie, mostrando que es alabeada. 
Ecuación cartesiana del plano tangente en el punto (xo,y 0 ,z 0 ) de la su- 
perficie. 

2. Demostrar que la superficie reglada x =(2/t 2 )z + (2t/3), y = 
= (2/1) z + (t-/6) es desarrollable y hallar la arista de retroceso. Plano 
tangente en (t 0 ; z 0 ). 

3. Dada la curva p (t)=ti + lt 2 j + (1/6) í=k, hallar la superficie po- 
lar y su ansta de retroceso como lugar de los centros de las esferas 
osculatrices y como envolvente de los ejes de curvatura. Hallar la super- 
íicie tangencial (o desarrollable circunscrita), así como la superficie rec- 
tificante y la envolvente de las características de ésta. Vector de Dar- 
boux d de la curva dada p(í). 

4. La superficie polar de una curva plana es un cilindi’O cuya sec- 
cion recta es la evoluta de la cui’va en su plano. 

5. Las normales m = p (s) + xt(cos cpn + sen cpb) a una curva alabea- 
da p(s) dependen de dos parámetros: la abscisa curvilínea s de la curva 
p(s) que determina el punto de incidencia y el ángulo cp que la normal 
m forma con la normal principal n. Mediante la condición [75-11], apli- 
cando las fórmulas de Frenet [73-35], demostrar que si hacemos cp = cp(s), 
se ha de cumplir d(p/ds=l/r, para que las normales m admitan envol- 
vente dada por ?.i = p/cos cp, llamada evoluta (cfr. § 55-8) de la curva 
p(s), situada en la superficie polar de ésta. 

h. Demostrar que la longitud o 0 — Oi de un ai’co de evoluta sin pun- 
0 sl hgular es igual a la diferencia u s — Ui de longitudes de las normales 
coiTespondientes a sus extremos (cfr. § 55-8, c). 

r t • buma enolvnite (’ de una curva T a toda curva C que tenga 

I . Iul: ' (cfr. fi 5B-8). Dada la curva r mediante r(o), con o 

II ' 1 1 11 1111 v 1 Hin-ii di' r, liallar el vector p(o) que determina la evolvente 
1 'I'i'iiiic dr iiii Iimil.i ,i„ o ,|e i’. Situación de la tangente y plano 
noi’uuiI ilr (' i'expecto del triedro intrínseco de f. 

.s. Deino.drar (|ue la condición necesaria y suficiente para que la 
evolvcnte (' sea plana es que la evoluta r sea una hélice (o bien curva 
Plana) (cfr. § 73, ejercicio 13). 


'd. Dada la hélice r (u) = r eos u\ + r sen + kuk, hallar la evolven- 
e quc yace en el plano z = 0, compararla con la de la circunferencia 
proyeccion de la hélice y comprobar que la tangente a la evolvente es 
paralela a la normal principal de la hélice. 


1«. Obtener el helicoide desarrollable r (t,u) circunscripto a la hé- 
lico r (t) = r cos íi + r sen íj + ktk, y su intersección con el plano z = 0. 

11 Dcmostrar que en las superficies regladas de plano director (es 
denr, donde las generatrices se conservan paralelas a un plano fijo), la 
proyección ortogonal de la línea de estricción sobre el plano director es 
la unvolvente de las^ proyecciones de las generatrices sobre el mismo pla- 
im, y por tanto la línea de estricción es el lugar de puntos de la super- 
l icie donde el plano tangente es perpendicular al plano director. 


12. Línea de estricción de: l 9 ) Hiperboloide reglado de revolución 
a 1 I ÍV/ ,l ~) — (z*/c‘)=l; 2") Paraboloide hiperbólico equilátero 
¿V* x' — y 1 ; 3<?) Reglada y = htx; z = (3/4)tx — ít. 
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13. Dadas las tres rectas paralelas al plano yz 

fa; = 0 J x = 1 J x = 2 

\ V = 0 ’ \ y = 2z ’ [ y = z ’ 

y no coplanares dos a dos, hallar la ecuación del paraboloide hiperbólico 
que determinan (§ 62, ejercicio 15), el otro plano director, las líneas de 
cstricción de sus dos sistemas de generatrices y su ecuación reducida. 
llallar en este paraboloide el haz de planos tangentes en puntos de la 
generatriz x = y = 0, aplicando el teorema de Chasles. 

14. Dadas las tres rectas no conlanares dos a dos y no paralelas a 
un plano 

1 V = 0 \ x = l [ x + y = 2 

1íc = 0 \ y = z 1 z = 0 

h'illar la ecuación del hiperboloide reglado que determinan (§ 62, ejerci- 
cio 15) y su forma reducida (§ 63-8, a). 

15. Hallar las dos generatrices: 1*?) Del hiperboloide reglado 

x ‘ + V 3 — z a =l que pasan por el punto (5;—5; 7); 2°) Del paraboloide 
hiperbólico z = (x 2 /9) — (y*/4) que pasan por el punto (_6;— 2; 3). 

16. Dado el cilindro (xy + z) (x — 2y-\-z)= 1, hallar sus gene- 
ratrices, su directriz sobre el plano xy y su ecuación reducida. 


§76. LAS FORMAS FUNDAMENTALES DE las superficies: 
LÍNEAS NOTABLES 


1. La primera forma fundamental. — Si sobre una super- 
ficie (§ 72-7): 

[76-1] r = r (n,v) = x(u, v)i + y (u, v) j + z(u, v)k 
de componentes diferenciables, consideramos curvas 
[76-2] u = u(¿) , v = v(¿) 

con tangente continua, nos proponemos estudiar su diferencial 
de arco (§ 73-1) dada por ds- = (dr, d t) -át- = (r„d?/ r,.dv) 8 , 

que desarrollada es: 

[76-3] ds 2 = g u áu 2 + + g 2 2 dv 2 , 

donde los coeficientes de Gauss g ik , vistos en [72-45], sólo 
dependen del punto (u, v) de la superficie y no de la curva 
[76-2]. 

La forma cuadrática diferencial [76-3] se llama priviera 
forma fundamental de las superficies, que por [72-46], en los 
puntos regulares [72-47] es siempre definida positiva (§ 63-7). 
I’or tanto, ella introduce una métrica infinitesimal propiamen- 
le euclídea (Cap. XVII, nota II) sobre la superfieie. 

Sirve también para medir el ángulo de dos curvas 
[76-4] u = Ui (¿i) , v = Vi(U) , ¿ = 1,2 , 
qu<* sobre la superficie pasan por un mismo punto en determi- 


§ 76 -2 


FORMAS FUNDAM. DE LAS SUP.: LÍNEAS NOTABLES 


307 


nados valores de los parámetros ¿i y t 2 . Dicho ángulo tp se 
define por el que forman sus respectivos vectores tangencialeg 
(§72-6): 


[76-5] 


y que vendrá dado (Cap. XVII, nota II, b) por 


dr 

du x 

. dv x 

II 

*u ~JT~ 
díi 

d¿i 

dr 

d u 2 

, dv 2 

d¿ 2 

r uir 

d¿2 

+ r « d*. 




dr 

dr 

[76-61 

ff) 

d¿i 

d¿ 2 

L 1 w 

V/VO 'L 

dr 

dr 



d¿i 

d¿ 2 

es decir por 



[76-7] 



COS Cp = 

d w, 

du 2 

. / d u 

i di>o , 


' d¿ 2 


. “4- 

d¿ 2 


0 cp K 


d?? 2 dvi 

dío ' déi 


g ¡ ¿2 


diii 

lAv i \ 2 

/ / d?Y,o \ 1 

áü +B22 

(d¿i) * 

V^(dtr) 


V gu [ dtri + 26,12 dir 922 (dtr) ■ VMd ü) + -" 

Si ambas curvas son las líneas coordenadas (§ 72-7, b) de la 
superficie que pasan por el punto, se ha de tomar dvi/dt x = 0, 
d u 2 / d¿ 2 = 0, y entonces el ángulo co que forman ambas líneas 
coordenadas viene dado por 

[76-8] cosco = gn/VoüsZ- 

Por tanto, g X2 — 0 representa la condición de ortogonalidad 
de las coordenadas. 


2. La segunda forma fundamental. — a) Supongamos exis- 
tan continuas las derivadas vectoriales segundas de la expre- 
sión analítica vectorial [76-1] de la superficie S en el entorno 
de un punto Po(u 0 , v 0 ). Nos proponemos estudiar la curvatura 
de la superficie en P 0 , mediante la de sus distintas líneas que 
pasan por P 0 , para tener idea de la desviación que en el en- 
lorno de P 0 experimenta la superficie respecto de su compor- 
l amiento plano que en primera aproximación da su plano tan- 
gente [72-51] en P 0 . 

Esta desviación quedará evaluada por la distancia X 3 al 
plftno tangente en P 0 de un punto variable P de la superficie 
tomado en el entorno de P 0 . Dada por [72-48] la normal n 
u la superficie, orientada según el sentido del producto vecto- 
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rial r M A r v , la distancia X 3 viene dada en magnitud y signo 
(§ 60-8, b) por 

[ 76 “9] X 3 = (r — r 0 ; .n , 

donde r y r 0 son los vectores de posición de los puntos P 
y Po de S. p 

Si aplicamos para n = 2 la fórmula de Taylor [72-34], y 
tenemos en cuenta que r u . n = r„. n = 0, la [76-9] se convier- 
te en 

[76-10] X 3 = i(~h ^ + 2 -J?- hk+^Ltf). n + o( e »), 

con q = + V h~ + k'- , h = u — u 0 , k = v — v 0 . 

Si teniendo en cuenta [72-48], y § 60-7, a, introducimos 
los coeficientes 


Dn = r, ÍU . n = 


(r. t u> r, t , r v ) 

+ Vffnfh* — 9\ 


D12 = r«„.n 


D22 — r vv . n = 


[76-11] . D la = r„.n = - +’ ■ r “’ rt) , 

+ V 9X1022 — 9l2 2 

D__ — „ „ _ ( r w> r u, r„) 

22 — r„„ . n = - — ; 

+ Vffllffz* - 7l2 2 

la [76-10] se escribe 

[76-10*] X 3 = ■£ [D n (u 0 , v 0 ) h 2 + 2D 12 (u 0 , v 0 ) hk + 

+ Doo (u 0 , v 0 ) k-] + 0 (q 2 ) . 

Referidas las coordenadas cartesianas aq = h, x 2 = k, x 3 a 
los vectores r M , r„, n en P 0 tomados.. como ejes de referencia, 
la parte principal de [76-10*], dada por 

[76-12] z 8 = &D tJ (u 0 ,v 0 )a> i x í , 

representa el llamado yaraboloide osculador (§ 62-3, a) a la 
superficie S en P 0 . 

Respecto de una curva cualquiera [76-2] de la superficie 
(|ue pase por P 0 , supuestas existentes las derivadas segundas 
de las funciones [76-2], la función compuesta r[u(¿), v(í)] 
liene (§ 69-3, b) por diferencial segunda en P 0 : 

[76-13] r, t (t 0 ) dt 2 = 

/ 3 0 \ (2) 

= \ ' Hñ 'dvf r ^ U °> + r “o ^~ U + Tv » » 

y P° r ser r„ .n = r v . n = 0, al multiplicar escalarmente ambos 
miembros de [76-13] por n, queda la forma cuadrática dife- 
rencial: 

I 76-14] r,,(í„) .ndí 2 = D n (u 0 , v 0 ) du 2 + 

+ 2D,o («o, v 0 )dudv + Do 2 (zí 0 , v 0 ) dv 2 , 
llamada segunda forma fundamental de las superficies. 
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b) Para el caso particular de ser u = x, v = y, la forma 
paramétrica [76-1] se convierte en la representación explí- 
cita (§ 72-7, a) : 

[76-15] z = f(x,y) , 

de las que también supondremos existen continuas las deriva- 
das segundas. 

Si tomamos como plano xy el tangente a la superficie en 
el punto P 0 y a éste como origen de coordenadas, f(0, 0)= 0, la 
distancia [76-9] es ya directamente la coordenada z dada por 
la ecuación [76-15], las derivadas en (0;0) son f x (0, 0)=0, 
f 1 / (0, 0)= 0, los vectores tangenciales [72-59] a las líneas coor- 
denadas son r x = i, r„ = j, con normal n = k y derivadas vec- 
toriales segundas r xx = f„k, r x „ = f w/ k, r n = f w k. Entonces los 
coeficientes [76-11] son simplemente 

[76-16] D u = f xx , D 12 = f„ , Do 2 = f mi , 

y el paraboloide osculador [76-12] está dado por los términos 
de segunda aproximación del desarrollo de Taylor de [76-15], 
es decir, 

[76-17] 2z = Ax 2 + 2B xy + C y 2 

si llamamos a las derivadas segundas f xx (0, 0) = A, f x „(0, 0) = B, 
f„„(0, 0)= C (cfr. § 40-5). 

Las dos generatric.es rectilíneas del paraboloide [76-17] en 
el punto P 0 vienen dadas por la ecuación (§ 62-4, c ): 

176-18] Ax 2 + 2B xy + C y- = 0. 

Lus bisectrices del ángulo de estas generatrices son las di- 
" ' ■ i"iies principales del paraboloide, es decir, las secciones del 
I‘Lino limgente con los dos planos principales, que también se 
ll.im.iii din cciones principales de la superficie . (§ 71-6). 

"i las ndoptamos como ejes x é y, debe reducirse B a 0, 
<iu<* los valores de y correspondient.es a cada valor de x 
i«*:m ignales y de signo contrario, y la ecuación del parabo- 
loidc osculador es: 

176-19] 2^ = A^ + C y 2 . 

3. Indieatriz de Dupin. — a) Ya hemos dicho (§ 76-2, a) 
<iue estudiar la curvatura de una superficie en un punto 0 es 
conocer la curvatura de las diversas eurvas que pasan por él. 
Veremos que el estudio de esta curvatura se reduce al de las 
secciones normales de la superficie trazadas por O. Para com- 
pnrur la curvatura de las producidas por el haz de planos nor- 
mule.4 en O, ideó Dupin la gráfica siguiente: 

Dkf. Dada una superficie cualquiera, si consideramos to- 
dus ln.s secciones normales en un punto O de la misma, es de- 
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cir, las curvas determinadas por los planos que pasan por la 
normal en 0, y para cada curva llevamos sobre la tangente, a 
uno y otro lado, un segmento r = ± -\/q~ igual a la raíz cua- 
drada del radio de curvatura de dicha curva en el punto 0, 
tenemos infinitos vectores cuyos extremos forman una curva 
llamada incliccitriz de la superficie en el punto 0. 

Para esto bastará efectuar la construcción en el parabo- 

loide osculador [76-19] a la superfi- 
cie en 0 (§§ 40-5 y 55-5). 

Recordemos una sencilla propie- 
dad de la parábola x 2 = 2pz. 

Haciendo z = 4 resulta x = yfp, y 
como p = q es el radio de curvatu- 
ra en el vértice (§ 55-5, ejemplo 1), 
tenemos un medio gráfico muy sen- 
cillo (fig. 249) para construir Vo"- 
Si la ecuación es 2z = Ax 2 , el 
coeficiente A = 1/q es la curvatura 
en el vértice. 



Primer caso; punto elíptico: H = AC > 0. Entonces tienen 
A y C el mismo signo; el paraboloide es elíptico. Todas las 
secciones normales de la superficie tienen la curvatura en el 
mismo sentido. La ecuación de la indicatriz resulta haciendo 
* = i y es: Ax 2 + C y 2 = 1, siendo A y C las derivadas se- 
gundas de f (x,y). Sus recíprocos son los radios principales 
Qi — 1/A, q 2 = 1/C. 

Si [76-19] se pone en la forma 
(§ 62-3, b) : 


[76-20] 


_i 

2 p ^ 2 q 


la ecuación de la indicatriz (fig.250) 



[76-21] — + = lt 

V Q 

Los radios principales son: 

Fig. 250 

Qi = V , Q2 = q. 

Hn un punto elíptico todas las secciones normales tienen 


l<i nirvaturu dirigida en el mismo sentido; y comprendida en- 
trr Inn valores f„(0, 0) y f w (0, 0) La indica.triz es una elipse. 

En particular, cuando es pi = q 2 todos los radios son igua- 
lcn; la indicatriz es una circunferencia. E1 punto se llama um- 
bilico o también cíclico. 


Scgundo caso; punto hiperbólico: H = AC <0. Puesto que 
A y C tienen signos opuestos, el paraboloide es hiperbólico; 
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las dos generatrices son simétricas. Para todas las secciones 
trazadas en uno de los ángulos de dichas rectas la curvatura 
está dirigida en un sentido y para el otro ángulo en sentido 
opuesto (fig. 251). 

Puesto que el número Ve"correspondiente a cada parábola 
no es sino la ordenada de la parábola que dista 4 del origen, 
si cortamos la superficie por el plano horizontal z = \, éste 
determinará sobre las parábolas dirigidas hacia arriba una hi- 
pérbola; y análogamente el plano 2 = — ■§• corta a las parábo- 
las de curvatura negativa según otra hipérbola. 


Trasladando paralelamente hasta el plano xy dichas dos 



Fig. 251 Fig. 262 


secciones tenemos la indicatriz de la superficie (fig. 252). Esta 
indicatriz sc compone, pues, de dos hipérbolas que tienen como 
aMÍnlntuH las dos geiieratriccs de la superficie y situadas una 
• ’ii c;i,(ln unn de Ioh <Ioh ángulos completos que dichas rectas 

rorrnn n. 

1-oM MfiulejeH de diclms lupérbolus corresponden a los ra- 
dío.M 1 1<• Imm iIoh leccioiieH principales de la superficie. Estos 
radinM mc llnimm rmlios princigulcs dc curvatura y sus valores 
Mon: o 1 p. o. </. hí la ecunción del paraboloide [76-19] to- 
ma la forma (§ 62-3, t>) : 

[76-22] 2 - V ~ TT- • 

2p 2 q 

Las eeuaeiones de estas hipérbolas resultan haciend.o z = \ 
y z - .1 en la eeuación del paraboloide, y son: 

r HR OQT V 3 i . y~ x2 _ 1 


[76-23] 


- = 1 


V Q 

huh usíntotas snn las rectas: 


v 1 


La indicatriz se compone de dos hipérbolas eon las mismas 
iiHÍntotus. 
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Los radios oscilan en los intervalos (qi, oo), (q 2 , c«), sien- 
do Qi y q 2 los recíprocos de las curvaturas principales A y C. 

Ejemplos. Sean los paraboloides 

z = 4x 2 + y 2 ; z = cc 2 — 3 y~. 

Las indicatrices en el origen se obtienen inmediatamente haciendo 
z = h en la primera ecuación, y resulta la elipse 

8x a + 22/ a = 1 , 

o bien z= ± 1 en la segunda, y resulta el par de hipérbolas conjugadas: 
£C 2 — 3jy a — 1 , 3r — a 2 = 1. 

Recordando que las curvaturas principales son las derivadas segun- 
das, éstas son para el paraboloide elíptico A = 8, C = 2; para el hiper- 
bólico, A = 2, C = 6. 

Los radios principales son los recíprocos de estos números. 

Tercer caso; punto parabólico: H = AC = 0. Entonces de- 
be ser A = 0 ó bien C = 0. Suponiendo por ejemplo A = 0, 
la cuádrica se reduce a 2z = C y~ que representa un cilindro 
parabólico tangente al plano xy a lo largo del eje x (§ 62-5). 

La indicatriz se reduce entonces a dos rectas paralelas si- 
métricas respecto de la generatriz. 

Como el parámetro de la parábola C y- = 2z, sección prin- 
cipal por el plano xy, es 1 C, el radio de curvatura principal 
es Qi = 1 C,' luego las dos rectas que forman la indicatriz dis- 
tan 1/yC del eje x. 

b) Para el caso en que la superficie se dé en forma para- 
métrica general [76-1], el paraboloide osculador es el [76-12]. 
Entonces la indicatriz de Dupin viene dada por el par de curvas 

[76-25] 2D t; ( u 0 , v 0 )XiXj = + 1 resp. — 1. 

Aquí también el signo del hessiano del primer miembro de 
[76-25] repite la anterior clasificación. 

I 9 ) H = DuD 22 — D í2 2 > 0. Punto elíptico y la indicatriz 
es una elipse. 

2 9 ) H = DuDoo — D i2 2 < 0. Punto hiperbólico y la indica- 
triz está formada por un par de hipérbolas con las mismas 
asíntotas. 

3 9 ) H = DnD 22 — Di 2 2 = 0. Punto parabólico y la indica- 
triz está formada por un par de rectas paralelas. 

Notas: 1. Si en la ecuación de la superficie 

2 z = Ax 2 + C y 2 + Dx s + E x 2 y + ... 
hacemos z = h, obtenemos como sección dé la superficie la curva 

2 h = Ax a + Cj/ a + ... o aproximadamente: 2 h = Ax 2 + C y 2 
despreciando los términos siguientes, que son infinitésimos superiores en 
<•1 entorno del origen. Comparada esta curva con la indicatriz 1 = Ax" + 
I' Cy" son curvas semejantes; por tanto: 
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Las secciones de la. superficic por planos paralelos al tangente en un 
punto son curvas sensiblemente semejantes a la indicatriz en ese punto. 

2. Tensor de curvatura. E1 conjunto de curvaturas de las secciones 
normales por 0 se sintetiza por el tensor doble simétrico bidimensional 
(§ 63-1) que tiene a la indicatriz de Dupin como línea directriz (§ 63-4). 
Las curvaturas son los valores (§ 63-3) del tensor en cada dirección. 

Las curvaturas principales corresponden a las direcciones principa- 
les. E1 tensor de curvatura de indicatriz [76-19] por ser bidimensional 
tiene sólo dos invariantes (§ 63-6) que lo determinan: 

[76-26] Ji = 2K = A + C , J 2 = H = AC. 

Sophie Germain estudió el primero y llamó curvatura media a K, 
semisuma constante (§ 63-6) de las curvaturas de cada par de secciones 
normales perpendiculares entre sí. Gauss estudió el segundo y llamó 
curvatura total al producto H de las dos curvaturas principales, hessiano 
de la forma [76-25]. 

3. Fórmula de Euler. Sobre la indicatriz 



Qi Q» 


en dirección cp es £c = V q cos cp, y = V i> sen cp, de donde 


[76-27] 


1 _ cos a cp ^ sen a cp 
0 Oi Oa 


que da la curvatura de una sección normal en cualquier dirección, cono- 
cidas las principales. 

Es fácil comprobar mediante [76-27] la invariancia 2K de la suma 
de curvaturas correspondientes a dos direcciones cp y cp + Ik perpendi- 
culares entre sí. 

4. Curvatura total en un punto de una superficie. E1 producto de 
las dos curvaturas principales tiene un significado análogo al de la cur- 
vatura plana; en efecto, dada una región a de superficie, entorno de 
uti punto P, si por un punto O se trazan rayos paralelos a las normales 
cn el contorno de a forman un cono cuya amplitud (medida sobre la 
«•Hfera de radio 1) es una cierta área t; el límite del cociente r/a, al 
lender a a cero, es precisamente la curvatura total en el punto P. 

Como se ve, esta amplitud r del ángulo ccínico de las normales viene 
n sustituir al ángulo de contingencia r de las curvas planas, formado 
por las tangentes o normales en los extremos del mismo. 

Es condición necesaria para que dos superficies sean aplicables una 
nobre otra sin distensión, que tengan la misma curvatura total en cada 
punto. 

Si la superficie es desari'ollable, es decir, aplicable sobre un plano, 
im curvatura total es la misma del plano, esto es, nula; resultado que se 
v«> directamente porque para ellas el área r es nula, porque la indicatriz 
■ l<> curvatura total se reduce a una curva, cualquiera que sea la porción 
«'loglda o. 


fi. Son interesantes las superficies que tienen nula su curvatura me- 
«lin en cada punto, es decir: Qi = — q 2 ; son las superficies de área mí- 
n ¡nitt, esto es, las de menor área que cualquier otra superficie limitada 
l■«*i el mismo contorno. Se construyen sumergiendo éste, construído de 
nliunbre, en un líquido gelatinoso, que forma una película de área mí- 
nlmn cn el contorno dado. 

Si se desean obtener superficies de revolución que tengan esta pro- 
plcdnd, el radio de curvatura de la meridiana en cada punto debe ser 

f uul y opuesto al otro radio principal que es el segmento de normal 
mitado por el eje; la curva que tiene esta propiedad es la catenaria; 
■il girnr nlrededor de su recta base engendra una superficie de área mí- 
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nima, que es la única de revolución que tiene esta propiedad (cfr. § 113-4, 
ej. 2). 

6. Para investigar cómo aproxima a la superficie dada su parabo- 
loide osculador en el entorno del punto considerado, sólo en el caso elíp- 
tico puede decirse que en [76-11] sea o(o a ) tendiente a cero uniforme- 
inente En los otros casos puede efectuarse una discusión análoga a la 
enrisiderada en § 70-2. 

Por ejemplo, para la superficie z = y a + x a , el paraboloide osculador 
en el origen de coordenadas es z = y'\ Sin embargo, no puede decirse 
quo en el entorno del origen sea x x = o(y"), pues el cociente x*/y 3 vale 
siempre uno sobre ía curva a : a = y 2 . 

4. Teorema de Meusnier. — Dada la superficie S mediante 
la expresión paramétrica vectorial [76-1], de la que supone- 
mos existe continua la derivada vectorial segunda, tracemos 
por el punto PoO¿ 0 . ^o) una curva sobre la superficie, también 
con derivada vectorial segunda continua, con el vector tangen- 
te dr, ds. Según la primera fórmula de Frenet [73-35] es 

d 2 r 1 1 

[76-28] = _L m , — > 0 , 

dS" Q Q 

con m normal principal a esa curva, de donde multiplicando 
escalarmente ambos miembros por la normal n a la superficie 
y teníendo en cuenta [76-13] será: 

1 d 2 r 

[76-29] .m . n ds'-’ = -j-r n ds- = D u dw 2 + ZD\«áuáv + D 2 -dt;-. 

q d& ¿ 

Respecto de otro parámetro t cualquiera, en lugar del in- 
trínseco & de la curva considerada es 

ji 2 r d 2 r lát \ 2 dr d ~t 

ds 2 ~ dí 2 * \ds/ + dí ds 2 ' 

y teniendo en cuenta que (dr/dí)-n = 0 y [76-3], de [76-29] 
resulta 

r-í* qm L - Dnd^ 2 + 2D 12 dwd-u + P 22 du 2 
y m ' n 9 ndu 2 + 2g\ 2 dudv + g 22 dv 2 

Así pues, todas las curvas de la superficie que pasen por el 
punto P 0 y tengan derivada vectorial segunda continua, si tie- 
nm la misma tangente y la misma normal principal en P 0 y 
pnr tanto el mismo plano osculador, tienen en P 0 la misma 
curvatura 1 /q, siempre que sea m . n + 0, es decir, siempre que 
la normal principal a la curva no esté en el plano tangente a 
la superficie. Sobre dichas curvas nada dice [76-30]; estas cur- 
vas para las que el plano osculador coincide con el plano tan- 
gente a la superficie en P 0 se llamarán líneas asintóticas 
(D 76-5). 

Si la ecuación vectorial [76-1] de la superficie tiene deri- 
vadas vectoriales segundas continuas en P 0 , es muy fácil pro- 


76 -4 


FORMAS FUNDAM. DE LAS SUP.: LÍNEAS NOTABLES 


315 


bar (hágase como ejercicio, cfr. § 68) que sus secciones planas 
tienen la misma propiedad y basta estudiar la curvatura de 
flexión de estas secciones planas para conocer la de otra curva 
cualquiera de la superficie que tenga curvatura y el plano de 
sección por osculador. 

Si ahora consideramos todas las secciones planas de la su- 
perficie por P 0 que tengan la misma tangente, el segundo miem- 
bro de [76-30] será constante para ellas, de donde si los ver- 
sores m y n forman el ángulo 0, de (í/p)m.n= (1/Q„)n.n 
se obtiene la fórmula de Meusnier 

[76-31] q = Q n cos 0 , 

donde q„ es el radio de curvatura de la sección normal que 
tiene la misma tangente de la 
sección plana cuyo radio de 
curvatura era q, siendo 0 el án- 
gulo formado por ambas sec- 
ciones. 

Así como en cada punto de 
una superficie hay un parabo- 
loide osculador que tiene la mis- 
ma cúrvatura que la superficie 
en cada sección normal, así hay 
para cada recta tangente a la 
superficie una esfera osculatriz 
tal que las secciones producidas 
en ella por los planos que pasan 
por dicha tangente son los círcu- 
los osculadores de las secciones Fi «* 263 

producidas en la superficie. 

Para estudiar la curvatura de las secciones trazadas por 
una tangente, se puede sustituir la superficie por su esfera 
osculatriz (fig. 253). En ésta se verifica que el centro de cual- 
<iuier sección oblicua es la proyección sobre su plano del centro 
<le la sección normal; aplicado esto a la superficie dada, resul- 
ta de [76-31] el importante teorema de Meusnier: 

El centro de curvatura en el punto P 0 de una sección obli- 
cua es la proyección sobre su plano, del centro de curvatura 
de la sección normál que tiene la misma tangente. 

Así, por ejemplo, en una superficie de revolución, como el 
centro de curvatura de cada paralelo es la intersección de su 
plano con el eje, en este eje está el centro de curvatura de la 
Mección normal trazada por una tangente cualquiera d.e dicho 
paralelo. 

I.as figuras 254 indican el doble uso del teorema. En la l^, que tiene 
nocciones normales circulares, se ha determinado el centro C' de una sec- 
<’ión ol)licua perpendicular al plano de simetría; en la 2^, que es un cono 
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oblieuo, de base circular, se ha determinado el centro C de aquella sec- 
cion normal en el punto A, que además es perpendicular al plano de 
simetría; en la 3^, que es una superficie de revolución, se ha determi- 




nado el centro C' de una sección oblicua cualquiera en el punto A de 
intersección con el meridiano cuyo plano es perpendicular a ella. 

5. Líneas notables de una superficie. — a) Para el estudio 
de las curvas de la superficie, en particular de sus secciones 
planas, es cómodo referirlas en el entorno de un punto P 0 al 
llamado triedro de Darboux - Ribaucour, donde se toma como 

eje x la tangente t a la 
curva, como eje y la 
normal geodésica g 
intersección del plano 
normal a la curva con 
el plano tangente a la 
superficie, y como eje 
z la normal n a la su- 
perficie (fig. 255). 

Si proyectamos la 
sección oblicua conside- 
rada sobre el plano tan- 
gente a la superficie, 
sea Q el centro de cur- 
vatura de dicha curva 
proyección, llamada 
centro de curvatura 
geodésica. Si u(íc) es la 
ordenada de la sección oblicua referida a los ejes t y m (nor- 
mal principal) y es y(&) la ordenada de la curva de proyec- 
ción referida a los ejes t y g, será 

u(tf) =y(a;)/sen0, u"(x) = y"(z)/sen 0, con u\ = y' 0 = 0. 

Por tanto, sobre el eje de curvatura e (§ 73-10) de la sección 
oblicua, perpendicular a su plano por su centro de curvatura 
C', se encuentran el centro de curvatura C de la sección nor- 
mal que tiene la misma tangente t (teorema de Meusnier) y 
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el centro de curvatura geodésica C g . A ellos corre % sponden la 
curvatura normal 

[76-32] —= ~~~ cos 0 

Qr> Q 

y la curvatura geodésica 

[76-33] J- = J- sen 9 

Qa Q 

siendo 0 el ángulo que forman la normal n a la superficie y la 
normal principal m a la sección oblicua considerada. 

Si Pi es un punto de la curva de la superficie que tiende 
al P 0 , los planos tangentes a la superficie en P 0 y Pi, se cortan 
según una recta que cuando Pi tiende a P 0 toma una posición 
límite t c llamada tangente conjugada a la t, obteniéndose así 
en el plano tangente a la superficie por P 0 una involución de 
tangentes conjugadas, que es la misma que corresponde a su 
paraboloide osculador, como es sabido por la geometría proyec- 
tiva de las cuádricas. En particular, los rayos dobles de esta 
involución se Uaman tangentes asintóticas por ser las asínto- 
tas de la indicatriz de DUPIN (§ 76-3). E1 par rectangular es 
el de tangentes principales ; si existe más de un par de tan- 
gentes conjugadas rectangulares todos lo son y el punto P 0 es 
umbílico o cíclico (§ 76-3, a). 

b) Líneas asintóticas. Son curvas de la puperficie cuyas 
tangentes son asintóticas (conjugadas de sí mismas) y son las 
generatrices del paraboloide osculador. Toda recta de una su- 
perficie es, pues, línea asintótica. Como el plano tangente en 
P 0 puede encontrarse por la posición límite del plano determi- 
nado por la tangente conj ugada t c a t y la paralela t„ a la 
tangente a la curva en Pi, resulta que al coincidir en las lí- 
neas asintóticas t f con t, el plano tangente en P 0 a la suyer- 
ficie coincidirá con el plano osculador a la curva asintótica 
(§ 73-2, 3^ def.) y recíprocamente si ambos planos coinciden, 
habrán de coincidir t y t c . 

La curvatura normal [76-32] de las líneas asintóticas es 
nula. 

Las líneas asintóticas tienen por tangentes las asíntotas de 
la indicatriz [76-25] y por tanto pueden encontrarse analíti- 
camente resolviendo la ecuación diferencial que resulta de anu- 
lar la segunda forma diferencial [76-14], es decir, haciendo 

[76-34] Dn (u 0 , v 0 ) d u 2 + 2Di 2 (u 0 , v 0 ) dudv + 

+ D 22 (í¿ 0 , 'y 0 )d < y 2 = 0. 

c) Líneas de curvatura. Son aquellas cuyas tangentes son 
todas ellas principales. Se llama normalia a la superficie re- 
glada engendrada por las normales n a la superficie a lo largo 
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de una de sus curvas. Para que esta curva sea una línea, de 
curvatura, es necesario y suficiente que la normalía correspon- 
diente sea una reglada desarrollable (§ 75-2). Pues si Pj -> P 0 , 
resulta t c perpendicular al plano determinado tanto por n y 
P 0 Pi, como por ni y P 0 Pi, es decir, n y n x aplicados a P 0 y 
a Pj resultan coplanares (§ 75-5, b ). Recíprocamente, si n y nj 
son en ese sentido coplanares, entonces la tangente conjugada 
t c es perpendicular a P 0 Pi y corresponde a una dirección prin- 
cipal. 

Ejemplos. Todas las líneas trazadas en un plano son de curvatura, 
puesto que las normales forman un cilindro. También son de curvatura 
todas las líneas trazadas sobre una esfera, puesto que las normales for- 
man un cono. En las superficies de revolución son líneas de curvatura 
los meridianos, pues las normales forman un plano; y también los pa- 
ralelos, puesto que las normales forman un cono. 

La superficie esférica es la única superficie no plana donde toda 
línea es de curvatura. 

d) Líneas geodésicas. Son aquellas cuya normal principal 
m coincide con la normal n a la superficie y quedan caracteri- 
zadas por tener nula su curvatura geodésica [76-33]. 

Estas curvas son las de longitud mínima entre todas las 
que se pueden trazar sobre la superficie y se llaman geodési- 
cas ; su determinación es objeto del Cálculo de variaciones 
(§113-5, a). 

En la superficie esférica las líneas geodésicas son los arcos 
de circunferencia máxima; en los cilindros y en general en las 
superficies desarrollables, son las que tienen como transforma- 
das líneas rectas. 


Ejercicios 


1. Hallar en el hiperboloide alabeado r = 2 cos u ch vi -f- 3 sen u ch vj -f 
-| sh rk, (— n < it < n; — c o<t'< + co ), ias líneas u = cte. y v = cte., 
determinando si ambas familias son ortogonales. Hallar el elemento de 
arco y los coeficientes de Gauss. Ecuaciones paramétricas análogas del 
hiperboloide de dos hojas. 

2. Dada la familia de cuádricas confocales (cfr. § 62, ejercicio 26) 


* 3 . + - + _—— = 

a? — k ^ b 2 — k ^ c- — k 


(a > b > c) 


probar que las tres cuádricas que pasan por cada punto (x, y, z) son 
ortogonales dos a dos, expresar x, y, z en función de las coordenadas 
clípticas ki, h, k» y hallar el elemento de arco sobre la cuádrica k=k, 
tomando en ella como coordenadas curvilíneas fci y k 2 . 

8. l)ada la superficie esférica r = a cos q) cos Xi + a cos cp sen + 

| a «en q k (latitud — hn < cp < hn, longitud —n: < X < n), hallar: l 9 ) E1 
ángulo que forma la curva <p = X cop el ecuador cp = 0; 2”) E1 ángulo 
quo forman cada dos curvas de los sistemas cp — k = a, cp + X = (5 que 
pusan por un punto (<p, X) de la superficie; S 9 ) E1 radio de curvatura 
do flcxión de cada una de las curvas anteriores. 
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4. Si se introduce un nuevo sistema de coordenadas curvilíneas p, v 
en una superficie de coordenadas u, v, mediante las ecuaciones u = 
= u(p, v ), -y = v(p, v ), demostrar que 

2 . ( 3 (u, r) \* 

Y11Y22 — Yi2 2 = — 9 12 ) ( g ^ ^ J » 

donde Yn, y», Y» son los coeficientes de Gauss tomados respecto de + v , 
y ffn, Pia, 922 los tomados respecto de u y v. 

5. En el origen de coordenadas hallar la indicatriz de Dupin, las 
curvaturas media K y total H, el radio de curvatura de flexión de la 
sección con el plano x = y y el 0 de la sección con el *“íf + * = 0 |l e 
las siguientes superficies: l 9 ) Paraboloide elíptico z — (x‘l¿2) + (y / 0 ) ; 
2°) Paraboloide hiperbólico z = (x 2 / 18) — (y 1 / 8); 3*') Elipsoide x + 4y + 
+ 9(z + l) a = 9; 4 9 ) Cilindro eliptico (x 2 /16) + (z 2 /9) — (2z/3)=0. 

6. Para el paraboloide de revolución r = r cos li + r sen 1] + (1 — r 2 )k 
y en el punto r=l, X = n/4, hallar el valor de_W en [72-57], las dos 
fórmulas fundamentales [76-3] y [76-14], el radio de curvatura normal 
Q n dado por [76-30], los principales 0 , y 02 , la curvatura media K y 
la total H, 

7. Si la superficie viene dada en forma explícita z = z(x,y), sean 
ta, t 2 , U los cosenos directores de la tangente a una curva de la superficie 
y 0 el ángulo que el plano osculador de dicha curva forma con la nor- 
mal n a la superficie en uno de sus puntos. Demostrar que la curvatuia 
de flexión de la curva viene dada por 

1 Zxxt-j 1 + 2ZiuUtü + Zyytli 

Q ~~ V 1 4- Zx + zj cos 0 
Hallar las dos formas fundamentales. 

8. Calcular mediante los radios de curvatura principales como ex- 
tremos de [76-30], la curvatura media K y la curvatura total H en 
función de los coeficientes de las dos formas fundamentales para el 
caso general [76-1]. Caso particular de que la superficie se da en forma 
explícita z = z(x,y), utilizando las derivadas de z. 

9. Derivando [72-45] demostrar que 

dff,2 1 9g22 . _ _ L l£ü- • 

r„r„ 0 — ^ 2 3m r, ' r ““ 3 u 2 dv 

1 3 2 g 22 1 3 2 ,<7n 3 2 ffia . 

r uv r„ u r„„ — 2 3w 2 2 dv a dudv 

y aplicarlo a expresar DnD^a—D 12 2 mediante los coeficientes de Gauss 
g { , y sus derivadas parciales primeras y segundas respecto de u y de v. 
Expresar en esta forma la curvatura total H (“Teorema egregio de 
Gauss). 

10. Construir la indicatriz de Dupin en un punto cualquiera del 

toro. . . 

11. Determinar los puntos cíclicos (0 umbílicos) : l 9 )I Del elipscnde 
x* + 2w a +(2 2 /4)= 1; 2 9 ) Del hiperboloide (x 2 /25) + (y /9) — (z 1 144) _ 
-1.1; 3<?) Del paraboloide 2 = (x a /25) + (j/ 2 /16). (Cfr. § 62, ejercicios 
19, 20 y 22). 

12. Demostrar que en el punto que se considere, la suma de los ra- 
dios de curvatura de flexión según dos direcciones conjugadas es cons- 
tante e igual a la suma de los radios prmcipales. Interpretacion cuadra- 
tica y tensorial. 

13. Aplicar los ejercicios 7 y 8 al elipsoide (x 3 /a 2 ) + (y 3 /b a ) + 
1 • (z a /c?) = 1 para demostrar que: l 9 ) Dada en uno de sus puntos Po una 

sección normal, su radio de curvatura de flexión es c n _r7cZ, donde r es 
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76 -Ej. 

el radio vector del elipsoide paralelo a la tangente a la curva sección 
en P 0 y d es la distancia del centro al plano tangente en P 0 ; 2 ? ) La 
curvatura total en P 0 es H = d 4 / (a-'ó 2 c 2 ) ; S^) E1 área de la elipse sec- 
cion diametral paralela ai plano tangente en P 0 es A = jt abc/d. 

_ 14. Los centros de curvatura de las secciones planas de una super- 
ficio que pasan por la misma tangente en P 0 están sobre una circunfe- 
rencia. 

15. Demostrar que el helieoide recto r = u cos vi -f u sen vj + kvk 
(§ 75, ejercicio 1) es una superficie de área mínima cuya curvatura 
total negativa es constante a lo laTgo de cada hélice u = cte. Líneas 
asintóticas de la superficie. 

16. Supuesto que el punto P 0 recorre con velocidad lineal unidad 
una curva de una superficie, demostrar con las notaciones del § 76-5 que 
la velocidad angular co de rotación instantánea del triedro de Darbüux- 
Ribaucour (orientado dextrógiro tng) es co = (l/r„)t + (l/e„)n +(l/o«)g, 
donde 1/r,, = (1/r)-f (d0/ds) es la llamada torsión geodésica, si se toma 
el signo de la torsión con la convención [73-32] (r > 0 para curva dex- 
trógira, tal la hélice normal) y se cuenta el ángulo 0 desde m hasta n, 
dextrógiramente positivo visto desde t. Demostrar que en un punto dado 
la torsión geodésica y la cui’vatura normal son las mismas para todas 
las curvas de la superficie que tienen la misma tangente t. 

17. Demostrar que dos direcciones conjugadas (dw, di>) y (8w, óv) 
cumplen la condición Dudw8w + D ia (dw8v + dv8w) + D«di>8t> = 0. 

18. Siguiendo el método del ejercicio 8 demostrar que la ecuación 
diferencial de las líneas de curvatura es (g n du + g^dv) (Dudzt + Dsídu) — 
—-(Dudít + Diadv) (pi 2 dtt + pr n dv)= 0. 

19. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que las 
líneas coordenadas sean de curvatura es que se cumpla g-u — 0, Du = 0. 

20. Demostrar que si u = u(t), v = v(t) determinan una línea de 
curvatura de la superficie r (u,v), la fórmula de Olinde Rodrígues 
dr + odn = 0 expresa que la normalía r + Xn a lo largo de la línea de 
curvatura es desarrollable y tiene en \ = q (radio de curvatura prin- 
cipal) la arista de retroceso. 

21. Desarrollando la fórmula de Olinde Rodrígues (ejercicio 20), 
obtener _por eliminación la ecuación diferencial de las líneas de curvatura 
(ejercicio 18) y la ecuación que da los radios de curvatura principales 
(ejercicio 8). 


§ 77. Representación DE SUPERFICIES 

1; Concepto geométrico de una representación analítica car- 
tográfica. — Las representaciones planas de la superficie te- 
rrestre se clasifican en topográficas, geográficas y geodésicas. 
101 criterio de clasificación preferible para distinguirlas con 
precisión se refiére a la figura de la Tierra adoptada en la re- 
presentación. Plano topográfico es aquel para cuyo trazado no 
se ha tenido en cuenta la esfericidad de la Tierra, siendo nece- 
sario entonces qué el trozo de superficie terrestre representado 
sen suficientemente pequeño (máxima extensión menor que 1°). 
1 Jna carta de parte o de la totalidad de la superficie terrestre 
(*s geográfica o geodésica según que en su trazado se considere 
que nuestro globo es respectivamente una esfera o un elipsoide 
ac revolución achatado en los polos. 


§ 77 -2 

Si se considera dividida la superficie terrestre por la red 
geográfica de sus meridianos y paralelos, el trazado de la carta 
consistirá en obtener la imagen plana de esa red, pues bastara 
referir a ella los detalles particulares delterreno. .... 

Por no ser desarrollables (§ 74-5), ni la esfera, ni el ehp- 
soide de revolución, las figuras de la carta serán siempre íma- 
genes deformadas de las correspondientes figuras del terreno. 
Sin embargo, existen representaciones llamadas conformes o 
isogonales (§ 41-1) que conservan los ángulos y en las que por 
lo tanto una figura infinitamente pequeña y su representacion 
son semejantes. Existen también representaciones Uamadas 
equivalentes o autálicas que conservan las áreas, no siendo po- 
sible la construcción de una carta que sea a la vez conforme y 
equivalente (§ 77-3). Más aún, si se considera al azar una pro- 
yección cualquiera o correspondencia analítica entre la super- 
ficie y su plano, sucederá generalmente que se alteraran los 
ángulos que forman entre sí cada par de direcciones y sus co- 
rrespondientes imágenes, así como las áreas correspondientes 
no conservarán una razón constante, dichas representaciones se 
llaman afilácticas, las que cumpliendo condiciones especiales se 

utilizan también. ■ „. . A 

La correspondencia entre los puntos de la superticie y ü 
su representación cartográfica se expresa con precision en tor- 
ma analítica, pero para tener una visión sintética e mtuitiva 
de dicha correspondencia se procura definirla mediante opera- 
ciones geométricas sencillas o por modificaciones de estas, ta- 
ciles de comprender. La operación geométrica mas sencilla es 
la de proyección: si ésta se hace directamente sobre un plano 
tangente a la superficie terrestre, la proyección se llama azz- 
mutal ; si se utiliza como intermediaria la superficie auxiliar 
desarrollable que indica su nombre, la proyección se llama co- 

nica o cilíndrica. . . , 

Proyecciones cilíndricas modificadas ímportantes son la cie 
Mercator y la de Lambert, referidas a un cilindro circuns- 
crito a la Tierra, supuesta esférica; la primera a lo largo del 
ecuador, la segunda a lo largo del meridiano tomado como prm- 
cipal. La representación de Lambert es caso limite, por anu- 
lación de la excentricidad del elipsoide terrestre, de la repre- 
sentación geodésica de GAUSS-KRÜGER, adoptada en la Argen- 
tina para los trabajos geodésicos fundamentales. 

2. Coordenadas geográficas en la esfera: superficies de re- 
volución. — a) Una superficie S, referida a un sistema reétan- 
gular de coordenadas x, y, z , dada en forma paramétrica 

[77-1] x = x(u, v) , y = y(u,v) , z = z(u,v) , 

mediante las funciones de los segundos miembros supuestas de- 
finidas con derivadas parciales continuas en un recmto D dei 
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plano paramétrico (u, v), tiene plano tangente en todo punto 
donde no sean simultáneamente nulos los jacobianos 

r77 _ Hx, y) 0 ( y, z) a (z, *) 

d(u,v) x ‘ v ’ - Th¡^¡¡) ' Kw)- 

Entonces la correspondencia [77-1] entre S y fi es biuní- 
voca si se verifica esta condición para todo punto (u, v) de O. 

A toda curva r del recinto o, dada por las funciones con 
derivadas continuas no simultáneamente nulas 

L 77 -3] u = u(í) , v = v(í) , 

corresponderá en la superficie S una curva C, dada por las 
tunciones compuestas 

[77-4] x = x[u(t), v(í)] , y = y[u(f), v(£)] , 

2 = z[u(¿), v(í)]. 

En particular, a las dos familias de paralelas a los ejes 
coordenados del plano paramétrico 

[77-5] v = v Q const. , u = u 0 const. 

corresponden las dos familias de curvas principales 

[77-6] x = x ( u > v o) , v = y(u,v 0 ) , z = z(u,v 0 ) 

X = x(u 0 , v) , y = y(u 0 , v) , Z = z(u 0 , v) 

íormando una red de coordenadas curvüíneas sobre la suner- 
ficie S (fig. 256). 


[77-6] 



Fi*. 266 


I'<1 clemento de arco ds de la curva C de la superficie viene 
(IíkIo por la primera fórmula cuadrática fundamental 

í ds 2 = fiTudí¿ 2 -f 2g lz dudv -f- g 22 dv 2 

'•n (l/í. <lr con coeficientes de GAUSS dados (§ 72-7) por: 
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í 9n = E = X u 2 + Vu 2 + Zu 

[77-7] \ 9 i 2 = E = x u x v + y u y v + z uZ v 

Dichos coeficientes de GAUSS en cada punto P de la super- 
ficie sólo dependen de dicho punto y no de la curva C que pa- 
sando por él se considere, curva de coeficientes directores 

r dx = x u du + x v dv 
[77_8] \ dy = y u du + y v dv 

[ dz = z u du + z v dv 

correspondientes a los du, dv de la curva r [77-3]. 

La condición necesaria y suficiente para que la red de coor- 
denadas curvilíneas sobre S sea ortogonal es que sea ídentica- 
mente en í2: 

[77-9] 9 12 = 0 , 

por representar respectivamente (x u , y u , z u ) y (^Vv,^) loa 
coeficientes directores de las curvas principales [77-bJ. 

b) Dados los puntos de la esfera terrestre de radio a 
(fig. 257) mediante su latitud tp contada entre Jt/2 y 



(_ jt/2 < qj < Jt/2) y su longitud l tal que — n <1 < n (fig. 
258), las ecuaciones [77-1] serán aquí 
( x = a cos cp cos X 
y = a cos cp sen X 
z = a sen cp 


[77-10] 
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con coeficientes de Gauss (u = cp, v = X) dados según [77-7] 
por 

[77-11] g u = a 2 , g í2 = 0 , g 2 2 = a 2 cos 2 <p. 

La red de coordenadas curvilíneas [77-6] está formada por 
los meridianos y paralelos y es ortogonal. 

La esfera de radio a = 6 370 km tiene sensiblemente la mis- 
ma superficie que la Tierra y a ella se suele referir el trazado 
de las cartas geográficas. 


... c ) Si se considera la Tierra como un elipsoide de revolución de me- 
ridianos elípticos, con semiejes a y b: 

[77-12] j a = G 378 388 m ± 18 m (Radio ecuatorial) 

l b = 6 356 912 m (Semieje de rotación) 

se tendrán excentricidades e x y e' dadas por 


«i' = - , b ~ = 0,006 73 ; e' a 

a 


[77-13] 


a 2 — í > 2 


= 0,006 768 170 ; 


[77-14] Recíproca del achatamiento: 


= 297,0 ± 0,5. 


A este elipsoide de Hayford * se suele referir el trazado de las car- 

tas geodésicas. 

La altura del polo sobre el horizonte 
! „ <f>' j / (siendo éste el .plano normal a la vertical 

—'i —^=£^1 del lugar) da la latitud cp, y respecto de un 

punto P de la superficie, designemos por 
/ 0¡ / 1 ' V'x N Mel radio de curVatura del meridiano, por 

-* r el radio dei paralelo y por N el radio de 

\ 1 / J curvatura de la sección normal al elipsoide 

Q ue contiene la tangente al paralelo; según 
el teorema de Meusnier (§ 76-4) aplicado 
1 a las superficies de revolución, la longitud 

Fíg. 259 de N es la del trozo de normal comprendi- 

da entre P y su intersección con el eje de 
_ rotación (fig. 259). 

De la ecuación de Ia elipse, del valor de su pendiente — cot <p y 
<Io la fórmula de curvatura se déduce fácilmente 


177-15] 


q(l — e, 2 ) 

(1 — ei 2 sen 2 cp) 3 / 3 


x 1= N cos cp 


(1 — ei 2 sen 2 cp) 1 / 2 
Para c x = 0 se convierte N = M = a. 

I-ara el elipsoide de revolución, tomando como parámetros la latitud 

% cp < jt/2) y la longitud X (— jt < X < jt), las ecuaciones [77-1] 
ho convierten en: 


K.rth índ l i»o^ ?T Ír¿l^.“ SUPPlemCntary Invc8tigati0n in 1909 of the Fi « ure of the 
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r x = r cos X = a cos <p cos XI A 
r77 ifii \ y = rsenX = a cos cp sen X/A 

177 J 1 z _ bd — rVa 2 ) 1 /* = a(l — e x ) sen cp/A 

siendo: v „ „ 

T77-171 A = (1 —ei 2 sen 2 cp)V . 

Para las roordenadas curvüinew también ortogonales, « = -t. « - 
los coeficientes de Gauss estan dados, segun [77-7], por 

[77 .1 8] = . «» = ° • » 1 = B "" P,A ’ 
pueses ^ = _ a(1 _ ei . )senq)COS l/ A . , = -acoscsenl/A 

[77-19] / = - tt(l — 6i s )sen cp sen X/A s , «x = <• eos „ cos l/A 

[ Z V = a(l — ei a )coscp/ A 3 , Z A — 0 ’ 

C ° n Para d e 1 = 0, [ L 1 s 1 [77-16] y [77-18] se convierten respectivamente en 

d) Una superficie de rEV0 / c “ n /“iddlana^ = f°(r) J , e podr4 0t rcferirBe 
tome como eje z y tenga poi hn ^ abscisa variable de la meridiana 
al radio r de los paralelos que es a ^bscisa^ va las ecU a- 

( n grári) y al ángulo de giro X{— n < x - n), u* p 

ciones [77-1] las _ f , v 

T77-201 x = rcosX , V = r sen X , z — w rnn 

, r 1 jtiao (nara u = r, v = X) dados segun [77-7] por 
con coeficientes de GAUSS ipaia u->, / 

[77-21] Qn = r~ , 9n = U , gm - 1 + L* ’ 

con coordenadas curvilíneas también ortogonales. 

3. Representaciones conformes plairns dci una iuperficie - 

mediante las ecuaciones 

[77-22] X = fi(tp»^) » Y=Í2(cp>k) 

que hacen corresponder a cada punto P 

tre dado por los parametros (<p> D, un punto ímagen 

carta de coordenadas supuestas rectangulares (X, )• 

[77 221 definen la clase de representacion que se con- 
Xe, sul'prlpie" generales y las caracterísücas esencta- 
les que permiten confeccionar la carta. y = ^ a que egtán re . 

feridIsTs m e°cuaci 1 o 0 ne P s ar [77-l] constituye un ejemplo 

[77-23] X = X(«,r) , Y = Y(«, v) 

para que podamos hacerla cumplir ^^"^^^“-23]', 
Entre éstas supondremos siernpreque las i UT.J. 

y también en particularlas [77-22] taenenüer v en 

continuas con jacobiano 3 (X, i) /o \u, v) 
todo punto de la representacion. 
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A1 elemento de arco ds [76-3] de la curva C de la superfi- 
cie, le corresponderá en la carta un elemento de arco ds' de la 
curva ímagen C' dado mediante 

[77-24] ds' 2 = dX 2 + dY 2 =(X„dw+X„d?;) 2 + (Y u dM + Y,dv) 2 = 

= p , n°dw 2 + 2g l2 °dudv + g 2 2 °dv 2 . 

La razón m definida por 
[77-25] d S ' = m( j s f 

cociente límite ds'/ds para dí -» 0 sobre [77-3], se llama dilata- 
cion hneal correspondiente a la dirección (dw, dv) que parte del 
punto P (u,v) considerado. 

La representación plana de la superficie S se llama confor- 
me si la dilatación lineal m sólo depende de las coordenadas 
(u,v) del punto P, pero fijado éste, es la misma para todas 
las direccmncs (dw, dw) que pasen por él. Entonces los arcos 
íníimtesimales correspondientes a partir de P y P' son propor- 
cionales, cumpliéndose idénticamente en d u, dw la 

[77-26] dX 2 + dY 2 = m-(g u du 2 + 2g v ,dudv + g 2 , dv 2 ) , 
con m función solamente de u y v. 

Por el teorema de identidad de polinomios enteros (en du 
dr), es condición necesaria y suficiente para que ello ocurra 
<iue sean proporcionales los coeficientes de Gauss de las for- 
mas cuadráticas [76-3] y [77-24] en cada punto P, aun cuan- 
<io la razon m- de proporcionalidad (düatación areolar) varíe 
con P. Es decir, ha de ser: 


[77-27] 


_ X„X,.+ Y„Y„ 


X. 2 + Y„ 2 
-= m 2 


en cada punto (u, v ). 

Si dos curvas C, Ci que pasan por P correspondientes a las 
direcciones (du,dv), (bu, bv) forman ángulo co dado por 


[77-28] 


cos co 


dafta; + d ?/ft?/ + d zhz 
ds . 5si 


_ffn dwftw + ffi 2 (dudv + dwft?/)+ (/oodvfti» 

\ g 11 dw 2 + 2g 12 dudv + g 22 dv 2 \Zg n bu ¿ + 2g 12 bubv + g 22 bv 2 


,!H n(,ce ?ario y suficiente que se cumpla [77-27] para que las 
uuvas ímagenes C', C'i formen en la carta el mismo ángulo co, 
piirs solo entonces este ángulo tendrá un coseno que al estar 
cxpresado por un cociente análogo al [77-28] con coeficientes 

/" ‘ . ( ’ <l ^ orma [77-24], tomará sus mismos valores para cua- 
lesqmera d u, dv, bu, bv. 

Geoméíricamente se comprende que al cumplirse [77-26], 
I tr.angulo infimtesimal de la superficie en P tiene por ho- 
<» <>g<> en un tnángulo de lados que tienden a ser propor- 


327 

g rjr ¡ .g refresentación de superficies 

cionales a los de la superficie, por lo que los ángulos homologos 

tienden a ser iguales, es decir, el angulo de las tangentes ae 
dos curvas cualesquiera trazadas sobre la superñcie sera ígua 
al de las curvas homólogas. De aqui se deduce que toda repre- 
sentación conforme es isogonal y reciprocamente. 

Hallar todas las representaciones conformes [77-23], equi- 
vale a resolver el sistema [77-27] de ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales con X, Y como funciones mcogmtas, 
para m función indeterminada de u y v. Vste Vjoblema adm - 
te una infinidad de soluciones, todas las cuales Pueden dedu 
cirse de una de ellas mediante transformaciones conformes de 
un plano sobre un plano, problema íntimamente ligado 
teoría de funciones analíticas de vanable compleja. . 

Dos superficies se llaman aplicables (o isométncas) si se 
puede establecer entre sus puntos una correspondencia biun - 
voca que conserve las longitudes, es decir que haga 

[77-29] ds ' “ ds » 

para todo par de curvas homólogas que pasen respectivamente 
por cualquier par de puntos correspondientes. 

Una superficie será aplieable en el plano, si en LV7-26J es 
m constante, independiente de u y de pues por un camb o 
adecuado de escala en el trazado de la carta ello equivale a su 
noner »1=1 Se comprende que en general sera ímposible ha- 
C dot funciones [77-23] que cumplan las tres ecuaciones 
?7-27] para m = 1, .1 la superficie [77-1] no «umpl.> condi- 
ciones especiales. Una sencilla demostracion de 0. Bonnet 
prueba (véase Nota) que la condición necesaria para que la 
superficie [77-1] sea aplicable en el plano paramétrico (ta 
puede tomarse el X, Y) es que la superficie sea la enyolvente 
de un haz de planos tangentes dependientes de un rioi»® 
metro condición característica de las superficies desarrollables. 
Redplocaménte se prueba también que toda .uperftae tangem 
cial a una curva, es decir toda superficie envolvente de un 
haz de planos tangentes dependientes de un sol ° 
aplicable sobre el plano. Bsto no puede ocurnr nuua ,.m para 
la esfera [77-10], ni para el elipsoide [77-16], y por tanto ías 
cartas [77-22] que conserven los ángulos, no podran conserv 
una razón constante para las áreas. 

..riSsfSífiSSI: 
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g-ún [77-7], se obtendrán todas las superficies aplicables sobre el piano 
integrando el sistema de ecuaciones en derivadas parciales. 

x “ + Vu + Zu 2 = 1 , x u x„ + y u y v -f — 0 . 

x v * + 2/. 2 I- z v 2 '= 1. 

Derivando parcialmente respecto de u y de v queda 


j XuXuu 

: + 

VuVuu 

+ 

Zu Zuu 

= 0 , 

l X v Xuu 

+ 

VvVuu 

+ 

ZvZuu 

= 0 , 

j XuXuv 

. + 

VuVuv 

+ 

ZuZuv 

= 0 , 

1 XvXu, 

- + 

VvVuv 

+ 

ZvZuv 

= 0 , 

J XuXvt 

■ + 

VuVw 

+ 

ZuZvv 

= 0 , 

[ XvXv, 

> + 

VvVw 

+ 

Zv Zvv 

= 0 , 


Éstas nos dicen que las ternas 

, Vuu , Zuu Xuu , Vuv , Zuv ’, Xvv , Vvv , Zvv 

son proporcionales (§ 15-6, c) a los jacobianos 

d (V, z)/d(u, v) , d(z, x)/d(u, v) , d (x,y) /d(u,v) , 

los que no son idénticamente nulos, si la superficie [77-1] no se reduce 
a una curva (§ 68-3). Se tienen, pues, las relaciones 

XuulXuv — Vuu/Vuv = Zuu/ Zuv , 

mostrando que el jacobiano de cada dos de las tres derivadas x u , Vu, z v , 
es idénticamente nulo, por tanto, x u , y u , z u son funciones de una misma 
variable t (§ 68-3). Del mismo modo resulta que x v , y v , z v son funcio- 
nes de una misma variable t'. Ambas variables t, t' se reducen a una 
sola ; por verificarse idénticamente x u x v + yjy v + z u z v = 0. Por tanto, los 
parámetros directores del plano tangente genérico de la superficie de- 
penden de un solo parámetro, y por tanto la superficie es desarrollable 
(§ 74-5). 

Recíprocamente, sea una superficie desarrollable 
[75-20] r = p (s) + ítp'(8) 

referida a su arista de retroceso P de ecuación vectorial r = p(s). Así 
se han expresado las coordenadas de un punto cualquiera M de la super- 
ficie desarrollable en función de dos parámetros u y s. 

La expresión de la diferencial de arco do de una curva trazada so- 
bre la superficie, será en virtud de las fórmulas de Frenet (§ 73-5): 

do 2 = (dw + ds) 2 + trdsVri 2 , 

donde n es el radio de curvatura de flexión de la arista de retroceso r, 
sin que intervenga la torsión de ésta. 

La curvatura de flexión c x = l/r a es una función determinada fi(s) 
dol arco s y la relación l/ri = fi(s) es también la ecuación intrínseca 
(§ 73-9) de una curva plana que se puede construir. Si P' es el punto 
eii esta curva plana correspondiente al punto P de r determinados por el 
mismo valor de s, los radios de curvatura correspondiente serán los mis- 
mos. Si llevamos sobre la tangente en P' a la curva plana una longitud 
u = P'M' = PM, se determina en el plano de esta curva un punto M' co- 
rrcspondiente al punto M de la superficie desarrollable. Ésta es isomé- 
trica, pues las diferenciales do de los arcos de dos curvas correspondien- 
Irs definidas ambas por la misma ecuación u — cp(s) tendrán la misma 
oxproaión para las dos curvas. 

La demostración anterior falla para el cono y el cilindro (§ 75-3), 
pero ol teorema subsiste en ambos casos como es fácil comprobar directa- 
mente. 

Kl-teorema anterior es también consecuencia inmediata de ur. célebre 
y fundamental teorema de Gauss según el cual la curvatura total es la 
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en los puntos 

seprueba (§ 76, ejercicio 9) viendo que la derivadas parcia i es primeras 
depende sólo de los coeticientes ^^ g una super fide es desarrollable 
y segundas respecto de it y p. E o ces curva tura total es nula, es 

ZÜU» *on — 


cilindro circunscrito a la superfiae terres para lelos por 

s 

deaarrollar éste tendreraos . una ta es t ar á formada por 

r d 6 o d s ^r"sV P Si e as. Pe^ndiculares entre s, Toraan- 

las ecuaciones [77-22] para la esfera [77-10], seran aqu! 

[77-30] X = cd , Y = «sencp , 

pues la X será la longitad del “ ua e do 
meridiano de Greenwich y la f ae lm ou, 

de El 7 'elemento de área de la superficie esférica es 

[77-31] adcp.rdX = a 2 cos cp dcp dX , 

coincidente con el 

[77 3 2 ] dXdY = a 2 cos cp dcp ál , 

[77-30] en 


[77-33] 


a- cos 2 cp 


a- cos 2 cp 




siderlmoLWW^^ 

[77-34] x=«i , Y = «.(1-Osení/A 

COT Ten?endo°en '"cuénta" [77-15] el elemento de área del elipeoide de revo- 
lución es 

o .(l- 6 l -)e 08 g_ Hm(iX , 

[77-35] Mdcp rd/t = (1 __ e u sen 2 cp) 2 

mientras que el de su representación [77-34] es 

,v,v - aMl- e /)co sy_ Hni Hl 
[77-36] dXdY “ -¡JZZ 

dando una dilatación areolar 
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= (1 — ei 2 sen 2 q>)V a = ^ ( 


Í77-371 « dXdY 

[ 1 ° = Mrdídr = (1 - e ' seii '«>)‘ /, = a . 

deTero^efL^i 10 pr T° CÍÓ11 [77 - 34] no es para e. dietinto 

si suponemn» c ? nílrma “ 0 ^ qae esta «P«sentación es equivalente 

si suponemos esfenca la superficie terrestre. 

Recordando [77-18], la condición [77-27] se convierte para [77-34] en 

[77-38] a 2 (l — eiTcos^/A 0 _ a 2 

a ‘(l — ei'’) 2 /A° a 2 cos 2 m/A 2 * 


a 2 (l — eSy/A* 


a ¿ cos 2 cp/A' 


cilíndrica^no^es mnfnrwp G " d ecu f do í 0,5 = °5 P or tanto esta proyección 
nca no es conforme, m para el elipsoide, ni para la esfera (e 1 = 0). 

ppt ,tL^ t Í pr ^ ent ^ i6 l l . de MERCATOR. — Consiste en la anterior 
ent a ci °n eihndnea. a) modificada. Conservando los me- 
rmianos X = ak , de la representación [77-30], veamos cómo de- 

wfóí a v afSe lT P aralelos a P artir del ecuador mediante una 
xuncion x =at(cp) para que se cumpla [77-27]. 

ror [77-11], la condición [77-27] se convierte en 


[77-39] 


M 2 - 


a ¿ a ¿ cos 2 tp 2 

°? Q e * f >> = 1/coSfp ; La fune ión buscada es, pues, la primi- 
tiva de la seccp y vale (§ 52-3, ejemplo 3) 

f(<p) = lntg(¿ jr-f \ cp). 

esférfca ESÍ ^ proyección de Mer CATOR para la superficie 

[77-40] X = dk, Y = g In tg (\ tt -f -1 T ) = 3 q in 1 + sen (p 
„. . ¿ “ 1 — sen (p 

T77 R C q°| ef i 1Ciente f i de dllatación lineal ™ = 1/C0S(P dado por 
u i¡+*f ’ los , paralelos se van espaciando con el crecimiento de 
la latitud, yendose los polos al infinito. 

r77-l S 61 P Úo? e r77?«i eI l f Z rm H- ■ an41 rTo,!! ara el elipaoide de «voiuoión 
\ ii ioj. por [77-18], la condicion [77-27] es ahora 

[77-41] w = = - ^^(t)] 3 _a 2 _ 

~' 2 ‘' 0 — ■■■•■ i.i t 


lo que permite calcular 


a '(l — «/)7 a° a 2 cos“ qi/ 


[77-42] 


ÍM =/ 


_ (1 — e, 8 ) dcp 

(1—ei 2 sen-cp)“cos <p — 

\ , «i 1 — e , sen cp 


= ln tg ( + -5L) + — ]n 1 — 3en «P # 

' 4 2/2 1 + e, sen cp 

Asi rcsulta conforme la representación cartográfica. 

I 77 43] X = al , Y = a f ln tg i — + X. \ . _£i_ 1 — * sen cp ~| 

.... P 4 2 2 1 + e, sen <p J 

«H -lipso.do de revolución [77-16], con dilatación lineal 


I77 11| 


m = ( 1 — «i*aen'-<F)V» 
cos <p 
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creciente con <p y tendiendo a oo en los polos; la dilatación areolar viene 

dada por m 2 . n 

L a [77-40] es caso particular de la [77-43] para ei _ U. 


c) Proyección estereográfica yolar. 
esférica (fig. 260) y empleando 
coordenadas polares 

[77-45] X = q cos I, Y = q sen 1 

la proyección estereográfica del 
hemisferio desde el polo sobre el 
plano del ecuador viene dada por 

[77-46] q = atgi0 

donde 9 = \ n —cp es la colatitud 
del lugar P. E1 elemento de arco 
en la carta, dado en coordenadas 
polares por 

[77-47] ds' 2 = dp 2 + Q 2 ál 2 » 
será en virtud de [77-46] 

d9 2 , _• 

rrrrr "* trt 


Supuesta la Tierra 



[77-48] 


ds ' 2 “ ° a 4 cos«T 9 + a2 - tg2i0d+ 


mientras que por [77-11] el de la esfera es. 

[77-49] ds 2 = ct 2 d0 2 + a 2 sen 2 0dX 2 , 

verificándose idénticamente en 0*. 

1 _ tg 2 h 9 

[77-50] 4 cos 4 Í 9 sen 2 0 

al ser sen 2 0 = (2 sen * 0 cos 4 6) :2 = 4 cos* * 0 tg 3 4 9- P° r tanto 
la proyección estereográfica [77-46] de la esfera [77- ] 

conforme. Su dilatación lineal 

1 

[77-51] m - ■ 2c os 2 T¥ 

vale la unidad en el ecuador y £ en el polo. 

En el elipsoide de revolución, la proyección estereográfica polar so- 
bre el plano del ecuador viene dada mediante 

Q _ __5_- 

[77-52] r — — e^rtgcp + h 

por ser (1 — ei a )rtg<p el valor de la ordenada de la elipse. De [77-52] 
deducimos 


a cos cp _ . 

[77-53] 0 = ' (1 _ e a 2 ) V 2 sen <p + (1 — ei 3 sen 2 cp) V 

que da para g una ley diatinta a la [XX-52] que encontraremos en la 







XX. GEOMET. DIFERENCIAL DE CURVAS Y SUPERFICIES 


§ 74 -4 


nola II como necesaria para que en este caso la representación fuese con- 
forme. Por ser el polo centro de proyección, punto umbílico del elipsoide de 
revolucion, con métodos geométricos proyectivos puede fácilmente demos- 
trarse que las secciones planas (rectas u oblicuas) del elipsoide de revo- 
lucion se proyectan según círculos, pero como queda dicho, la representa- 
cion no es conforme. La [77-53] se convierte en la representación con- 
forme [77-46] para et = 0. 

5. Proyección conforme cilíndrica transversa de Lambert-Gauss. — Las 
proyecciones cilíndricas transversas son apropiadas para representar te- 
rritorios extendidos preferentemente en la dirección N-S. 

En ellas se emplea como superficie intermediaria un cilindro tangente 
a la superficie terrestre a lo largo del meridiano central de la región que 
se deba representar (fig. 261). 

Si la longitud respecto de Greenwich del meridiano de tangencia es 


N 



Fig. 261 


X„, designemos por Z la longitud de cualquier meridiano de la región a 
representar, contada a partir del meridiano de tangencia que Uamaremos 
pnncipal, de manera que 

[77-54] l = X — l 0 . 

E1 cilindro será elíptico para meridiano elíptico, pero suponiendo la 
/ icrra esférica, dicho cilindro será circular; al primer caso corresponde 
lu proyección de Gauss-Krüger y al segundo la proyección cilíndrica 
i i'un.sversa de Lambert. Ésta es particularmente sencilla porque entonces 
piicdcn aplicarse las consideraciones establecidas al tratar de la proyec- 
ciun de Mercator; dada la pequeñez de la excentricidad de la Tierra, el 
I mzndo de la carta geográfica de Lambert diferirá muy poco de la geo- 
dósica de Gauss-Krüger. 

I’ara traducir a esta proyección de Lambert lo establecido en la de 
Mercator, el meridiano de tangencia o principal sustituirá al ecuador y 
Ic.h polos M y Q de los hemisferios determinados por dicho meridiano 
nsumirán d papel de los polos terrestres N y S (fig. 261). En vez de los 
pnraldoH habremos de considerar círculos menores (que llamaremos seudo- 
paraldos) cuyos planos son paralelos al del meridiano de tangencia y en 
vc/. <lo los meridianos tendremos círculos máximos (seudo-meridianos) 
‘jue pasarán por los seudo-polos M y Q. 

I .hm «cniTiilrlceH <le 1 h cuádrlca en el punto umbílico son las rectas isótropas, 

• "iIm.Ijim |h»i (Hinluiiipr pliino íIí» Mfcción rn puntog (|ue se proyectan deade dicho polo aobre 
••I iduno (lil Qouauor (pnriUelo nl plano lnnirente en el polo) flcgún los punton cíclicos. 
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Las coordenadas que en este caso hacer. el papel de latitud cp y de 
la longitud l son la seudo-latitud tp contada sobre el arco de seudo-me- 
ridiano a partir del meridiano de tangencia o prmcipal y la seudo-lon- 
gitud p, ángulo que forma el seudo-meridiano con el ecuador tomado como 

origen de seudo-longitudes. . . . , 

Tomando como eje X el meridiano de tangencia o pnncipal rectiti- 
cado, contado positivamente hacia el N, y como eje Y la proyeccion de 
ecuador, las ecuaciones [77-40] de la proyeccion de Mercator se tradu- 
cirán aquí por las 

/ jt \ 1 , l + seni|i 

[77-55] X = ap , Y = a\ntg[-j- + ^J = T aln ’ 1 -sen“nT * 

Los haces de rectas paralelas a 
X los ejes coordenados en la carta, se- 

rán imágenes de los seudo-paralelos 
y seudo-meridianos (fig. 262), mien- 
tras que los meridianos y paralelos 
n = D p / geográficos tendrán por imágenes ha- 

_ t J -J J S--X ces de líneas curvas, mutuamente or- 

o ¡ togonales por tratarse de una repre- 

"n ¡ sentación conforme. 

° ij l/=iL' Para obtener las coordenadas 

•2 i 0 (X, Y) de los puntos P' de la carta 

- ! en función de las coordenadas geo- 

| ¡ g-ráficas (cp, l) del punto P de la su- 

- / -- 1 - *-y perficie terrestre, b.astará efectuar 

Ecuador el cam bi 0 de coordenadas (il*, p) al 

(q>, Z) mediante el triángulo esférico 
2 62 NPM (fig. 261). Por el teorema del 

seno (§ 60, ejercicio 28) es 
sen PM _ sen PN 
sen N ~~ sen M ’ 


y entonces 

[77-56] cos il* cos p = cos cp cos l , 

mientras que por el teorema del coseno (§ 60, ejercicio 11) 

cosPN = cosPMcosNM + senPMsen NMcosM 
cos PM = cos PN cos NM + sen PN sen NM cos N 

y entor.ces 

[77-57] sen (p = cosii*senp 

[77-58] sen ip = cos rp sen Z . 

De las [77-56] y [77-57] deducimos 
[77-59] tg p = tg cp sec Z , 

y aplicando [77-58] y [77-59] a las [77-55] obtenemos las fórmulas bus- 
cadas: 


[77-60] 


tg-= tg cp sec Z 

ct 


1 1 + oos cp sen l 

~~ 2 a n 1 — cos cp sen Z 


que dan las coordenadas de los puntos de la carta en la proyección con- 
forme cilíndrica transversa de Lambert. 

Si se elimina cp entre ambas ecuaciones [77-60] se obtendra la ecua- 
ción en X, Y de un meridiano Z = Z 0 de la carta, mientras que si elimi- 
namos l entre ambas [77-60] obtendremos la ecuación de un paraleio 
cp = cp 0 . También pueden considerarse las [77-55] como ecuaciones para- 
métricas de un meridiano l=k, si los parámetros H* y P estan hgados 
mediante 

[77-61] tgij* = tgíocosp , 


tg n> = tg ío c.os p , 
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deducida de las [77-58] y [77-56]. Del xnismo modo las [77-55] son ecua- 
ciones paramétricas de un paralelo cp = cp 0 , si los parámetros ij; y p es 
tán ligados mediante 

[77-62] cosipsen p = sen q) 0 

que es la misma [77-57]. 

Obsérvese que las fórmulas de Mercator [77-43] para el elipsoide de 
revolución no son útiles para ser aplicadas directamente a una proyección 
transversa debido a que en este caso los seudo-paralelos son elípticos. 

La dilatación lineal m, dada en la proyección de Mercator por 
[77-39], será aquí, teniendo en cuenta [77-58]: 


[77-63] 


m 


1 _ _ 1 _ 

cosoi) — (1 — cos“ cp sen a l) 1 / 2 


La fórmula [77-63] nos dice que la carta queda poco deformada para 
pequeños valores de ip, es decir de l o de Y, y por tanto será apropiada 
para representar husos esféricos cuyo meridiano central sea el principal. 

Para pequeños valores de l son adecuados los desarrollos X, Y, m, 
eu series de potencias de l, debiendo resultar casos particulares de Iob 
cic Gauss-Krüger (Nota IV) cuando se anula la excentricidad. 

La proyección de Gauss-Krüger es una representación conforme, que 
queda completamente determinada (Nota III) por las siguientes condi- 
ciones: 


1°) La imagen del meridiano central del huso o faja a representar 
adoptado como principal es el eje de las abscisas, tomado positivamente 
hacia el Norte. 


2Q) Cada segmento del eje de las abscisas es igual al arco elíptico 
del meridiano que representa. 

La representación de Gauss-Krüger, como generalización de la de 
Lambert es una proyección cilíndrica modificada. 


Nota. E1 Instituto Geográfico Militar, que tiene a su cargo la eje- 
cución de los trabajos geodésicos fundamentales en Argentina, adoptó en 
1925 el elipsoide de Hayford, cuyos parámetros se han dado en [77-12], 
[77-13] y [77-14]. Se toma además como punto de arranque para ei 
cálculo de las coordenadas geodésicas el Observatorio de Córdoba y como 
azimut de orientación el de un lado de la triangulación principal emer- 
gente de este punto. 

Las mediciones horizontales se representan en coordenadas rectangu- 
lurcs mediante la proyección conforme de Gauss-Krüger de cada una de 
lus siete fajas meridianas de 3° de ancho en que se divide la Repú- 
blica. con meridianos centrales en las longitudes 72°, 69°, 66°, 63°, 60°, 
57 j y 54° al Oeste de Greenwich. Las abscisas se cuentan desde el polo 
Sur hacia el Norte y las ordenadas de Oeste a Este. Para distinguir 
J"»r sus ordenadas las siete fajas entre sí y emplear sólo números positi- 
vos se atribuye a los meridianos centrales las siguientes ordenadas: 

A1 meridiano 72°, central de la l^ faja, la ordenada 1 500 000 


)f 

69° 


2* 

)f 

2 500 000 

)) 

66° 


3?- 

ff 

.3 500 000 


63° 

ff 

4 a 

)) 

4 500 000 

• t 

60° 

) ) 

59 

ff 

5 500 000 


57° 

ff 

69 

ff 

6 500 000 

99 

54° 

ff 

7 a 

ff 

7 500 000 


La longitud l en medida radial, se cuenta para cada huso a partir del 
mcridiano principal, de acuerdo con lo establecido en [77-54]. E1 valor de- 
finitivo iIp Ih ordenada Y de la carta se ontendrá sumando al dado por 
I" fórmulas el que corrpsponda al mcridiano central de la faja respec- 
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E1 ancho de 3° adoptado para los husos hace que en sus bordes y en 
el caso más desfavorable, la dilatación lineal sea 
[77-64] m < 1,000 53 , 

es decir la máxima dilatación areolar no llega a 11 m a por hectárea. 
Para conseguir la necesaria conexión entre los husos contiguos, se esta- 
blecen zonas de superposición en los bordes de los mismos para determi- 
nar allí coordenadas en los sistemas correspondientes a ambos husos. 


Ejercicios 


1. Recordando que la proyección estereográfica conserva los ángulos, 
hallar la expresión analítica de la loxodrómica, curva que forma ángulo 
constante con los meridianos. Puede obtenerse mediante su proyección 
estereográfica desde el polo, que es una espiral logarítmica. 

2. Demostrar que las coordenadas [77-60] de los puntos de la carta 
en la proyección conforme cilíndrica transversa de Lambert-Gauss admi- 
ten los siguientes desarrollos en potencias de l: 


X = acp + 


l a cos 2 cp . af Z 1 cos 1 cp . at 


(5 — í s ) + 


, r cos° cp . at /A „ 

+ — m — (6 


68t 3 + t*) + 0(Z 8 ) 


Y = l cos cp . a + 


Z 3 cos 8 cp . a 


(1 — t 2 ) + 


l B cos B cp . a 


(5 — 18f a + t*) + O(P) 


con t = tg cp. 

3. La dilatación lineal [77-63] de la proyección de Lambert-Gauss 
admite el desarrollo en potencias de l: 


m = 1 + 


l a cos 2 cp l* cos 1 cp 


(5 — 4f 2 ) + O (P) 


con f = tg cp. 

4. La dilatación lineal [77-63] de la proyección Lambert-Gauss 
admite el desarrollo en potencias de la coordenada Y de la carta: 


m = 1 + 


Y 2 Y 1 A / Y' \ 
'2c? + 24a 4 + ° [HT) ’ 


5. En la proyección de Lambert-Gauss se llama convergencia del 
meridiano al ángulo y que forma la curva con la paralela al eje X. 
Demostrar que es 

tg y = sen cp . tg l , 

con desarrollo en potencias de l dado por: 

tg y = l cos cp . f + ^ ■ C0S ¿ - <P ' (1 + t 2 ) + 


2Z B cos B cp . t 


(1 + 2t 2 + t 1 ) + 0(D 


donde t = tg cp, 
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NOTAS AL CAPÍTULO XX 

I. La elipse indicatriz de Tissot. — La figura resultante de suponer 
prolongada la superficie de los océanos por debajo de los continentes re- 
cibe el nombre de geoide. Para su precisa representacion cartográfica se 
necesita un estudio más profundo del realizado en § 77. En aras de su 
mejor comprensión, nos limitaremos a explicar los puntos fundamentales 
de dicho estudio en forma geométrica y sintética; supuestas conocidas 
las propiedades y condiciones que rigen la contmuidad de funciones, los 
infinitésimos y el paso al límite, dicha forma de tratar la cuestion podra 

alcanzar todo el rigor deseado. . , 

Para cualquier forma del geoide, supondremos siempre que sobre 
éste los paralelos constituyen el haz de trayectorias ortogonales al haz 

de [77-1] y su representación cartográfica [77-23]I cum- 

olen las condiciones de diferenciabilidad y de correspondencia biumvoca 
establecidas al formular dichas ecuaciones [77-1] y [77-23], en puntos 
correspondientes P de la superficie y P de la carta, las direcciones y 
arcos infinitesimales se corresponderan en la forma vxata- eni [77-25]. 
Además, en esas condiciones, existen a partir de P dos direcciones orto- 
gonales £, u de la superficie a las que corresponden a partir de P dos 
direcciones+ la carta í'.fl', también ortogonales cuak,u.era qua eea la 
naturaleza de la superficie y su modo de representacion. En efecto, s 
pongamos que en la superficie a las tangentes ortogonales CE y PD' Jes 
corresponden las C'E' y P'D' en la carta (fig. 263). Si el angulo CPD 



c P E C P' E' 


Fig. 263 FÍK - 264 

es airudo v el D'P'E' es obtuso, imaginemos que el ángulo recto CPD 
gira^en sentido retrógrado hasta coincidir con el DPE; por la continu- 
dad de la represontación, su imagen en la,carta var.ará con cont.nmdad 
deade C'P'D' a D'P'E' y por tanto existira al menos una posicion mte 
media formada por dos direcciones ortogonales j, n „ c ^respondientes 
otras dos £ n de la superficie, también ortogonales. Sean a y b las ° 
laíacionee íineales [77-25] refér.ntea a esos pares.de d.recc.ones corres- 
pondientes llamadas direcciones pnnctpales, es decir, sea 
[XX-1] d$' = a'd£ , dn' = b'dx\. 

Supongamos la carta sobre el plano tangente a la »«£«**«* t d . e n 
nora que P'£' coincida con P£ y P'p con Pn. por lo que a t°do .rectangu o 
mfinitesimal de diagonal PP, = ds le correspondera en la carta un rec 
táníulo iñfinitLimaf de diagonal PP',= d.' (fig. 204). Cons.deremoe en 
1» dirección PPi un punto Q tal que 
JXX-2] PQ = ° 
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Si se tiene en cuenta la primera de las [XX-1], de [XX-2] se de- 
duce que la abscisa de Q es d£', es decir, la misma que la de P/. 

Si u es el ángulo que P£ forma con PP, y u' es su correspondiente 
£'P'P'i, se ve en la fig. 264 que la razón de las ordenadas de los puntos 
Pi' y Q es la misma que la de las pendientes 


[XX-3] 


, d*n' , dp 

teu =-dT ’ tg “ = ^r 


entre las direcciones correspondientes ds y ds', es decir, teniendo en 
cuenta las [XX-1], dicha razón vale 

[xx-4] MüL = JL . 

• tg u a 

independiente de la posición particular de Pi. Suponiendo ahora que el 
plano tangente a la superficie se levanta sobre el de la carta, girando 
alrededor del eje P£ un ángulo igual al arc cos (b'/a'), los puntos Pi' 
podrán considerarse proyecciones ortogonales de los puntos Q así ende- 
rezados y por tanto la circunferencia del plano tangente de radio a'ds 
se proyectará ortogonalmente en una elipse de semiejes a'da y 6'ds. 
De [XX-4] se deduce también analíticamente que las coordenadas de Q 
son (d£', (a'/6')dn') las que verificarán la ecuación de la circunferencia 
de centro P y radio a'ds, es decir, se cumple 

JL (*LV + JL (ÍnlV - i 

a' a \ ds / + b" J \ ds ) ~ 

lo que prueba que Pi' está en la elipse de semiejes a'ds y 6'ds. Por 
tanto, a una circunferencia infinitesimal de centro P y radio ds cons- 
tante tomado como unidad (ds = 1) en la superficie, le corresponde en 
la carta la llamada elipse indicatriz de Tissot de centro P' y semiejes 
a' y b' (con ds = l). Dicha elipse da la alteración longitudinal de la 
carta en P', es dec.ir, la ley de variación de la dilatación lineal m 
[71-25] desde un máximo a' hasta un mínimo b', valores extremos que 
corresponden a las direcciones principales. 

La alteración del ángulo u viene dada por u — u', deduciéndose fá- 
cilmente de [XX-4] la 

[XX-5] sen(u — u') = —rr sen (u + u') , 

a + b 

Droduciéndose la máxima alteración 

[XX-6] U — U' = (o para U + U' = ln. 


De [XX-5] obtenemos para co 
f a' — b' 


[XX-7] 


y también 

[XX-8] 


a + b' 


tgio = 


q' — b' 
2 Va'b' 


1 Va —V b 

tg—- co = —=-= 

2 Va' + V6' 


tgü = tg(+ + +) = ypf , tgU' = Pf 


que da en la superficie la dirección U =n /4 + co/2 a la que corresponde 
en la carta la dirección U'= n/4 — co/2 en que la alteración u — u' al- 
canza su máximo co. Esta máxima alteración corresponde a ángulos 
contados a partir del eje £ = £'. Si consideramos ángulos cualesquiera 
APB, refiriéndolos a dicho eje 

APB = AP£ + £PB = £PB — £PA , 
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como a uno y otro lado del eje £ = £' los ángulos se alteran simétrica- 
mente, la máxima alteración angular vendrá dada por 2co. 

Si consideramos a partir de P dos direcciones perpendiculares cua- 
lesquiera de la superficie, las direcciones correspondientes en la carta a 
partir de P' vendrán dadas por dos diámetros conjugados de la elipse 
indicatriz de Tissot, cuyas longitudes serán las respectivas dilataciones 
lineales m y m.i (en virtud de [77-25J para ds = l) y formando entre 
si un ángulo in — e, si e es la alteración sufrida en la representación 
por el ángulo Jn de ambas direcciones ortogonales de la superficie. Los 
conocidos teoremas de Apolonio referentes a la elipse dan las fórmulas 

[XX-9] m 3 -f m 3 = a' 3 + b' 3 , mwiCOSE = a'b'. 

A1 elemento de superficie de área ads 2 dado por el círculo infinite- 
simal de centro P y radio ds, corresponde en la carta al elemento de 
área na'b'ás 3 dado por la elipse infinitesimal de centro P' y semiejes a'ds 
y b'ds. Por tanto, la dilatación areolar a vendrá dada por 

[XX-10] , = ¿rea carta . = 

Elemento área superñcie 

Si M designa el radio de curvatura del meridiano y r el del para- 
lelo, en la superficie terrestre, el elemento de arco infinitesimal viene 
dado por 


[XX-11] ds = + VM 3 dcp 2 + r 2 dX 8 , 

cn que Mdcp es el elemento de arco de meridiano y rdX el elemento de 
urco de paralelo. 

Designemos por dp. ei elemento de arco de la imagen del meridiano 
y por d t el elemento de arco de la imagen del paralelo en una repre- 
sentación cartográfica cualquiera dada por las ecuaciones [77-22]. Las 
proyecciones sobre los ejes X, Y del elemento de meridiano dp, serán 

X <P • dcp = dq> ' Y<p ■ dcp = -^-dcp 

y análogamente las correspondientes proyecciones del elemento de para- 
lelo dr serán 


l’or tanto 


[XX-12] 


Designemos por h y k las dilataciones lineales correspondientes res- 
pectivamente al meridiano y paralelo que pasen por P, es decir 

t xx - l8] h = -wt • k = Vk 

y teniendo en cuenta [XX-12], se obtiene 


1 XX-14] 


Si dcflignamos por e 0 la alteración del ángulo que en la carta sufre 


Xx . ál 

9fi 
” dk 

dX 

, Y X 

. ál 

d»A = [ 


2 

/ 9fg \ 2 1 

1 V* 

,( 9cp ) 

+ 

\ 0cp / . 

J 1 

dr = [ 


2 

/ 0f« \ 2 

-1 1/3 

( 0X ) 

+ 

( 0X ) 

J 


■ 

1 

/ 0f, 

\ 2 , 

/ 0f a \= 1 v 3 

h = 

M 

( 9cp 

+ 

( 0cp ) J 

k = 

i r 

/ 9f. 


/ 0fg \ 2 1 ‘Z 2 

T [ 

( 0X 

+ 

( ók ) J ' 
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el ángulo Jjt que forman entre sí meridiano y paralelo en la superficie 
terrestre, las fórmulas [XX-9] para este caso particular serán 
[XX-15] h 3 + k 2 = a' 2 + b' 2 , hk cos e 0 = a’b'. 

A1 rectángulo elemental de la superficie terrestre cuyos lados son 
los elementos de meridiano y paralelo, de área infinitesimal Mdcp. rdX, 
corresponde en la carta el paralelogramo infinitesimal abarcado por los 
segmentos dirigidos dp, y dr, cuya área infinitesimal en función de las 
componentes de estos segmentos dirigidos es (§ 60-6, e) : 


[XX-16] 


x 9 dq) 

Y, 

dcp 

_ / 0fi 

9fg 

0f, 

X X ál 

Yx 

áX 

~ \ 9cp 


dx 


dcp dX. 


Por tanto, la dilatación areolar [XX-10] valdrá: 


= a'b'. 


rvv ir7l 1 /3f» 3f* 3fi 3f. \ 

[XX-1<] 0 “ M.r ( 3cp • 9X d\ ‘ 0cp ) “ ab ‘ 

Conocidas las funciones fi (cp, y f 2 (cp, X), es decir, dada la repre- 
sentación cartográfica [77-22], las fórmulas [XX-14], [XX-15] y [XX-17] 
permiten hallar los semiejes a' y b' de la elipse indicatriz de TlSSOT, la 
máxima alteración angular 2co mediante [XX-7], la dilatación areolar o 
y la variación angular e 0 experimentada en la carta por el ángulo recto 
que en la superficie terrestre forman entre sí el meridiano y paralelo. 

Así, por ejemplo, de [XX-15] y [XX-17] deducimos la suma y dife- 
rencia a' + b' y a' — b' mediante 

[xx-i8] (.- + vy = v + f + *> = (i- + V-wY + 

( 1 3f« _1__ 9fi \ z 

\ M 9cp r 'óX ) 


' í 

0f, 

+ 

i 

0fg \ - 

i M 

9cp 

r 

dx ) 

1 

9f, ' 

\ £ 



r 

dk . 

) 



' 1 

0f, 


1 

0fg V 

i M 

0Cp 


r 

dl ) 

1 

0f, 

Y 



r 

d\ 

) ' 




[xx-i9] (.<_»•)■ = »■ + «(■- = +ir) + 

/ 1 9fg _J_ 9fi y 
\ M 9cp ' r dl ) ’ 
y también de [XX-15], [XX-14] y [XX-17] obtenemos 

9fi 8ft 9fg 9fg 

rw nm a , 9cp " 0X 0Cp ’ d% 

[XX-20] cos e 0 = —— , tg e 0 =• — --r-=- . 

hk 9fi 9f g 9fi 0fg 

9cp 0X 0?v 9cp 

Estas fórmulas se aplicarán al elipsoide de revolución recordando las 
[77-15] y en particular a la esfera de radio a con excentrieidad ei = 0. 


tg e 0 = 


II. Caracterización de las representaciones: ejemplos. — La condi- 

ción necesaria y suficiente para que la dilatación lineal m sea la misma 
en eualquier dirección a partir de P, es que la indicatriz de Tissot se 
convierta en una circunferencia. Por tanto, la representación es conforme 
cuando y sólo cuando para todo punto P se cumple 

[XX-21] ~ = 1. 

b 

En cambio, recordando el valor [XX-10] de la dilatación areolar, la 
representación es equivalente cuando y sólo cuando para todo punto P se 
cumple 

[XX-22] a'b' = 1. 

En una representación conforme [XX-21], todo par rectangular de 
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direcciones es principal, la dilatación lineal en cualquier dirección a par- 
tir de P es constante 

[XX-23] m = a'=b'=h = k 

(aun cuando varíe con P), la dilatación areolar o vale 
[XX-24] a = m 3 , 

y las alteracioqes angulares e, e 0 , u — u' y co son nulas, es decir 
[XX-25] e = e c = u — u' = co = 0 , 

deducidas fácilmente al aplicar [XX-21] y [XX-23] a [XX-9], [XX-5] 
y [XX-.7]. Volvemos, pues, a encontrar la isogonalidad característica de 
las representaciones conformes. 

Para profundizar el estudio de las representaciones conformes, es 
muy útil sustituir la latitud cp por una nueva variable q, contada tam- 
bién a partir del ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese 
mediante 

[XX-26] r dq = M dcp , 

os decir, la nueva variable viene dada por 


[XX-27] 


= í ■ 


En las antiguas variables paramétricas cp, l, a la subdivisión del 
plano paramétrico en cuadrados elementales dcp = dX correspondía una 
auhdivisión de la superficie terrestre en rectángulos elementales Mdcp=t= 
=)= <-d/.. mientras que con las nuevas variables paramétricas q, l, a la 
subdivisión del plano paramétrico en cuadrados elementales dq = ál, co- 
rresponde una subdivisión de la superficie terrestre en cuadrados ele- 
mentnlfn ^dq = rdÁ. _ . . 

Con la nuev.a variable q. las fórmulas [XX-13] se convierten en 


| XX-29] 


, 1 (Ili . 1 dx 

[XX-2B] h = T .- d ~ , fc = — • 1T > 

de manera que las representaciones conformes se caracterizan por las 
t'ormulas (igualdad de diametros conjugados perpendiculares para la 
elip«e indicatriz de Tissot) 

dp dr 

[XX-29] - = 0 , = 


Eo = 0 


En estas [XX-29] no figuran explícitamente M y r y son válidas 
curtlqniera que sea la forma del meridiano terrestre. Según sea esta 
l'oi mu, así se obtendrá una u otra expresión [XX-27] para la nueva 
vnriuble q en función de la latitud cp. En particular, si la superficie de 
la Tierra se supone esférica, la [XX-27] da 

cxx-aoi ?= /-^sV = lntg (T + ■?■)■ 

'o 

t)e ahí, que resuelto el problema de la representación conforme en 
delerniinadas condiciones para la forma esférica de la Tierra, para pasar 
(lr .>1111 h 1m que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuída 
u lo8 meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados obtem- 
do8 el 

lntg(-j- + -f-) , 

por lu exprosión de q que convenga a la hipótesis adoptada. 
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Así, para el elipsoide revolución, de [XX-27] y [77-15] deducimos 


r 

[XX-31] q = j 


(1 — e , 2 ) drp 
- e* sen 2 cp) cos cp 


= .nt g (f+i 


j n 1 — e, sen cp 
2 1 + Ci sen cp 

y desarrollando el último miembro en potencias de e x mediante 


[XX-32] 


q = ln tg (- j- + -j-j — ei a sen cp + 0 (e/) , 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuible a [XX-30] para pa- 
sar a [XX-31]. 

La variable [XX-30], muy empleada en Náutica, recibe el nombre de 
latitud ampliada y bajo el nombre de función Laonbda de cp ha sido ta- 
bulada por Guyou. 

Las proyecciones cilíndricas más sencillas son aquellas en que la fa- 
milia de meridianos tiene por imagen un haz de rectas paralelas y la 
familia de paralelos se representa por otro haz de rectas paralelas per- 
pendiculares a las primeras. Los desarrollos cilíndricos son caso particu- 
lar de ellas; por ejemplo, puede considerarse un cilindro circunscripto a 
la superficie terrestre a lo largo del ecuador, cuya imagen se tomará 
como eje X, mientras que la imagen del meridiano de Greenwich se to- 
mará por eje Y; entonces es 
[XX-33] dg = dY , dr = dX. 

Por ser principales las direcciones de meridianos y paralelos, se 
cumple 

[XX-34] e 0 = 0 , 

es decir, los ejes de la elipse indicatriz son paralelos a los ejes coorde- 
nados X, Y. 

Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X, será 
[XX-35] X = al , 

y entonces las [XX-28] se convierten en 

[XX-36] h = -- . , k = — .a. 

r dq r 

En particular, para la esfera, en virtud de [XX-26], la [XX-36] se 
convierte en 


^ a 


[XX-36'] h = — . -j— . fc = —-— • 

a dcp cos q. 

Las dilataciones lineales máxima a' y mínima b' sei’án la mayor y 
menor de [XX-36] o en el caso esférico, de [XX-36']. 

Si ahora suponemos que la anterior proyección cilíndrica ecuatorial 
ha de ser además conforme, será necesario y suficiente se cumpla 

[XX-37] h = k , 

por lo que teniendo en cuenta [XX-36] y [XX-35] resulta para ecua- 
ciones de la proyección conforme cilíndrica ecuatorial 

[XX-38] X = al , Y = aq , 

por haber tomado el eje X como imagen del ecuador rectificado (Y = 0 
para q = 0). 

La dilatación lineal, constante respecto de las direcciones que parten 
de P', pero variando con el punto P', según [XX-36] vale 

[XX-39] m = alr 
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y la dilatación areolar 

[XX-40] cr = m 2 = aVr*. 

Las fórmulas [XX-38], [XX-39] y [XX-40] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres. Si suponemos la 
Tierra esférica, la expresión de q será la [XX-30] que convierte la 
[XX-38] en la proyección de Mercator [77-40], así como la [XX-39] se 
convierte en la [77-39]. Si suponemos que la Tierra es un elipsoide de 
revolución [77-16], la expresión de q vendrá dada por [XX-31] que con- 
vievte la [XX-38] en la proyección [77-43], así como, en virtud de las 
[77-15], la [XX-39] se convierte en la [77-44]. 

La representación [77-43] es adecuada para representar una región 
ecuatorial y entonces para pequeños valores de cp, podremos utilizar el 
desarrollo en serie 


[XX-41] 


obtenido desarrollando 


f X = aX 

j -f=*a-o+-í 


'1— e -,— 2e-y) 

(5 — ei 20e/ — 24ei n ) + 0 (cp 7 ) 


— ] n . 1 — Se —— en forma análoga a la vista 
2 1 — sen cp 


en § 77, ejercicio 4, y -J- ei ln SG - -— en forma análog-a a § 77, 

2 1 + ei sen cp 

ejercicio 2 

La dilatación lineal [77-44] tendrá un desarrollo en serie 

[XX-42] m = 1 + cp a (1 — tíi a ) -■ ~~ (5 — ei 5 — 3e a 4 ) + 0(cp n ) , 

pues basta aplicar el teorema de las series dobles de Weierstrass a la 
serie binómica 


[XX-43] m = 


e-r seir q) 


i * * 

- e* sen 4 cp — 

8 


— ~r¡r e? sen" cp 
lb 


La [XX-42] da el desarrollo de [77-39] para ei = 0, análogo al en- 
contrado en § 77, ejercicio 3. 

Supongamos ahora que deseamos imponer la condición de que la car- 
ta tenga circunferencias concéntricas para imagen de los paralelos^ y sus 
radios comunes para imagen de los meridianos, formando estos últimos 
onlre sí el mismo ángulo X que en la superficie tevrestre. Utilizando 
para la carta coordenadas polares o, X mediante las fórmulas de trans- 
formación [77-45], los elementos de meridiano dp y de paralelo dr seran 

ahora 

[XX-44] ’ dp = — dp , dr = o dX , 

niendo también 

[XX-45] e 0 = 0 , 

lo que nos dice que los ejes de la elipse indicatriz de Tissot se dan so- 
bre las imágenes de los meridianos y paralelos. Las [XX-28] se convier- 
tcn ahorn en 

. 1 dp . p 

[XX-4B] h = - — . , h = — , 

longitud de los semiejes de la elipse indieatriz de Tissot. 


IXX-46] 




k = 

r 
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Esta representación será conforme cuando y sólo cuando dichos se- 
miejes sean iguales, es decir, para 

[XX-47] dp/p = — dq , 

y si tomamos para representar el ecuador la circunferencia de radio a, 
es decir, hacemos corresponder 

[XX-48] e = a para q = 0 

la integración de [XX-47] da 
[XX-49] ln (o/a) = — q , 

siendo según [XX-46] la dilatación lineal 
[XX-50] m = Q /r , 

fórmulas válidas cualquiera que sea la forma atribuída a los meridianos 
terrestres. Si suponemos la Tierra esférica, la expresión de q será la 
[XX-30], convirtiéndose la [XX-49] en la 

[XX-Bl] e = acot(+ + +) = at fr(+ —-f~) > 

es decir, en la proyección estereográfica [77-46], para la que la [XX-50] 
pasa a ser la [77-51]. Si en cambio, suponemos que la Tierra es un elip- 
soide de revolución [77-16], la expresión de q viene dada por la [XX-31] 
que sustituída en [XX-49] proporciona la ecuación que en este caso co- 
rresponde a una representación conforme, es decir la 

[XX-52] e =atg(+-+).(+^3UL) Íei 

\4 2 / \ 1 — e, sen cp / 

no coincidente con la [77-53] para ei distinto de cero o de uno; así se 
confirma que la [77-53] no sea en este caso conforme. La dilatación li- 
neal de la representación conforme [XX-52], en virtud de [XX-50] y 
[77-15] vale 

(1 +pi sen cp) 4‘i+ei’ . (1 — e, sen cp) Ul-ei) 

I VYl — ] T * 9 

2 CO,(+-+) 

que para e, = 0 se convierte en la [77-51]. 

Para profundizar el estudio de las representaciones equivalentes, 
también será útil sustituir la latitud cp por una nueva variable contada 
desde el ecuador y tal que el elemento de meridiano se exprese mediante 

[XX-54] — = M dcp , 


es decir, la nueva variable viene dada por 


[XX-55] Ü = J Mrdcp. 

'o 

En las antiguas variables cp, X, al rectángulo elemental de área dcpdX 
del plano paramétrico, correspondía en la superficie terrestre el rectán- 
gulo elemental de área variable Mdcp . rdX, mientras que con las nuevas 
variables í;, X, al rectángulo elemental paramétrico dt dX corresponde en 
la superficie terrestre un rectángulo elemental de la misma área dt d?.. 

Con la nueva variable í(, las fórmulas [XX-13] se convierten en 


[XX-56] 



k 



de manera que recordando [XX-15] y [XX-22], las representaciones equí- 
valentes se caracterizan por la condición 
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[XX-57] 


d|4. dr 

df ' á\ 


COS £o — 1 ■ 


En ésta [XX-57] no figuran explícitamente M y r y son válidas cual- 
quiera que sea la forma de los meridianos terrestres. Segun sea esta 
forma, así se obtendrá una u otra expresión [XX-55] para la nueva va- 
liable t en función de la latitud cf. En particular, si la superficie de 
la Tierra se eupone esférica, la [XX-55] se convierte en 


[XX-58] 


<P 

{ = J' a* cos cp dq? = a a sen cp. 


De ahí, que resuelta la cuestión de hallar una determinada represen- 
tación equivalente para la forma esférica de la Tierra, para pasai' de 
ella a la que corresponde a la hipótesis de una cierta forma atribuida a 
los meridianos terrestres, bastará reemplazar en los resultados alcanza- 
dos a a sen cp por la expresión de { que corresponda a la hipotesis adop- 
tada. Así, para el elipsoide de revolucion, de [XX-55] y [77-15] se de- 
duce 


[XX-59] 


q 2 (l — g. a )cos cp 
(1 —ex a sen a cp) a 


a 2 (1 — ei a ) / sencp _ 1 ■ i„ 1 + glSen( »L \ 

— 2 V 1 — ei sen 2 cp ^ 2e x 1 —e^sencp / 

y dcsarrollando el último miembro en potencias de e x , mediante 


[XX-60] 


f = a 2 sen cp 


(2 + cos 2 cp)sen cp + 0(ei 4 ) 


podremos darnos cuenta de la corrección atribuíble a [XX-58] para pa- 
sar a [XX-59]. 

Las proyecciones cilíndricas que cumplen las condiciones LXA-ddJ y 
[XX-34], convierten la condición de equivalencia [XX-57J en la 

dY dX , 

[xx-6i] "dT ’ "dT = 1 ’ 

siendo según [XX-56] los semiejes a’ y b’ de la elipse indicatriz de 
TiSSOT, el mayor y menor de los números 

dY , 1 dX 

[XX-62] h = r.~-- , k = — • áX • 


Si suponemos además que el ecuador se rectifica sobre el eje X se- 
gún la [XX-35], de [XX-61] obtendremos dY/df = l/a y por lo tanto, 
las ecuaciones de la proyección equivalente cilindrica ecuatonal seia 

[XX-C3] X = a\ , Y = — $ 

por habcr tomado el eje X 9 omo imagen del e ? u 5f° n r fr J? ct j f p ic SS2 J^ven- 
pura ,t = 0). Los semiejes b y a de la elipse índicatrtiz de Tissot v 

drán dados respectivamente, según [XX-62], por 

[XX-64] h = r/a , k = a/r , 

y ln móxima alteración angular 2«, en virtud de [XX-8], se obtendra 
mediante 


[XX-66] 


. / n , ® \_ÍL 

tB (T + T) -V' 
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Las fórmulas [XX-63], [XX-64] y [XX-65] son válidas cualquiera 
que sea la forma atribuída a los meridianos terrestres. Así, por ejem- 
plo, en la esfera [77-10], la variable i dada por [XX-58] convierte las 
[XX-63] en [77-30], es decir: 

[XX-66] X = al , Y = a sen cp , 

caso particular de [77-34] para e, = 0, confirmando que entonces la re- 
presentación es equivalente. Para este caso esférico, las [XX-64] se con- 
vierten en 

[XX-67] b' = h = coscp , a' = k = sec cp 

y la máxima alteración angular 2co se podrá obtener también mediante 
la segunda de las [XX-7] dando 


[XX-68] 


tgu = sen cp tg cp. 


Si en cambio suponemos que la Tierra es el elipsoide de revolución 
[77-16], la variable { dada por [XX-59] convierte las [XX-63] en 


[XX-69] X = aX 


= lb<i-“■>•(— 

1 , 1 + e, sen <p 


sen cp 
■ ei 2 sen 2 cp 


1 . 1 + e, sen <p \ 

+ T— ln -- 

2ei 1 — 6i sen <p / 

no coincidente con la [77-34] para ei distinto de cero o de uno, lo que 
confirma que la [77-34] no fuese en este caso equivalente. La represen- 
tación equivalente [XX-69], recordando [XX-64] y [77-15], tiene como 
semiejes de la elipse indicatriz de TiSSOT 

txx- 70 ] v = k=—-4+: ■= * = (i ~:'r ,<p)t - • 

(1 — ei'sen a <p)i cos cp 

Mediante [XX-7], la máxima alteración angular 2co podrá obtener- 
se de 

FYY 711 _ (1 — e, 2 ) sen cp tg <p 

2(l—ei sen-qit * 

Las [XX-69], [XX-70] y [XX-71] se convierten respectivamente en 
las [XX-66], [XX-67] y [XX-68] para « x = 0. 


tgco = 


III. Fórmulas generales para las representaciones conformes. — La 

condición neccsaria y suficiente [XX-21] para que una representación 
sea conforme, aplicada a [XX-19], mediante la introducción de la varia- 
ble q, definida en [XX-27], convierte en virtud de [XX-26] a las [XX-19] 
y [XX-21] en 


rfiíL 

ÍÍL\ # 4 , 

( oí. 


L' 3? 


\ dq 

+ d\ ) J 


La condición necesaria y suficiente para que se cumpla [XX-72] es 
que las funciones reales [77-22] que determinan la representación car- 
tográfica conforme cumplan 

Estas son las ecuaciones características de Cauchy-Riemann (§ 114-2'j. 
cuyo cumplimiento da la condición necesaria y suficiente para que las 
funciones [77-22] con derivadas pareiales continuas sean la parte real e 
imaginaria de una función analítica de la variable compleja q + iX 
(§ 114-2). Entonces será 

[XX-74] X + iY = f, (cp, ?v) + tfa(cp, \ ) = F (q + il) , 
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en que la función compleja F de variable compleja q + Ík es monógena 
(tiene derivada única en cualquier dirección) en los puntos del recinto 
en que se cumplan las [XX-73]. 

Si s'e cumple [XX-73], las funciones [77-22] serán armónicas, es 
decir, verificarán la ecuación diferencial de Laplace (§ 91-6, d) 

[XX-751 % + %r = 0. 

Recíprocamente, toda solución de esta ecuación [XX-75] puede tomar- 
se como función f a ó f 2 , pues entonces las [XX-73] son compatibles de 
manera que adoptada por ejemplo aquella solución como parte real fi, la 
integ-ración de una diferenqial exacta 

t xx - 7 6] f. = / + c 

(®o, Xo> 

determina, a menos de la constante C, la función conjug-ada f 2 . 

La integral general de la ecuación [XX-75] es 
[XX-77] X = f(q + il) + g(q-il) , 

con f y g funciones arbitrarias, a la que se asocia su conjugada ar- 
mónica 


[XX-78] 


f (n + il) — g(q — il) 


para que se cumplan las [XX-73]. 

De [XX-77] y [XX-78] deducimos 
[XX-79] 2f (q + il) = X + iY = F(? + il) 

| XX-80] 2g(q — ik) = X — iY = F(q — iX) , 

y por tanto para que X é Y sean reales, las funciones f y g deben 

tomar en puntos imaginario-conjugados valores imaginario-conjugados y 
i'M particular deben coincidir en el campo r eal. 

En esta forma obtendremos todas las representaciones conformes que 
H(‘ deseen. En particular, supongamos que se imponga la condición de 
que un cierto meridiano l 0 tomado como principal tenga imagen rectilí- 
nea en la carta, imagen que tomaremos como eje X en ella. Contemos 
romo en el § 77-5 las longitudes de los demás meridianos por el ángulo 
/ que formen con el principal, es decir, introduzcamos 
| XX-81] l = X — X 0 , 

cscribiendo en vez de [XX-74] 

| XX 82] X(+Z) + iY(q,l) = F (q + il). 

Entonces, para 1 = 0 debe ser Y = 0, por lo que de [XX-82] y 
| XX-79] deducimos 

[XX-83] X(g,0) = F(g)= 2f(g) , 

cH decir, la rcpresentación conforme estará completamente determinada 
incilinnte la función F(g) = 2f(g), que da el modo de desarrollar sobre 
cl cjc X el meridiano principal. Es lógico que así ocurra, si se tienen en 
cuenttt las condiciones que determinan una función analítica [XX-82]. 

I’or ejemplo, supongamos que la abscisa de cada punto del eje X 
coiTospondiente a un punto de latitud qi deba ser igual a la variable q 
inI roducida en [XX-27] multiplicada por el radio ecuatorial a. Será por 
| XX-83], [XX-79] y [XX-80] 

| X X-84'J aq = 2f(q) = 2g(q) = F(q) , 

cm decir, ln [XX-82] se convierte en 

[XX-85] X + iY = a(q + il) , 
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y separando variables, se obtiene la representación conforme cilíndrica 
ecuatorial 

[XX-86] X = aq , Y = al , 

vista ya en [XX-38], salvo que allí figuran los ejes X, Y intercambiados 
y se cuenta la longitud a partir de Greenwich. Si además suponemos la 
Tierra esférica, dicha proyección [XX-86] es la de Mercator, como ya 
se vió en Nota II. 

Supongamos ahora que el meridiano principal se rectifique sobre el 
eje X y se cuenten las abscisas a partir del ecuador positivamente hacia 
el N. La representación conforme, ya completamente determinada por 
estas condiciones, es la cilíndrica transversa de Lambert si se supone la 
Tierra esférica prescindiendo del achatamiento en los polos, o la de 
Gauss-Krüger si se tiene en cuenta ]a excentricidad ei del elipsoide te- 
rrestre de revolución. 

Para la Tierra esférica, la rectificación acp del meridiano principal 
da por [XX-83] y [XX-30] la función 

[XX-87] X(q,0) = F(q) = acp = a(2 arc tg e" — in) , 

en que e es la base de los logaritmos neperianos. Pasando de [XX-88] 

a [XX-82], por [XX-87] estableceremos 

[XX-88] X + iY = a(2 arc tg e ,+u — in) , 

o bien, refiriéndola a la latitud 


/ Jt 

, cp \ \ 

1 1 

( 4 

+ t)) 

~~ 2 ~ n J 


Las funciones X, Y pueden separarse mediante las [XX-77] y 
[XX-78] utilizando [XX-83], [XX-79] y [XX-80], por lo que 
r X = a(arctg e ,+ “ + arc tg e«- u — in) , 

[XX 90] |Y = -r- (arc tg e qti ' — arctge 11 "'') , 

en que es fácil probar directamente por consideraciones sobre valores 
imaginario-conjugados que los segundos miembros son reales. Las ecua- 
ciones [XX-90] no son otras que las [77-60] ya obtenidas para la pro- 
yección conforme cilíndrica transversa de Lambert. En efecto, de la pri- 
mera de [XX-90] deducimos ' 

X 1 

[XX-91] tg— = tg(arc tg e q * i ‘ + arctge»-") ” 

e ¡q — 1 e q — e~ q 2 . , 

---- , —--— = tg cp sec l , 

gí+ii _|_ e q - il 2 e" + e'" 

por ser 


[XX-92] 


- e~ q = tg(-j- + -f-) - cot (-T+ "f") - 2tgcp - 


La segunda de las [XX-90] se transforma fácilmente mediante las 
funciones hiperbólicas 

[XX-93] sen ia = i sh a , cos za = ch a , tg ¿a = i th a , 
por lo que 

[XX-94] tgf í—) = i th—= tg(arc tg e ,+ " — arc tg e q ~ il ) = 


i -) = i th- = tg(arc tg e ,+ "—arctge ? 

a / a 

e** il — e q ~" 2i e " — e~" _ 

1 + e Sq — e q + e~ q ' 2 i 

_ 2 i sen l _ 

te (-r ++) + cot *(-r + -r) 
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De ésta obtenemos 


[XX-95] 


de donde 


» 1 » 

a 

2 sen l 


e 2T /° — 1 
e“ T /° + 1 


+ cotg ("T +J t) 


= cos cp sen Z 


e 2T /° = 


[XX-96] e 2T /° = - + coscp3enZ 

1 — cos cp sen L ' 

y tomando logaritmos neperianos Uegamos a la segunda de las [77-60]. 

De modo análogo se podrían obtener las ecuaciones de las represen- 
taciones conformes que cumplan otras condiciones particulares. 

IV. Representación conforme de Gauss-Krüger. — La representación 
de Gauss-KrüÓer viene dada por la ecuación 

[XX-97] X + iY = F(q + ü) , 

la que para l = 0 dará la función F de acuerdo con lo visto en [XX-83]. 

Según la segunda condición que determina la proyección y el valor 
M del radio de curvatura del meridiano elíptico visto en [77-15], se ob- 
tendrá por 


[XX-98] 


'T 

X (cp, 0) = F (q) = j M dcp = 
ó 

= a(l — ei 2 ) I (1 — ei* sen cp )"'’/ 2 dcp 


es decir, rectificando el meridiano principal a partir del ecuador. La in- 
tegral elíptica del último miembro puede calcularse con mucha exactitud 
mediante el desarrollo en serie binómica de su integrando 

[XX-99] (1 — ei 2 sen 2 cp ) -8 / 2 = 1 -f- ei 2 sen 2 cp + ——et sen* q> 

2 8 

35 

H—— ei 6 sen 6 cp + 0 (e/). 
lo 

Si en [XX-99] sustituimos 


sen 2 cp = 


— ——- cos 2 cp 
2 


[XX-100] • sen*cp = -cos 2cp -|- 3 — cos 4cp 

8 2 8 


sen° cp = 


15 

cos2cp 4- 


cos 4cp — cos 6 cp 


«• intc'gramos, se obtiene 

[XX-101] X(cp, 0 ) = cccp -f p sen 2cp + y sen 4cp + 5 sen 6 cp + 0 (ei°) 
con 
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a = 0(1 — 6.’) ( l+-|-6.’ + ||«.‘+^|c.' + 0(e. 1 ) 


[XX ' 102] 1 /15 105 , 

Y =4-a(l-c.’)(f 6.‘ + —e.‘ + 0(e..)) 

8 = -|o(l_e,’)( _JL.e.'-0(e,-))- 

Desarrollando [XX-97] por la fórmula de Taylor 

[XX-103] F(q + ü)= F (q) + UF'(q) + F"(q) + ... + 

4- -|y- F VI1 (q) + 0(1°) 
al separar partes real e imaginaria, queda: 


[XX-104] 


X = F (<?) — — PF''(q) + 

+ -§T FIV(9) “ w FV1(?) + 0(n 

Y = IF' (q) -y- F'" (<?) + -yf^F v (q)- 0(H. 


De [XX-98], [XX-26] y [77-15] deducimos 
[XX-105] P' (ír ) = JÍ-.Jy=M+=cos V .N. 

Seguiremos derivando como función de función los segundos miem- 
bros, haciéndolo primero respecto de la variable cp y multiplicando luego 
por 

[XX-106] = -|y- cos cp = cos cp = (1 + p 2 ) cos cp , 

en que el último miembro se deduce de la scgunda excentricidad e' dada 

en [77-13], al introducir 

[XX-107] II = e'coscp. 

De [77-15] deducimos 

dN , „ Ne , 2 sen cp cos cp 

[XX-108] yyy- = ®d — e^sen^cpJ-Ve^sencpcoscp = i_ ei 2 S en 2 cp “ 


y por tanto, la derivada logarítmica de [XX-105] será 

F" / 1 dN sen cp \ dcp 
[XX-109] — = -TT-xr-—T -TT = 


ei 2 sen cp cos 2 cp — sen cp + e+ sen 3 cp _ 

— - 1 ...,■■■■ — ■ sen cp 

1 — e,“ 


es decir 

[XX-110] F"(g) = — cos 2 cp.Ni 

si introducimos 

[XX-111] t = tgcp , 1/cos 2 cp = 1 + t*. 

Derivando respecto de <7 los miembros extremos de [XX-109] y te- 
niendo en euenta [XX-10(i’J resulta 
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[XX-112] -p— — -pTj- = — cos 2 <p (1 + Tl 2 ) , 

de la que por [XX-109], [XX-105] y [XX-111] deducimos: 

[XX-113] F ”’{q) = — C os 3 cp.N(l —í= + n 2 ). 

De ésta y la [XX-105] se obtiene 

[XX-114] = — cos 2 cp (1 — í 2 + n‘) = 

= — cos 2 cp + sen 2 cp — e' 2 cos < cp 

y derivando ambos miembros respecto de q, recordando [XX-106], se ob- 


[XX-114] 


[XX-115] 


piy p”p"' 

P' P' a = 

= (4 cos cp sen cp + 4e' 2 cos a cp sen cp) (1 + n s ) cos cp 


es decir, por [XX-109L [XX-114] y [XX-107] será 

[XX-116] -~7“ = sen cp cos a cp (1 — f 2 + n 2 ) + 

r 

+ (4 + 4n 2 ) (1 + n 2 ) sen cp cos 2 cp , 
y al aplicar [XX-105] y [XX-111] resulta 
[XX-117] F IV (q)= cos 4 cp . Ní (5 — í 2 + 9n 2 + 4n 4 ). 

De [XX-117] y [XX-110] deducimos 

[XX-118] = — cos 2 cp (5 — í 2 + 9n 2 + 4n 4 ) = 

= — 5 cos 2 cp + sen 2 cp — 9e' 2 cos 4 cp — 4e'* cos” cp. 

Si derivamos ambos miembros respecto de q y tenemos en cuenta 
[XX-106] se obtiene 

pv P 1V P"' 

| XX-119] —— = —— + (10 cos cp sen cp + 2 sen cp cos cp + 

r r 

+ 36e' 2 cos* cp sen cp + 24e' 4 cos r ' cp sen cp) . (1 + n 2 )cos cp. 

Teniendo en cuenta [XX-118], [XX-113], [XX-110], [XX-107] y 
IXX-111], de ia anterior se deduce 

[XX-120] = — cos 2 c P (5 —- 1 2 + 9n 2 + 4n 4 )cos 3 cp. N(1 — t 2 + n 2 ) , 

F" — cos 2 cp.Nt 

+ (12 + 36n 2 + 24n‘) (1 +n 2 )í.cos 3 cp , 
de lu que por [XX-110] resulta 

| XX-121] F v (q)= cos G cp.N(5 —18í 2 + t 4 + 14n E —58t 2 n 2 + 

+ I3n 4 —64t 2 n‘+ 4n 8 -24t 2 n B ). 

De [XX-121] y [XX-105] con [XX-111] y [XX-107] se deduce 
|XX 122] = cos 4 cp(5 —18í 2 + í 4 +14n 2 —58t 2 n 2 + 13n‘ — 

64t*n 4 + 4n° — 24í 2 n°) = 1 — 20cos 2 cp + (24 —58e' 2 )cos 4 cp + 

+ (72e' a — 64e' 4 )cos° cp + (77e' 4 — 24e'°) cos 8 cp + 28e'° cos 10 cp. 

Derivando ambos miembros respecto de q y teniendo en cuenta 
| X X -106] se obtiene 

pvi p v p" 

I XX-123] _ = + [40 cos cp sen cp — 

•—.(96 — 232e' 2 )cos 3 cp sen cp — (432e' a — 384e' 4 ) cos 6 cp sen cp — 

(616e' 4 •— 192e' n )cos 7 cp sen cp — 280e'“ cos° cp sen cp] (1 + n 2 )cos cp. 
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De ésta, al aplicar [XX-105], [XX-122], [XX-109], [XX-107] y 
[XX-111] se deduce: 

[XX-124] ——— = — sen cp cos 4 cp (5 — 18f 2 + í 4 + 14n 2 — 58í 2 n 2 + 

N cos cp 

+ i3r, 4 _ 64íV + 4n° — 24í 2 n°) + sen cp cos 4 cp (1 + n 2 ) (40 + 40í 2 — 96 + 

+ 232n 2 + 232ÍV — 432n 2 + 384n 4 + 384Í+ 4 — 616n 4 + 192n + 

+ I92í 2 n 8 — 280n°). 

De la [XX-124] y [XX-111] resulta 
[XX-125] F VI (q) = — cos°cp . Ní(61 — 58f 2 + f 4 + 270+ — 330í 2 n 2 + 

+ 445n 4 — 680ÍV + 44n° — 600t 2 n° + 88n 9 — 192íV) • 

Si para el punto de latitud cp situado sobre el meridiano principal, se 
expresa su abscisa contada desde el polo Sur mediante S, para lo que se 
sumará al segundo miembro de la primera de [XX-104] un cuarto de me- 
ridiano, de manera que 

[XX-126] S = F (q) + Cuarto de meridiano, 

la aplicación de [XX-105], [XX-110], [XX-113], [XX-117], [XX-121] y 
[XX-125] a [XX-104] nos dará las coordenadas de los puntos de la carta 
con las ordenadas contadas a partir del meridiano prmcipal del huso en 
cuestión: 

f x = g+ Í005l^ + JW^Nt (6 _ t! + 9tl . + 4ll .) + 

2 24 

P cos° cp . Nt_ (61 __ 58¿2 + t < + 270^ —330ÍV + 

720 

+ 445+ — 680t 2 n 4 + 44n° — 600ÍV + 88n s — 192íV) + 
[XX-127] +0(í 8 ). 

Y = l cos cp . N + --~ ’ (1 — * + 11) + 

p cos 5 cp . N (5 _ 18É , + t * + I4n 2 — 58tV + 

T 120 

+ 13n 4 — 64tv + 4 ri° — 24tV) + 0 ( 1 "). 

Si en [XX-127] hacemos e! = e' = n = 0 obtenemos las coordenadas 
de la .proyección cilíndrica transversa de Lambert para la esfera, en que 
N = a (§ 77, ejercicio 2). 

La dilatación lineal m la calcularemos mediante [XX-14], al tener 
en cuenta las [XX-127] y [77-15]. Asi se obtiene, al despreciar termmos 
de orden superior a n 2 y 

[XX-128] m=k=±[(?£-) +(lf) ] = N.cosq, [( icos,, P- Nt + 

+ l¡> cos< ^ ■■■ — (5 — t 2 + 9n 2 ) + o (i 6 ) ) + ( COS cp . N + 


(5 _ 18t 2 + t 4 + 14n 2 — 58fV + 


6 

l 2 cos 8 q 1 ■ N 
2 


l* cos 5 cp.N 1Qf3 i 

(l_t 2 + n ) +- 24 -í 5 - 18í + 


+ í 4 + 14n 2 — 58tV) + O (í 8 ) ) ] * = 
r 2— t 2 + 5n a — 7tv 

= 1 + i 2 cos 2 cp(l + n 2 ) + i 4 cos 4 cp . -- jj- 

y cje^rrollando en serie binómica resulta 
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[XX-129] 


m — 1 + 


F cos 2 cp 


(i +n 2 ) + 


l* COS 4 Cp 

+ 24 (5 — 4t a + 14+ — 28*V) + O (l a ). 


Esta dilatación lineal coincide con la de Lambert (§ 77, ejercicio 3) 
para excentricidad nula e x = e' = n = 0. 

Si queremos calcularla en función de la ordenada Y, de la segunda 
de [XX-127] deducimos 

[XX-ISO] -X.= ¡cosf + * + „■> + 0 ( 1 ‘) , 

y elevando sucesivamente al cuadrado 

[XX-131] -|1 = i-coa-cp + - ' c ° s > ( 1 -f + tf) + O(P) 

[XX-132] YVN 1 = l* cos 1 cp + O(P). 

Combinando adecuadamente [XX-132] y [XX-131] para sustituir en 
[XX-129], resulta 

[XX-133] m = 1 + (1 + n = ) + 

+ W(l + 6o’ —2W)+ o (-£-). 

Esta dilatación lineal, coincide con la de Lambert para el' caso de 
la esfera en que Ci = e' = p = 0 y N = a, (§77, ejercicio 4). 

Para obtener la convergencia del meridiano definida en § 77, ejerci- 
cio 5, en la que l = l 0 constante, será más cómodo referirse al paralelo 
cp = cp 0 que pase por el punto que se considere y que en la carta con- 
tinúa siendo ortogonal al meridiano, pues entonces se deduce fácílmente 
de las [XX-127] la pendiente 

rvvi0 ,i + a Y 3X 3X 3Y T, 

[XX-134] tg y =-r— : —— = —: —r— = l cos cp . í + 



3Y 

3X 

3X 

3y r 


3cp 

3q> 

~ 3/ : 

: 3 / - L 


+ — ° - g fP ' ¿ (5 —^ + 9^ + 4^) + ' 1 (61 — 58¿ 3 + 

+ í 1 + 270ti 2 — 330¿V + 445P 1 — 680í*n 4 -f 44n a — 600tV + 

+ 88p 8 — 192í 2 t, 8 ) + 0 (F) J : [ 1 + (1 _ t » + ti 2 ) + 

cos 4 cp 

+---- (5 — 18í 2 + í 1 + 14ti 2 — 58Í-V + 13ti‘ — 64f*n 4 + 

+ 4ti° — 24í 2 ti°) -f 0 ( 1 °) J = 

= / COS Cp . tch -f l 3 COS 3 Cp . ÍOa + /® COS n Cp . ÍOs -f 0 ( V) , 

en c|uc los coeficientes indeterminados Oi, a 3 , a s se calculan fácilmente. 
rcdultando finalmente 

I XX-136] tg y = í cos cp . í + - (1 + í 2 + 3-n 2 + 2ti 4 ) + 

+ C °f 6 ,P ' ■ ( l + 2í 2 +í 1 + -y-Tl 2 + -y-Tl 1 -20t 2 Tl 1 + 

+ “ Tl a — 30ÍV + -y- Tl* — 12f 2 n 8 ) +0(D. 
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Esta convergencia del meridiano coincide con la de Lambert (§ 77, 
ejercicio 5) para el caso esférico e a = e' = p = '0. 

Las fórmulas [XX-127], [XX-129] y [XX-135] han sido preparadas 
para el cálculo con máquina y tabuladas en la publicacion tecnica nu- 
mero 9 del Instituto Geográfico Militar: Coordenadas planas rectangvr 
lares Gauss-KRüGer. Nuevas fórmulas y tablas para cálculo con maquina 
(Buenos Aires, 1946). 

V Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático 
(citados en Cap. XVIII, nota III, 2), en particular los franceses,_suelen 
dedicar extensos capítulos a la Geometría diferencial. Son por ejemplo, 
notables los de Goursat, Vallée Poussin y en forma vectorial, las ex- 
posiciones de Valiron y Severi (citados en Cap. VI, nota VI-2, 4 y &). 

2. Los textos de cálculo y análisis vectorial y tensorial (citados en 

Cap. XVII, nota V-l, 2 y 5) tratan preferentemente la aplicacion del 
tema a la Geometría diferencial. E1 citado de Bieberbach es una breve 
y excelente introducción de rico contenido. , . , 

Existe también como curso didáctico excelente para mgemeros ei ae 

G JuVET: Leqons d’Analyse vectorielle : 1™. Partie: Géométne diffé- 
rentieile des courbes et des surfaces. Théorie mathématique des champs 
(reimpr. 1945); 2e- Partie: Applications de l’Analyse vectonelle. Intro- 
duction á la Physique mathématique (1935; Rouge, Lausanne). 

3. Exposición parcial, dedicada sobre todo a las teorías de contacto 
y envolventes, seguidas del estudio de curvas y superficies es: 

G. Julia: Éléments de Géométrie infinitésimale (Gauthier-Vuiars, 
París; 2^ ed., 1936). 

Más extensas y modernamente concebidas son 

W. C. Graustein: Differential Geometry (Macmillan, Nueva York, 
1947) 

D J Struik: Lectures on classical Differential Geometry (Addison- 
Wesley, Cambridge, Mass., 1950); traducción española: Geometna dife- 
rencial clásica (Aguilar, Madrid, 1955); . 

L. P. Eisenhart: An Introduction to Dxfferential Geometry (Univ. 

G. Julia: ^Cours de Géométrie infinitésimale (2^ ed., en fascículos, 
Gauthier-Villars, París, 1953-1955). . , . 

Moderna y excelente obra, incluyendo la diferenciacion exterior, es 

E. Vidal Abascal: Introducción a la Geometría dxferencial (Dossat, 

Amplio uso de métodos vectoriales y tensonales en la presentacion de 

material clásico, se hace en: , , M , 

V. Hlavaty: Differentialgeometne der Kurven und b lacnen una 
Tensor-Rechnung (Noordhoff, Groningen). 

4. La obra fundamental que responde al. estado actual de la Geome- 
tría, tratando en el primer volumen la teoría métrica de curvas y super- 
ficios, en el segundo la Geometría afín y en el tercero las Geometnas 

especiales, es la de , . 

W. Blaschke: Vorlesungen über Differentialgeometne (3 vois., 

Springer, Berlín, 4$ ed., 1945; 1923; 1929). . 

Un tratamiento más breve del primer volumen de la obra antenor, 
debido a la introducción del método de Cartan y a la omision de algu- 
nos tópicos, está en .. , 

W. BLASCHKE : Einführung in die Differentialgeometrxe (Spnnger, 

Berlín, 2^ ed., 1960). .. 

Tomadas en estos libros, están las conferencias en casteiiano: 

W. Blaschke: Geometria diferevcial modema (Instituto de Mate- 
máticas “Jorge Juan”, Madrid, 1950). 

Obras clásicas de consulta son 
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, G. Darboux: Legons sur la théorie générale de surfaces; vol. I: Gé- 
nerahtes. Coordenadea curvilignes. Surfaces minima; vol. II: Les con- 
gruences et les equations hnéaires aux dérivées partielles. Des lignes tra- 
cees sur les surfaces ; vol. III: Lignes géodésiques et courbure géodésique. 
larametres differentiels. Déformation des surfaces; vol. IV: Déforma- 
hon infiniment petite et représentation sphérique (2^ ed., Gauthier-Vi- 
llars, 1925), 

y la Primera en introducir el cálculo diferencial absoluto: 

L. Bianchi : Lezioni di geometria differenziale (23- ed., 2 vols.. Snoe- 
rri, Pisa, 1902-3). 

Sobre este método, aparte las ya citadas en Cap. XVII, nota V, 6, 
esta la extensa obra: 

i j' ^ H0UTEN y D. J. Struik: Einführung in die neueren Metho- 
den der DifferenUalgeometrie (2 vols., Noordhoff, Groningen, 1938), 
asi como el valioso libro: 

J. A. Schouten : Ricci-c£iZcmZms. An introduction to tensor analysis 
and its geometrical applications (Springer, Berlín, 2^ ed., 1954). 

Un método directo original contiene el segundo volumen de la obra 
de Bouligand (citada en Cap. XVII, nota V, 2), y con nuevos resulta- 
Uos siguiendo el camino trazado por éste y Menger, los fascículos de: 

^? 8 méth °des directes en Calcul des variations et en Géo- 
metne differenUelle (Actualités Scient. et Ind., n°s- 885-6, Hermann, Pa- 
rís, 1941). ’ 

5. Sobre la Geometría. de Riemann existen importantes libros, tales 
como: 

C. E. Weatherburn: An introduction to Riemannian Geometru and 
the tensor calculus (Univ. Cambridge, 1938), 

L. P. Eisenhart: Riemannian Geometry (Univ. Princeton, 2 % ed., 

1 ) y 

. E C ARTAN . L e q 0ns sur i a Géométrie des espaces de Riemann (Gau- 
thier-Villars, París; 2 a e d., 1951). 

didáctico y moderno tratado de temas superiores de Geometría 
diferencial es 

G. Vranceanu: Leqons de Géométrie différentielle. Vol. I: Congruen- 
ccs. Formes de Pfaff. Groupes continus. Invariants et équivalence. Espa- 
ccs a connexion affine. Espaces de Riemann. Espaces á connexion pro- 
jective (Bucarest, 1947). 

L1 mejor libro sobre la generalización de los espacios de Riemann, 
00,1 una ir ivestigación sistemática del papel que juega la diferenciación 
!‘! 1 la iun damentación de la teoría y la introducción de una clase de pro- 
lilcinas naturales (la mayoría no resueltos en n dimensiones) como guía 
imni desarrollos futuros es: 

II. Busemann: Metric methods in Finsler spaces and the founda- 
trons of Geometry (Annals of Math. St. n<? 8, Univ. Princeton, 1942). 

. . 1 '! 111)10 anterior trata con métodos modernos las fecundas ideas que 
origmó en su tesis: 

P. FlNSLER: Über Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen (Gót- 
mgen, 1918; reimpresa con bibliografía adicional por H. Schubert, Birk- 
hlluaer, Basilea, 1951). 

L. I.a obra clásica de Geometría diferencial proyectiva es 

<¡. Fubini y E. Cech: Geometria proiettiva differentiale (2 vols., 
/nnichelh, Bolonia, 1936). 

(’ontiene métodos y resultados nuevos, con bibliografía a partir de la 
unterior, lu obra: 

C¡. Bol: Projelctive Differentialgeometrie. I Teil. (Vandenhoeck y 
lluprecht, Gñttingen, 1950). 

• Mi ns importantes obras, la segunda continuación de la primera, son: 

F 1 liANE: I'rojective differential Geometry of curves and surfaces 
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(1932); A treatise on projective differential Geometry (1942; Univ. 
Chicago, 111.). 

7. Sobre representación de superficies y su aplicación a la cartogra- 
fía terrestre, es admirable y fundamental la clásica obra: , 

M. A. TlSSOT: Mémoire sur la répresentation des surjaces (raris, 

1881).’ ’ . , 

Excelente folleto de divulgacion es _ ... , T - nv , oa j- 

F Aguilar : Nociones sobre proyecciones cartograficas {Lecciones ae 
Geodesia, 3^ parte, C. Est. Ing.; Ser. A, n° 3, La Plata, 1941; reimD . 
Asoc. Prof. Fac. Ciencias Fisicomat., 1954). 

Una síntesis didáctica extraída de la obra de Tissot y de publica- 
ciones técnicas del Instituto Geográfico Militar de la Argentma es: 

P. Pi Calleja: La proyección conforme cihndnca transversa d 
Lambert como introducción a las coordenadas de Gauss-Kruger tLentro 

ESt " En íenérarioí tmtldts^ ’de Geodesia contienen exposicionesmáso 
menos extensas sobre la cuestión. Una obra 

los preliminares matemáticos necesanos para la formulacion de las rela 
ciones características de las transformaciones generales dlscutldas \ c0 
introducción de coordenadas vectonales generales complejas P ara 
feroide que permitan la aplicación de los métodos funcionales de variable 

compleja, es. Weise: Mathematische Grundlagen der hóheren 

GeoSieund Lnogriphie. Erster Bsnd : DasErdspharoid und se.ne 
Jconformen Abbildungen (Springer, Berlm, 1951). _ 

Puede considerarse como un resumen de la anterior la obra ; . 

P. D. Thomas: Conformal projections in geodesy cmd ca/> togi aphy 
(U. S. Dep. of Commerce, Coast and Geodetic Survey, I ubl. n 2 , 
Wáshington, 1952). 

8. E1 estudio de la Geometría reglada, aparte los capítulos anteno- 
res en las obras generales de Geometría diferencial antes citadas, pu 

miciarse^en^ ; Ein ^ ührung in die Liniengeometrie und KmemaUh (Teub- 

ner Leitfáden, Leipzig, 1935). . t 19871 

r Sauer: Projektive Lmiengeometne (Goschen, Leipzig, íJit). 

Es clásica la obra más extensa /ronUtior VI- 

G. Koenigs: La Géométrie reglee et ses applications (Gauthier-V 

llars, París, 1895), 

modernamente continuada y profundizada en 7 Unéni 

A. Charrueau : Complexes linéaires. Faisceaux de complexes Imeai- 
res. Suites et cycles de complexes hneaires conjugues (Mem. Sci. Math. 
n9 120 Gauthier-Villars, París, 1952). . . . , 

Mediante el uso de coordenadas plückerianas, transporta el estndl ° 
de las multiplicidades regladas al de la geometna diferenc^ 
drica de 4 dimensiones en un espacio proyectivo de 5 dimensiones, 

extensa ot,ia vATY; Lifferentielle Liniengeometrie (1945; trad. mglesa: 
Differential linie geometry, 1953; Noordhoff, Gronmgen). 
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78. INTEGRAL DE RlEMANN-STIELTJES 


1. Definición como límite en un conjunto dirigido. — En 

Geometría analítica se aprecia la ventaja de introducir siste- 
mas de abscisas distintos del cartesiano. Si a; es la abscisa car- 
tesiana, o sea la distancia al origen 0, tomemos como abscisa 
cualquier función creciente g(a:) y veamos cómo se modifica el 
concepto de integral de Riemann al adoptar estas abscisas ge- 
nerales. 

Dividiendo el intervalo [a, b] por puntos intermedios 
a = íCo -< < ... < x n = b los incrementos de abscisas son 

8 r = g(z r ) — g(x r -i)> 0 y formadas (cfr. § 48-2 y 3) las su- 
mas 

s = 2m r 8 r , S = SM r S r , 

es s < S. Como las demostraciones dadas en § 48 son genera- 
les para todo sistema de abscisas, resulta para la suma s' ior- 
mada con cualquier partición n', que s' < S", cualquiera que 
sea la partición n". 

Si las clases s y S son contiguas, el número frontera se 
llama (según Stieltjes) integral de f(x) resvecto de la me- 
trica g(x) y se designa con la misma notación 

b 

(g ) f í(x)dx 

a 

anotando a la izquierda la métrica adoptada; o más claramen- 
te así: 

b 

[ 78 - 1 ] / f(aj)dg(a:)- 

a 

Como las s crecen al subdividir y las S decrecen, unas y 
otras llegan a diferir del número frontera menos de 8 desde 
una partición en adelante, y lo mismo toda suma mtermedia, 
resulta 





358 


XXI. INT. GENERALIZADAS. SERIES E INT. MÚLTIPLES § 78 -1 


b 

í 78-2] j* f(»)dg(a;) = lim 2 5 r , con m r < r\ r < M r , 

a 

donde el límite se toma según el conjunto dirigido de las par- 
ticiones 7z (nota 1) pudiendo tomarse en particular n r = f(¿ r ), 
si esjr un punto cualquiera del intervalo (z r . u x r ). 

Si las clases s y S no son contiguas, resultan como extre- 
mos la integral inferior y la.superior. 

Notas: 1. En [78-2] hemos utilizado el concepto de límite según el 
conjunto dingido de particiones (§ 2-7, nota 2, y § 48-3 a) 

La mtegral de Stieltjes es ejemplo de la fecundidad de lo's llamados lí- 
mites dirigidos o generales. Consideremos en general un conjunto de números 
reales j u a J- ,(tal el de sumas inferiores s) en correspondencia con sus ín- 
(üces a (no necesariamente números), índices ordenados según un crite- 
no de dirección (§ 2-7, nota 2) (tal las particiones dirigidas según el 
cnterio de subdivisión (§ 48-3) y a cada una de las cuales corresponde 
una suma ínferior s). 

Entonces, la definición de límite de una sucesión (§ 20-1) puede ge- 
neralizarse al conjunto \u a )• dirigido según índices, así: 

Def. 1. El conjunto dirigido Ua tiene límite l si a todo número po- 
sitivo e corresponde un índice a 0 tal que para todo índice a T > 1 uo se 
cumpla | ua — 1 1 < e. 

Respecto de la existencia del límite l vamos a demostrar el teorema 
analogo al criterio general de convergencia de Bolzano-Cauchy (§ 20-6). 
es decir: 

Teor. 1. Condición necesaria y suficiente para la existencia del lí- 
mite de un conjunto dirigido (ita } es que a todo número positivo e co- 
rrcsponda un índice ao tal que para todo par de índices a'[>]ao, a"[>lao 
se cumpla \ u a ’ — u a " | < e. 

En efecto, la condición es necesaria, porque si existe límite l, según 
lu definición 1 sea a 0 el índice correspondiente a e/2. Entonces, para 
cualquier par a'[>]a 0 , o"[>]a 0 será 

I Ua' — Ua" | < | Ua' —Z| + | l — Ua" | < £. 

!‘ a condición es también suficiente, pues de la misma se deduce por el 
ubsurdo que es 

0 < extr sup Ua — extr inf u a < e , 
a[>]a 0 a [ > ] a 0 

dc donde sigue la igualdad 

extr inf (extr sup u a ) ■— extr sup (extr inf u a ). 
a 0 a[>]a 0 o,, a[>]a<, 

Iv ic liltimo valor común I es el límite que cumple la definición 1, pues 
l ln ' ‘ttual al primer miembro, existe un índice a,, tal que para todo 
"I I ui, es ««<( + £, y por ser igual al segundo m i e m b r o, existe 
"ii" iudire a» tal que para todo a[>]a, es u a > l — e. Un índice o,, 

1 1" 1 ‘ '' II il l ;| _ vez Ui,[>]«,, u 0 [>]a, verifica la definición 1. 

Iln conjunto dirigido |«o [ puede ser monótouo según sus índiees. 
Ahí definiremos: 

l >| :i'\ 2. El conjunto dirigido \u a ¡- se llama creciente (decrecienle ) 
i" la condición u'[>]a" implica 

Ua' > Ua" (Ua' < Ua" ) . 
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Por ejemplo, las sumas inferiores s forman un S^según 

las sumas superiores S un conjunto decreciente a^b°s cliygid°s segu 
las particiones ordenadas por el criterio de subdivision 
Entonces, demostremos (cfr. § 20-4) : 

TEOR. 2. Todo conjunto dirigido creciente \ua \. t ¡; ene l{ T^J'T^los 
infinito (§ 20-1) coincidente con el extremo supeuoi (§ 2 ) 

números u a • , /;„f;„;+ n \ rpcnpcto de todo 

En efecto, si dicho extremo supenor es l (infimto) , P 

número 1 — e < l (H < + °°) existe algun índice a 0 tal que 
l > ua 0 > l — e ( u * n > H > 
y para u[>]ao, por monotonía, será también 

l, > ua > l — e («a > H ) * 

C “ P t“ 'análfgTsfcnmple para todo conjnnto dü-igido decreciente 
con extremo inferior en lugar de extremo supeuoi. 

Estos tcoremas demuestran riguro- 
samente la igualdad [78-2]. 

2. Acabamos de ver que la existen- 
cia de la integral implica la convergen- 
cia, hacia un mismo límite, de las sumas 
[78-2] para n -» oo, es decir, con error 
< e, desde una partición en adelante, 
pero caben tipos especiales de particion, 
con norma h —» 0, que no dan sumas , 

convergentes bacia el valor de la integral. He aqui un ejemplo, muy 
cillo (fig. 265) : 



0 Ó 

Fie. 265 


Í(X) = 


= 0 si es x < 0 
= 1 * > 0 


g(x) = 


= o „ „ * < o 

= 1 „ „ * > 0 


En las particiones que no tengan el origen como punto de divi S :lón, 
es Sn — 0 v Stt = 1, por pequeña que sea la norma. Sm embargo, 
giendo O como punto de división es s = 0, S = 0, luego existe la mtegial 


^ ^^Salta, p'ues, a la vista la ventaja del método de las clases i y «1 del 
límite según las particiones jt, sobre el metodo de la ■J- 9 uaMac de 
ordinarios para las diversas sucesiones y sobre el metodo del nmite g 

la norma (ver ejercicios). a TT ., , „ TY ^ota 

En algunos textos (por ejemplo Hobson citado en Cap. IX, n 
VIII, 3) la integral definida según [78-2] suele llamarse j 

ralizada de Riemann-Stieltjes. Caso partxcular de esta es la integ l 
restringida de Riemann-Stieltjes (solo considerada en muchos tex 
clásicos, por ejemplo Lebesgue, citado en Cap. XIII, nota V, 3), defin 
cuando existe límite según la norma y que expresaremos asi. 


6 


[78-3] 


(R-St) f f(*)dg(a) = lim 
J fc-»o 



a 


2. Relación con la integral de Riemann. — Entiéndase bien 
que en la notación [78-1] significa dg(oj) = Ag(z), esto es, 
incremento y no diferencial, pues la funcion g(aJ) pueae no 
ser diferenciable ni siquiera continua y, por tanto, esta nora- 
ción es más general que la de Leibniz. Este nuevo concepto 
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coincide con el clásico de integral (R) cuando g(a;) tiene de- 
rivada integrable (R). 

En efecto, si es g'(x) = a(x), es (§ 35-1) : 

[78-4] g(x r ) — g (x r ~\) = a(| r )Az , 

y las sumas: 

[78-5] 2f(| r )[g(a: r ) — gítfr-i)] = 2f (£ r )a(¿ r ) Az , 

que están comprendidas entre s y S, llegan a diferir de [78-1] 
menos de s, desde una partición n'; pero esas mismas sumas, 
desde una partición n posterior a n', llegan a diferir menos de 
e de la integral de Riemann : 

b 

[78-6] f f (x)a(x)áx 

J a 

si ésta existe: tal es el caso cuando se suponen ambas funcio- 
nes_f(a:) y a(a;) integrables (R) (§ 49, ejercicio 2); luego 
las integrales [78-1] y [78-6] difieren en menos de 2e, y como 
e es arbitrariamente pequeño, deben ser iguales. 

Más general: aunque g(x) no sea derivable, si es integral 
indefinida de una función a(x) (continua o d.iscontinua), es 
decir: 

X 

[78-7] g(z) = f o.{x)dx , 

J a 

subsiste [78-4] sustituyendo a(£ r ) por un valor |i r compren- 
dido entre los extremos ra r y M r de a(x) en el intervalo par- 
cial; y al multiplicar por f(£ r ) se obtiene una suma interme- 
dia entre las s y S que conducen a la integral [78-6] si es 
l’.(í r )> y Por tanto, la integral (St) coincide con la [78-6] 
si ambas existen. Cualquier caso se reduce al f(x)^ 0, por la 
propiedad aditiva, expresando f como diferencia de dos fun- 
ciones no negativas: f = |f| — [|f|—f]. 

En particular, si a(o;) es continua, es g'(x)= a(x) y re- 
caemos en el caso anterior. 

La integral de tipo (St) es, pues, una generalizaéión de la 
(R) ; y es legítimo usar la notación [78-1]. 

NotAS: 1. No basta que f(a;) sea integrable (R), ni aun continua, 
y «'( x ) derivable. para que exista [78-6]. Por ejemplo, si se toma 
!(•<•) 1 y como g(íc) la función de Volterra (Cap. XIII, nota IV), 

i|im licno derivada acotada no integrable (R), entonces no existe la in- 
tcgriil [78-6], mientras que existe la integral de Stieltjes: 


dg(x) = g(b) — g(a) , 

J a 

dotido g(x) es de variación acotada (§ 78-6), según se comprueba al 
nplicnr [78-4] (cfr. § 65-9, nota 1). 
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2. Se puede considerar a g(x) como medida de una masa repartida 
en el intervalo (a, b) y entonces Ag(x) será la masa en [a?r-i, *rj. » 
g(aj) es continua, la masa de cada punto es nulajpero cabe que existan 
masas puntuales aisladas, y si o es la masa del punto x*, la 

g(x) recibe un incremento o salto o al pasar de la ízquierda a la 

Por esta interpretación, en que reside la importancia de la mtegral 
de Stieltjes en Física, se llama g(x) funcwn de reparticion (o de dis- 
tribución) ; y cuando existe a(x), ésta es la densidad (lineal). 

3. Condiciones de integrabilidad. — Son las mismas ya es- 
tudiadas en la int'egral (R), consecuencias inmediatas del cn- 

terio general: . , , . 

Condición necesaria y suficiente yara la existencia de la in- 
tegral [78-1] es que yara cada e > 0 exista una yarticion tal 
que sea 

[78-8] 2(0r[g(*r) — g(^r-l)] < £ » 

donde como siempre es o>, = M r — ra r . La [78-8] equivalea 
poner que el límite según las particiones es Umlci) r b f -u 
(§ 78-1, nota 1, definición 1). 

En cambio para la existencia de [78-1] no es necesario (cfr. ejem- 
plo § 78-1, nota 2) que sea nulo el límite segun la norma 

[ 78-91 lim % o) r 8r = 0; 

h—>0 

dicha condición [78-9] es necesaria y suficiente pwa !a 

«¿ssr (^^ 

iSteSwOoB® medida 8r, tales 

Istsisrsv^ '~¿ «-SviíS; 

un solo punto de discontinuidad, este no es de medida (g) nu . 

En particular, se obtienen los dos casos capitales, suficien- 

tes de integrabilidad, para [78-1]: «ovtiVidn es- 

I. f(a) continua. Siendo co r < co desde una paiticion, es. 

S _ s = 2co r 5r < <*>25r = co[g(b) —g(a)l < e > 

eligiendo co suficientemente pequeño; luego existe \a integrai 
[78-1] de Stieltjes, aunque g(x) sea discontinua, si es m 

f(x) monótona. Suponiéndola, por ejemplo, creciente, 

s — 8 = 2co r 5r < fr2o r = h[f(ó) — f(a)] 

si son todos los 5 r < h, o sea g (x r ) — g (^r-i) < 

verifica desde una partición en adelante si g(x) es contmua. 
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En § 78-6 generalizaremos estos dos tipos para funciones 
de variación acotada. 

Nota. Ambos casos: I, f(a:) continua y g(a:) monótona, y II, f(x) 
monotona y g(a;) continua, son suficientes para la existencia de la inte- 
gral restringida [78-3], pues los razonamientos subsisten para una norma 
h-*0 en adelante (§ 49-1). 

4. Propiedades fundamentales. — Basta repasar § 48-5 (que 
ya fué desarrollado con miras a esta generalización) para ver 
que subsisten sin modificación las propiedades siguientes con 
sólo interpretar ahora 8 r = g(aj r ) — g(aj r _!). 

a) Teorema del valor medio: 

t b 

[78-10] j f(z)dg(&) = fi[g(6)—g(a)] , ( m < p < M) 

• a 

siendo m y M los extremos de f (a;) en ( a , b) 

b) Permutación de extremos: 

b 

[78-11] j f(x)dg(x) = — j* f(íc)dg(aj) 

b a 

a 

[78-12] j f(#)dg(aO = 0. 


c) Aditividad respecto del intervalo: 

_ b c b o b a * 

[78-13] f = f + f , f + f + f . o. 

° o c a c b 

Nota 1. En conexión con la [78-13] observemos que para la in- 
legral restrtngida (R-St) (§ 78-1, nota 2), la existencia de las dos 
mtegrales del 2 1 ? miembro no implica la del l^. Por ejemplo, si 


f(x) = 


1 , (0<£C<1) 

0 , (1 < x < 2) 


, g(»)= 


0 , (0 < * < 1 ) 

1 , ( 1 <*< 2 ) , 


ho tiene 


(R-St) j f(x)dg(x)= 1 , (R-St) | f(a)dg(«) = 0 , 


-6 

(R-St) [ f(*)dg(*) 


uo exlste. 


(/) JÁnealidad resyiecto del integrando: 
r b 

[7H-M] j kf (ír)dg(a;) = k f f(o:)dg(a;) ; 

J a J a 
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b b 

[78-15] J £ í fn(z)] dg(aj) = 2 J f«(*)dg(a;). 

a ° 

e) Linealidad respecto de la distribución g(x) : 

b b 

[78-16] J f(x)d[kg(x)~^ = kj f(x)d.g(x) ; 

a a 

b ' b 

[78-17] J f(x)d |~ 2 gn(x) | = I j f(x)dgn(x). 

a a 

f) Promedades de monotonía. — Para g(x) creciente la 
integral de una función > 0 es > 0; resulta entonces de d) 
por sustracción: 

>b r 

[78-18] Si f(x) < cp (x) , j f(x)dg(x) < j cp(a:)dg(a:) , 

a a 

[g(a:) crec.]. 

De aquí resulta, observando que —| f (x) | < f (a:) < | f (a:) |: 

b Á* r> b 

— J | f(a;)|dg(a 5 ) < j f(x)dg(x) < J | f (x) | dg(a?) , 

a a a 

[g(a?) crec.] , 

o sea (cfr. [48-29]): 

b . b 

[78-19] J f(a:)dg(a;)| < j | f (a;) | dg(a;) , [g(a;) crec.]. 

a a 

También resulta de a), o bien de [78-18], por ser |f(a;)[ < 
< Máx | f (a;) |, que 

a § * S b 

b 

[78-20] r [ f(a;)| dg(a;) < Máx | f (a:) |. [g(ó)—g(a)l » 

J asxúb 

° [g(a;) crec.]. 

g) Continuidad de la función integral: 

[78-21] F(a;) = f f(x)dg(x). 

Su incremento, según [78-13] y [78-10], puede expresarse 
así: 

x h 

[78-22] F(x + h) — F(x) = f f(x)dg(x) = 

a; 

= p[g(a; -f h) — g(x)] , 
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siendo m < < M si g(x) es creciente ; si además es continua, 

este incremento es arbitrariamente pequeño tomando h sufi- 
cientemente pequeño; luego F(a;) es continua si lo es g(x), y 
f(aj)_es acotada. En cambio, es importante hacer notar que la 
función integral de Stieltjes es discontinua en los puntos don- 
de f(a;) es continua y no nula, si en ellos es g(x) discontinua. 

Nota 2. E1 cociente AF /h tiene límite para h —» 0, si existe g'(a;) y 
f(x) es continua; pero este caso especial, que da F'(«) = f(cc)g'(a;) ha 
sido tratado en § 78-2. 

5. Distribución discontinua de especie. — Consideremos 
el caso más sencillo, con salto o en 

g(x) = tl para x < £ , 

g(¡r) = x) + o para x > £ . 

Cualesquiera que sean los puntos x r de partición, el salto 
se presenta en un solo intervalo y en él es Ag = o, mientras 
en los restantes es Ag = 0, luego las sumas por defecto y por 
exceso son s = m r o, S = M r o, y si f(o;) es continua tienden 
m r y M r hacia f(¿) ; por tanto, existe la integral, y vale: 

b 

f f(a;)dg(a;) = of(£). 

a 

En general, si son varios los puntos ¿ r de discontinuidad 
de la función escalonada g(a;) con saltos o r . en número finito, 
resulta análogamente: 

b 

[78-23] f f (X)dg(x) = oxf (íi) + o a f (&) + . . . + o n iU n ). 

~ a 

La integral de Stieltjes permite, pues, expresar sumas fi- 
nitas; y cuando estudiemos intervalos infinitos veremos que 
funde en un solo algoritmo las series y las integrales conver- 
gentes (§ 80). 

6. Funciones f(x) ó g(a:) de variación acotada. — a) Aun- 
que hemos supuesto g(a:) creciente, la descomposición de Jor- 
DAN (§ 55-9, d) permite generalizar la integral (St) al caso 
en que g(x) sea de variación acotada, es decir, diferencia de 
dos funciones crecientes: g(x) = g t (x) — g 2 (x), pues basta de- 
t’inir: 

b b b 

178-24] | f(x)dg(x) = f f(x)dg^(x) — f f(a;)dg 2 (a;) , 
o bien llegar a ella partiendo de las sumas [78-2], que se des- 
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componen en diferencias de dos, cuyos limites son estas mte- 
grales, si existen. Tal sucede, por ejempio (eriterio II, si f(*) 
es continua ; pero eabe tambien, como en la mtegral (R), que 
exista la integral (St) de funcion f(a;) muy discontmua. 

Escribiendo las fórmulas [78-10] a [78-17] para gl y para 
g 2 , y, restando las de cada par, quedan generalizadas las pro- 
piedades del § 78-4 para distribuciones g de vanacion acotada. 

También el tipo II (f (x) monótona y g(x) contmua) ad- 
mite análoga generalizacion, expresando f (a;) - fi(») 
como diferencia de funciones crecientes, si es de variacion aco- 

tad Resumen: Los dos tipos fundamentales de existencia de_ la 
integral (St) son éstos: f(x) continua y g(x) de wrnctdn 
acotada, o viceversa. Como de uno se Pasa al ° tr ° mediante m- 
tegración por partes, como veremos en § 79-1, ambos son equi- 
valentes, y tienen todas las propiedades a)-f) demostradas en 
§ 78-4 como inmediata generalización de la mtegral de RlE- 

MANN. 


b) En cambio, las propiedades de monotonía (§ 78-4, /), que exigian 
g(íc) creciente, se generalizan así: 

TeoR. 1. Llamando V(a>) a la variación total (§ 55-9, a) de g(f) 
en [a,x]: V(x) = \*°g(t) es: 

b . r b 

[78-25] | J f(x)dg(x)| < J |f(«)|dV(x)< a Mfa b |f(«)|.V(6). 

Fn efecto si P(x) y N(*) son las variaciones positiva y n ®K a * lv ® 
de g% t de g(*)=g(»)+P(«)-N(«), «sulta por § 78-4, e 

y la definicación [78-24] 

l> r b r b 

[78-26] f f(*)dg<*)= J f(»)dP(*)-J f(*)dN(«) , 

J a a 

de donde, por [78-19] y [78-17] con P(») + N(»)=V(«)¡ 

b b & 

|/fd,|<|/fdp| + |/«N|< J|f|dP+/|f|dN=/ líldV. 

o o a a 

La segunda parte de [78-25] resulta de [78-20], pues 
V (a) = V* a g(t) = 0. 

Nota. La 1» desigualdad [78-25] suele escribirse, con otra notación 
para su 29 miembro, así: 

b . J> 

[78-27] |J f(a¡)dg(a5)| < J I f (%) I • I 4g(a;) |. 

o a 

Aplicando [78-27] a cada intervalo de una partición cualquiera de 
[a, *] y sumando las desigualdades se demuestra: 
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Teor. 2. Si f(x) es continua y g(*) de variación acotada en [a, &], 
entonces 

X 

F(x)= j í(t) dg(t) 

a 

es también de variación acotada en [a, ft] y 

X 

Vf(») = V.-F(i) < J* |l(t)| I dg(í)|. 

a 

c) En muchas cuestiones es de interés investigar hasta qué punto 
las definiciones de f(a) y de g(x) pueden modificarse sin alterar el oa- 
rócter y valor de 

f f(*)dg(*). 

a 

Teor. 3. Si f(x) es continua en [a, 6], g(x) de variación acotada 
en [a, 6] y toma un valor constante k en un conjunto C que incluye 
a y b y es denso en [a, &], es 

h 

j f(x)dg(x) = 0. 

a 

Por tanto, si gi(a) y g*(x), de variación acotada, difieren en una cons- 
tante k en el conjunto C, es 

r b r b 

Í78-28] J f(x)dgi(a;) = J f(í»)dg 2 (x). 

a a 

Dem. Basta aplicar la definición de integral restringida (R-St) 
(que existe § 78-3, nota), usando particiones con puntos de C. 

Como consecuencia del teor. 3, el valor de la integral no cambia al 
modificar g(x) en un conjunto numerable, con tal que siga siendo de 
variación acotada. 

Teor. 4. Si es g(x) creciente en [a, &], y estrictamente creciente en 
f 1. puntos por lo menos, y f(¡r)> 0 es continua y tiene a lo más n 
oero8 en ( a,b) es 

'b 

j f(x)dg(x) > 0. 

a 

Dem. Existe al menos un punto x 0 donde g(a;) es estrictamente cre- 
cii'iile y f(*) no se anula. Entonces existe un entorno E de x 0 [semien- 
torno si x, ,= a ó íCo=&], de extremos ct, (3, tal que 

mii = mín f(x)> 0 , Ag(.r)=g(|3) —g(a) > 0 , y 

b & 

f f(x)dg(x) > f f(r)dg(r) > m E .Ag(a;) > 0. 

a a 

DlP. Llamaremos normalizada de una función de variación acotada 
g(r) en un intervalo [a, &], a la función g*(x) definida así: 
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g* (a) = 0 ; g*(r) = i [g(* + 0) + g(x — 0)] — g(a) ; 

(a<x<b) ; g*(&) = g(&) — g(a). 

La normalización de una distribución g(r) no altera el valor de la 
integral de una función continua, pues por teor. 3 se tiene 

J* f(*)d[g(as)— g(a) — g*(r)] = 0 

y entonces: 

Teor. 5. Si f(x) es continua, g(x) de variación acotada en [a, &] 
y g*(x) su función normalizada, es\ 

b b 

f f(r)dg(r)= J* f(r)dg*(r). 

a a 

7. Nota sobre las funcionales lineales continuas. — E1 área del tra- 
pezoide determinado por f(í) sobre (a,b) es un número que depende de 
la función f, como también la longitud del arco, los momentos de uno y 
otra, etc.; tales variables dependientes de una función, se llaman funcio- 
nales. E1 área varía muy poco si f se incrementa muy poco *, y se llama 
funcional continua, como lo son los momentos de la masa f(í), el volu- 
men engendrado al girar la curva alrededor del eje de abscisas, etc.; en 
cambio, es discontinua la longitud del arco (no se confunda con Cap. XV. 
nota I, c), como salta a la vista en el ejemplo 3 de § 55-1, multiplicando la 
función por el coeficiente k; pues, por pequeño que sea k, la longitud es 
infinita; o bien en la familia r = (sen nnt) :n; pues el arco sobre (0,1) 
tiene longitud mayor que su proyección vertical igual a 2 para todo n. 

Si la funcional 4>[f] está definida en el campo de las funciones con- 
tinuas en (0, 1), y de las discontinuas de 1 $ especie, sus valores para 
las funciones a(t)=l para 0 < t < x, a(t)=0 para r<t<l depen- 
den del número r; es decir, forman una función g(r). 

Si para cada partición finita por puntos x r llamamos f r a la función 
a.(t) que corresponde al punto r r , la función f r « — f r , es la escalonada 
elemental o función caractenstica del intervalo (r r , r r+ i), en el cual toma 
el valor 1, siendo nula fuera de él. Si la funcional es lineal, su valor 
para esa función será: 

*[f r «—f r ] = *[fr«] — *[fr] = g(*r«) — g(*r) J 
y por la linealidad supuesta, el valor de para cada escalonada que 
aproxima a la función continua f(r), será: 2f (?r) [g(* r +i)—g(»r)]. Si 
además es <í> continua, el valor que toma para la función f(r) será el 
límite de estos valores, es decir: la integral [78-1]. Tal es, pues, la ex- 
presión de todas las funcionales lineales y continuas (Teorema de F. 
Riesz). La demostración está más minuciosamente desarrollada en los 
libros de Rfos (Cap. XXII, nota IV, 2), Perron fCap. V, nota IV, 4), 
Lebesgue (Cap. XIII, nota V. 3), Banach (Cap. XVIII, nota III, 3). 


Ejercicios 

1. Comprobar que, aun siendo g(r) creciente, puede haber sucesio- 
nes convergentes de sumas 2f (xr) Ag(*r) al tender a 0 la norma, sin 
existir 

b 

J* f(r)dg(r). 

a 

• En el sentido de la converBencia uniforme, es decir | f 2 (t) —f(í)| <t para todo t. 
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Utilizar, por ejemplo, las funciones: 

f(*)=sen —, g(*)=0, si es cc < 0, 

x 

f(0) = 1 g(*) = 1, » * > o- 

2. En el ejemplo anterior (integral inexistente), fórmense sucesio- 
nes de sumas s y S convergentes hacia 0, hacia 1 y, en general, hacia 
cualquier número prefijado entre —1 y -j-1. 

3. Si sobre un segmento (a,b) hay una carga continua y cargas 
aisladas, la carga total en (a,x) es una función discontinua g(*). De- 
mostrar que el momento con respecto al punto 0 es la integral 

b 

J f(x)dg(x) , 

a 

poniendo f(x) = x". 

4. Calcular F(1±0) para 

X 



(x- + l)d [«]. 


o 


§ 79. INTEGRACIÓN POR PARTES Y SEGUNDO TEOREMA 
DEL VALOR MEDIO 

1. Integración por partes. — a) E1 significado geométrico 
de la integración por partes 

b , B 

[79-1] j' y . dx = B6 — Aa J — / x.dy 

a A 

os inmediato cuando y es función continua y estrictamente cre- 
ciente de x, en cuyo caso es x función continua y estrictamente 
creciente de y : la suma de los dos trayezoides es igual a la di- 
ferencia de los dos rectángulos B b y Aa (fig. 266). 

Aun dentro de este caso tan sencillo la segunda integral 

b 

j' x.dy(x) 
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carece de significado si se 
adopta, como de costum- 
bre, la variable indepen- 
diente x, salvo el caso en 
que la función y(o:) tenga 
derivada integrable (R), y 
esta condición muy res- 
trictiva priva al Análisis 
clásico del fecundo recur- 
so de la integración por 
partes en cuanto se omite 
esa condición que es arti- 
ficiosa y completamente 
ajena al concepto de área. 

b ) Es obvio que la sen- fí k . 266 

cilla relación geométrica 

arriba indicada es independiente de que la curva tenga o no 
tangentes. Tan grave inconveniente de la teoría riemanniana 
de la integral queda subsanado muy sencillamente con el con- 
cepto de Stieltjes sin necesidad de presuponer la teoría <les- 
arrollada en § 78 *. 

Llamando por brevedad f r = f (x r ). g r = g(x r ) y sumando 
las dos sumas: 

F„, = fjígi — go) + f 2 (g 2 — Sl) H- . • . + f» (gn —g»-l) , 

G„ = go(fl f 0 ) + gl (f 2 t’x) + • • • + gn -1 (f» f»-l) , 

que conducen a las integrales 

j f • dg , j’g . df , 

sale simplificando 

[79-2] F„ + G„ = f»g„ — f 0 go = f (b)g(b) — f (a)g(a) , 
luego pasando al límite resulta: 

b b 

[79-3] J f(x).dg(x) + J g(x). df (x) = 

a a 

= f (b)g(b) — f (a)g(a) 

que es la misma fórmula básica de integración por partes ge- 
neralizada para integrales (St). 

En [79-3] se presupone que f(#) y g(o:) son funciones de 
variación acotada y que ambas integrales (St) existen. 

He aquí un caso importante en que se utiliza la expresión 

• La homoB desarrollado, sin embartro, con máa extensión de lo necesario, por au 
importancia en muchas cuestiones de Análisis y de Física. 
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(St) de una integral (R). Si u(&) es integrable (R) y U(aj) 
es su función integral, 

U(o:) = j u(£)d£ , 

a 

siendo a(x) de variación acotada, resulta esta fórmula, que 
vamos a utilizar: 

b b 

[79-4] j a(.r)u(r)'da; = J a(x)dU(^) = a(b)U(&) — 

a a 

r b 

— J U(z)da(;c). 


Nota. Para deducir [79-3] hemos presupuesto la existeucia de am- 
lias integrales; pero la relación [79-2] muestra que la existencia de una 
implica la de la otra, estando ligadas por la sencilla relación [79-3]. 

Sin necesidad del artificio usado en § 78-6, queda así demostrada la 
oquivalencia de los dos tipos fundamentales de integral (St), en que una 
de las funciones es continua y la otra de variación acotada. 

c) Lema de Abel. — Aunque no lo vamos a utilizar (pues preferi- 
mos su equivalente, llamado 2teorema del valor medio, que ahora de- 
mostraremos), he aquí una de las aplicaciones de la integración por par- 
tes (St) en Cálculo olemental, para demostrar la proposición correlativa 
del lema de Abel (§ 22-4, c) en las integrales de Riemann: 

Si la función integral de función real 


X 

j u(x)dx 

a 

cntá acotada entre los números fijos m y M para a < x < b, y el integran- 
(to se multiplica por la función positiva decreciente a(x), se verifica: 

b 

1 79-51 a(a)m < J* a(a;)u(*)da: < a(a)M. 

a 

Efectuando la integración por partes [79-4], análoga a la sumación 
por partes que hicimos en [22-55], por ser decreciente y positiva a(x), 
non positivos los coeficientes a(b) y —da(«) ; y, por la ley de monoto- 
uíii. cl valor del binomio aumenta si se sustituyen U(x) y U(6) por _su 
cotn superior M, mientras que decrecen si se sustituyen por la cota in- 
l'ci ior ?n; luego la integral del primer miembro está comprendida entre 
Ins cotas: 

a(b)m + m[a(a)— a (6)] = a(a)m , 
a(6)M + M[a(a) — a(6)] = a(a)M , 

i|iicdiuulo así probada la acotación [79-5], cuya demostración mediante 
IntcgralcH dc Riemann sería mucho más complicada, pues a(ar) puede 
cnrcccr dc diferencial, y lo mismo U(»), si u(«) es discontinua. 


79 -2 


INT. POR PARTES Y 2 9 TEOR. DEL VALOR MEDIO 


371 


2. Segundo teorema del valor medio. — a) Si a(x) es mo- 
nótona *, es aplicable en [79-4] el primer teorema del valor me- 
dio a la integral sustraendo, y resulta —n[a (b) —a(a-)]; el 
valor intermedio \i lo toma U(o:) (por ser eontinua) en un 
punto intermedio 


\1 = U(|) = j u(x) 


luego el tercer miembro de [79-4] es: 


aW lf ~ J] + aM f ’ 


y simplificando, resulta: 

b £ b 

[79-6] j a(x) u (ic)da; = a(a) J'u(.c) áx -f a(ó) J u(a')da: 

a a £ 

[u(a;) integrable; a(x) monótona *]. 

Vemos, pues, que este segundo teorema del valor medio, es 
el mismo primero, aplicado a la integral transformada por 
partes. 

Se puede dar a la fórmula anterior apariencia de mayor 
generalidad designando por A y B dos cotas de a(x) en el 
intervalo, es decir, dos números cualesquiera tales que 
A<a(a)<B, si a(a:) es creciente; o bien, A>a(o;)>B si 
es decreciente. Como la función a(o;) conserva su monotonía 
al disminuir su mínimo y aumentar su máximo, cambiando en 
los extremos el valor a(x) por A y el a(b) por B, resulta 
esta íórmula, que suele preferirse: 

b £ b 

[79-7] J'a(a;)u(o;)da; = A J u(a’)da; + B j u(#)da; 

a a £ 

[u(a;) integrable; a(a;) monótona * de cotas A, B] . 

A1 elegir los números A y B varía también el número £. 

Casos particulares : 

Si a(x) es decreciente positiva, puede adoptarse a(ó) = 
= 0 sin modificar las integrales, y en [79-6] desaparece el 
segundo término. Obsérvese que esta fórmula coincide con el 
lema de Abel, cuya demostración puede omitirse, por tanto **. 


• Y aún de variaeión acotada. 

** E1 lema de Abel y el segundo teorema del valor medio pueden usarse indistinta- 
mente para deducciones posteriores. E1 lema de Abel, que, por ser correlativo del análogo de 
las series (mientras el teorema del valor medio no), será quizás preferido por algún lector. 
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2 9 Si a(í») es creciente positiva, se puede tomar a(a)= 0 
y desaparece el primer término. 

b ) Aunque la función integrable a(ír) no sea monótona *, 
si está acotada y son A y B sus cotas en [a, b], se verifica la 
fórmula [79-7] (o su equivalente [79-6]) cuando u(x) tiene 
signo constante en todo el intervalo. 

En efecto, formemos la función continua: 

b x b 

f a(x)u(x)dx — A j u(x)dx — B J* u(o:)da: , 

a a x 

que para x = a y para x = b, toma los valores: 

j" u(a:)[a(a;)—B]da; , J u(a)[a(a;)—A]da; , 

o o 

cuyos signos son opuestos; luego existe algún punto interme- 
dio en que se anula esta diferencia; y, por tanto, se verifica la 
igualdad [79-7], siendo indiferente permutar las dos cotas A 
y B. 

Como se ve, éste es un caso trivial análogo al expresado por 
la primera fórmula del valor medio y la fórmula [79-7] o su 
equivalente [79-6] vale con las mismas hipótesis que aquélla; 
a veces puede convenir, sin embargo, adoptar la forma [79-7] 
en lugar de la dada por el primer teorema de § 48-6, c, que 
expresa: 

b l’ 

j a(x)u(x) dx — [i J u(a;)dcc 

a a 

(A < \x < B, o bien A > \i > B) 

[u(a;) integrable de signo constante; a(a;) acotada entre A y B]. 

NotaS: 1. Demostración directa del segundo teorema del valor me- 
iUo. Sin necesidad de utilizar la teoría de integral de Stieltjes, puede 
obtenerse la propiedad del § 79-2, correlativa del lema de Abel (§ 22-4, 
o), por paso al límite de éste, y luego al lema de Abel para integrales 
so lo puede dar la forma equivalente constituída por el segundo teorema 
dol valor medio. 

T,a función continua U(x)= j u(*)da; tiene en a < x < b extremos 

O 

inforior m y superior M tales que para e> 0 arbitrario, corresponde una 
norma h de una partición todas cuyas sumas parciales a partir de a 
oumplan 

v 

m — e < % u (x r ). 8 r < M + e , (p = 1, 2, ..., n) , 

r — 1 

Mupuesto dividido [a., ó] en n subintervalos parciales. 


• N1 dc vnrlución acotnda. 
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Si a(x) es decreciente positiva, al cumplir 

a(a) > a(xi) > a(x 2 ) > ... > a(*„) > 0 
basta aplicar el primitivo lema de Abel (§ 22-4, c) para obtener: 

(m — e)a(a) < X u (x r ) a (x r ) 8 r < (M + e)a(a). 

r ~ 1 

Para e -» 0, h—> 0, resulta [79-5]. Por ser continua la función 
U(cc), todo valor comprendido entre su máximo M y su mínimo m es 
alcanzado en algún punto £ del intervalo [a, &], deduciéndose de [79-5] 
el caso particular 1? del segundo teorema del valor medio: 

b £ 

[79-8] f a(x)u(a:)dx = a(a) j' u(x)da; , (a < £ < b). 

a a 

[u(a?) integrable; a(x) positiva decreciente]. 

E1 caso general [79-7] se deduce también de [79-8], porque si a(x) 
monótona es creciente, será B — a(x)>0 decreciente y por [79-8] es 

J u(x)[B — a(x)]dx = [B — a(a)]J u(x)dx ; 

a a 

asignando el valor A a la función a(x) en x = a, queda así obtenida 
[79-7]. Si a(x) monótona es decreciente, será a(x)—B > 0 decreciente 
y por [79-8] es 

b £ 

J'u(x)[a(x) — B] dx = [a(a) — B]J* uí 35 )^* , 


que es la misma [79-7], haciendo como 
antes a(a)=A. 

2. Interpretaciones gráficas. La fi- 
gura 2G7 da la interpretación gráfica de 
la forma restringida [79-8]. 

La fig. 268 da la interpretación grá- 
fica * de la forma [79-6] . 

Los prismas 

A'AiHiCiC'H'A' y B'BJLC 1 C'H"B' 
se compensan. 



u(x)a(a) 

u(x) 

u(x)a:(x) 


Fig. 267. — Las áreas rayadas se 
compensan. 


a(a) J u (x)dx = Vol. aAA'AJLH'H£a. 

a 

b 

a(b) j" u(x)dx = Vol. &BB'BJLH"H£&. 


b 

j' a(x)u(x) dx = Vol. aAA'A^CiBiB'B&a. 


* Debida a G. Ferrari-Pozzolo, Bull. Un. Mat. Ital., 15, pág. 12-14, 1936. 
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3. Generalización (St) del lema de Abel y del segundo teorema del 
valor medio. Con levísimos cambios de escritura quedan generalizados 
para integrales (St) en esta forma 

[79-9] a (a)m < J a(íc)dU(x) < a(6)M 

a 

[a(cc) positiva decreciente; U(cc) de variación acotada; m<U(«)<M]. 
b 

[79-10] Ja(x)dU(cc) = [a(6)U(6)— a(a)U(a)] + 

+ [a(a)-a(6)]U(í)= [B . U(6) — A . U(a)] +(A —B)U(É). 
[a(») monótona acotada; U(x) continua de variación acotada]. 



Fig. 268 


4. Nota histórica. E1 lema [79-5] no es de Abel, pero es correlativo 
dcl que usó en las series (1826). 

101 segundo teorema de la media es de Bonnet (1849) en su forma 
■vMtringida [79-8] y de Weierstrass y Du Bois Reymond (1875) en su 
formn general [79-7]. 

I’or no disponer del sencillo recurso de la integración por parten 
(quc cxige la noción de integral de Stieltjes) necesitan Vallée Pous- 
min, BROMWICH, Pringsheim, y otros, laboriosas deducciones del segundo 
Ivoi'i nm dcl valor medio, y Hardy se ve obligado a reducir considerablc- 
monte cl nlcance del teorema exigiendo que a(cc) tenga derivada, lo quc 
ya <!B mucho, y además que ésta sea continua. 


Ejercicios 


1. Renolver el ejercicio 5 de § 78 mediante pi’evia integración poi 

partas. 

2. Lo mismo respecto del ejercicio 6 de § 78. 
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3. ¿Cuál es la hipótesis restrictiva que debe cumplir a(x) monótona 
para poder aplicar el mismo razonamiento que lleva a [79-6], sin utilizar 
el concepto de integral de Stieltjes? 

4. Demostrar que 

cr 

; sen x . . 2 . . . 

—-—dcc < — » S1 Q>P>°- 

v 


§ 80. INTEGRALES SIMPLES IMPROPIAS 

1. Definiciones. Integral (R-C) para extremo singular 
único. — Las integrales impropias definidas en un intervalo 

mfinito, J u(x)dá;, son análogas a las series Su„ con la 

a <* 

única diferencia esencial de ser necesarict para la convergencia 
de la serie la condición u r 0, mientras que para las integra- 
les sólo puede decirse que “en caso de existir límite” de u(a:) 
para x oo, este límite es nulo; pero cabe la convergencia no 
existiendo límite del integrando y aun teniendo éste oscilación 
infinita, para x-+ co. (Ejemplo en § 80-2, Nota). 

Otra novedad se presenta en la teoría de las integrales res- 
pecto de las series. Como la definición (R) de la integral en 
[a, 5] exige la acotación de u(£) en él, es preciso extender el 
concepto de integral al caso en que existan en [a, 6] puntos 
singulares. Llamamos así a todo punto en cuyo entorno no es- 
tá acotada la función. 

Ejemplos: 1. 



ctirecen de sentido según la definición de Riemann, por existir el punto 
dü infinitud x = n/2 de la primera función, y el íc = 0 de las otras dos. 

2. Tampoco tienen sentido 



(singular, a = '0) (singulares, x = l/n). 

En estos casos, como en los anteriores, no está definida la función 
••n los puntos singulares, ni interesa el valor que en ellos se le asigne. 

En el ejemplo 1 el integrando tiene el límite infinito en uno de los 
"xtremos a, b o en un punto interior; y en el ejemplo 2 carece de límite. 

Obscrvese que en el segundo caso del ejemplo 2 hay infinitos puntos 
nlngularos y quedará, por tanto, incluído en la teoría más general que 
i Mlin/iiremos después. 
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Como. el extremo inferior a se transforma en el superior 
mediante el cambio de variable — x, supondremos casi siem- 
jire que sea b el punto singular, siendo f(x) acotada e inte- 
grable en cada intervalo parcial [a, b — 5]. 

Para dar unidad. a los teoremas llamaremos también sin- 
gular al punto impropio +co o bien —oo, cuando el intervalo 
tenga algunos de estos extremos, cualquiera que sea la función. 
Dentro del caso que estamos estudiando, en que hay punto sin- 
gular único, quedan incluídas las integrales en intervalo infi- 
nito, cuando f(a;) es acotada e integrable en cada intervalo 
l'inito [a, 6]. 

Def. 1. Puntos singulares de una integral son los extre- 
mos ±oo y todo punto en cuyo entorno no esté acotado el in- 
tegrando f(ír). 

Diremos que el extremo b es singular único (sea finito o 
infinito) si f(o;) es integrable en todo intervalo parcial de 
| a, b) que excluya al punto b\ y definiremos la integral (R-C) 
según Riemann, con este artificio de Cauchy: 

b x ,6 b 

j = lim / f(o:)da; , f = lim ( f(a:)dx 
J b J J xia J 

a a a x 

(si cs singular único b ^ + co) (si es sinBular único a ^ — co) 

Si existe este límite finito, la integral se llama convergente ; 
si t.iene límite infinito, divergente\ y si no tiene límite, finito 
ni infinito, oscilante. 

Notas: 1. En la teoría clásica de la convergencia carece de signi- 
ficado numérico toda integral divergente u oscilante. Decir que existe una 
integral expresa que es una integi'al propia según la definición dada en 
S 49-1, o es convergente según Def. 1 (o según definiciones más genera- 
los quo daremos en § 80-9), en cuyo caso suele llamarse impropia. 

2. Nótese que toda integral sobre intervalo infinito puede reducirse 
it otra de intervalo finito cambiando x=l/t, pero a costa de introducir 
lu infinitud en el origen, por causa del factor 1/t 2 . También cabe hacer 
(lc.supurecer la infinitud de f(a;) en a, adoptando como varieble t un 
l’actor g(x) del integrando, que es infinito en a; pero, en lugar del 
extremo x = a, aparecerá el í.= g(a), que es infinito. Resulta, pues, la 
cquivulencia de ambos tipos de singularidad, que cabe transformar, pero 
no cludir en general. No así en particular, según sea el integrando. Tal 
(■ |-00 . 

x'dx quo por el cambio x = l/t se transforma en la mtegral 

'i r 1 

propin tdt. 

'o 

2. Criterio general de convergencia. — Puesto que la inte- 
gral ('ti [a, &], cuando es singular uno de sus extremos, esta 
(Íefinida como límite funcional y lo mismo la integral en inter- 
valo infinito (a, co), son aplicables las propiedades generalo» 
do lop límites, demostradas en § 24. 
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La más importante es el criterio de convergencia de Bol- 
zano-Cauchy, que conduce a estos dos resultados: 

Teor. 1. La condición necesaria y suficiente para la con- 

vergencia de la integral J f(x)dx, con un extremo singular 

unico (fimto o infinito), es que para cada número e > 0 se 
verifique : 

i r* l 

[80-1] J f(x)dx < e 

V 

para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno del ex- 
tremo singular. 

Nota._ Como hemos dicho en § 80-1, cabe la convergencia aún no exis- 
tiendo límite de f(») para x—>b; basta, por ejemplo, formar la gráfica 
(fig. 269) adosando arbitrariamente sobre el eje x triángulos isósceles no 
rampantes de bases 1, 1/2 3 , l/3 a , ..., 1 /ri\ ... y alturas 1. 2, 3, ..., 
n, ..., colocándolos alternativamente encima y 
debajo del eje. 

Si las bases ocupan intervalo finito (por 
ejemplo, si son adyacentes), resulta un extremo 
superior finito y, en caso contrario, el punto sin- 
gular es +°o, pero en ambos casos converge la 
integral. 

Lo análogo al término general de la 
serie es la integral [80-1], la cual tiende 
a 0 como condición de convergencia; ne- f¡ b . 269 

cesaria si la amplitud de (p, q) es fija 
por ejemplo q — p = 1, como en las series) ; suficiente si la 
amplitud es arbitraria, como también es suficiente para las se- 
ries (§ 22-1, g). 
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haciendú variar a|a, Pj'&, ambos métodos conducen al mismo 
resultado que podemos tomar como definición: 


Dep. 2, 


[80-4] 


, b S J S r b 

I = lim / + lim /==/ + / 

J ai a J /3 í b J J J 


Es este el método que preferimos en lo sucesivo, y que pue- 
de tomarse como definición de integral de extremos singulares, 
la cual es indepcndiente del punto c elegido, puesto que [80-3] 
lo es. 

En particular, cualquiera que sea c es 

+ 00 _ 0 +CO jC P 

[80-5] /=/+/= lim / + lim / , 

J J J a i — co J /3f+<» J 


—co —co 


de igual modo que las series 2 se descomponen en dos series 


fraccionándolas arbitrariamente. 



Fie. 271 


Ejemplo l. 


í 



como también se ve directamente por ser impar el 
integrando (fig. 271). 

b) Punto singular interior. — E1 caso 
en que existe un solo punto singular interior 
c no difiere esencialmente del anterior, pues 
se adopta como definición: 

DEP. 3. 


[80-6] f = f + f = lim / + lim f . 

J J J x\c J X i'-c J 

a a c a x 

Si F(#) es una primitiva, o bien casi primitiva en [«.,&], 
esto cs, función continua que tiene como derivada el integran- 
do, salvo en un número finito de puntos, subsiste la regla de 

Barrow 

r b 

[80-7] ) f(x)dx = F(b)—F(a) , 

o 

bien entendido que si a, b son infinitos o, aun siendo finitos, 
no cxisten F(a), F(b), pero sí lim F(r) a la derecha de a 
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y a la izquierda de b, éstos son los significados convencionales 
que designamos por F(a) y F (b). Basta, en efeeto, tomar lí- 
mites en la fórmula de Barrow relativa al intervalo [a, p] para 
a|a, (3 j6, y si c es punto singular interior, la def. 3 da 

[F (c) — F (a) ] + [F (b) — F(c) ] = F(6) — F(a) , 


subsistiendo el razonamiento para un número finito de puntos 
excepcionales, a condición de que 


F(^) sea continua. 

Ejemplos: 2. Es erróneo este cálculo: 


= lntg 


= ln(—1) — In 1 , 

pues la primitiva es oo en el punto n/2. La 
integral carece de sentido (v. fig. 272). 

3. También es erróneo escribir 


= tg a: =0 



pues la integral es divergente. 


Fie. 272 


3. 

+ 2 0 2 

/-W+/-*** 

—1 —1 0 

Se observa que habría sido igual aplicar directamente la regla de 
Barrow al intervalo [—1, +2]. 



4. Valor principal en un punto singular. — La Def. 3, lo 
mismo que la Def. 2, exige la existencia de las dos integrales 
sumadas. 



Fig. 278 


Ejemplo 1. (Fig. 273). No es convergente 



lim ln | x | — lim ln x , 

íc'I'O »10 


pues divergen estas dos integrales. Pero si toma- 
mos simétricos los dos intervalos excluídos a uno 
y otro lado del punto singular x = 0, es decir, 
si consideramos 



resulta para —» 0 límite nulo. 

Este procedimiento nos conduce a la sigulen- 
te generaiización: 
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Dep. 4. Valor yrincipal (de Cauchy) de la integral 

b 

j f(x)áx, que tiene el punto singular único interior c, es: 

a 

b c — h b 

[80-8] (VP) f f(a:)da! = lim [f + f ] , 

a a c h 

adoptando el símbolo (VP) antepuesto al signo integral para 
distinguirlo del valor ordinario, que sólo existe cuando cada su- 
mando tiene límite, en cuyo caso el valor principal es la suma 
de estos límites, es decir, coincide con el valor ordinario. Aná- 
logamente: 

Def. 5. 

+ CO a 

[80-9] (VP) f i(x)áx = lim f í{x)áx. 

J a-> + oo J 

—oo —a 

Ejemplos: 2. He aquí un caso de aplicación de la Def. 5: 

+ 00 a 

(VP) f -TTTr dx = lim f ttt d * = 

J 1 + X a a-> + cnJ 1 + X 


= lim - ln(l + a3 a ) =0. 
a —> + co ¿ I —a 

3. Menos trivial que Ej. 1 y Ej. 2 es el siguiente: 

(VP) f -+- = lim [ f h -*a T + f -Ü2+1 = 

J x — 1 h-+o\_J X —1 J x —1J 

o 0 1 + Ji 

= lim [ (ln /i. — lnl) -f (ln 2 — lnft)] = ln2. 

/¿—>o 

Obsérvese que ninguna de estas integrales converge, por ser suma de 
tlos intcgrales divergentes, pero existe el valor principal en todas ellas. 

Nota. Valor principal de series biláteras. — E1 concepto de valor 
principal de una integral, introducido por Cauchy, es correlativo de otro 
ya conocido en las series del tipo: 

... -+- &s -+- &3 —Cta —Ctg —p —(- . . . 

Diremos que la serie anterior es convergente con suma S cuando 
onvorge cada serie A = 2a¡, B = vó ( , y es S = A + B. Pero cabe que 
Micndo v«, y vft, divergentes, sea convergente la sucesión 

bn + ... + ói + Oi + ... —|- a n 

cn tal caso, su límite se llama valor principal de la serie. 

Ahí, por ejemplo, no .converge 

..._L_L_ L + i+J_ + _L + 

6 4 2 + + 3 + 5 + 

poro bu valor principal es 
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1 -*r + -r--f + - = ln2 - 

En general, toda serie alternada condicionalmente convergente puede in- 
terpretarse como valor principal de la serie bilátera formada por los 
términos positivos y los negativos. 

5. Transformación de integrales en series. — Hay integra- 
les cuyo cálculo se reduce ventajosamente al de una serie. Sea 
b finito o +oo, se tiene: 

r b 

Teor. 2. Si j f{x)áx es convergente, y a +Ó entonces 
converge también con igual suma la serie llamando : 

-°n+i 

u n = j f(z)dz. 

a n 

Recíprocamente: si esta serie converge y no solamente tien- 
de a 0 su término general u n , sino también cada integral par- 
cial del mismo, también converge la integral, con igual suma. 

Directo. Las sumas parciales: 

a n 

Un + U, + ... + U n -1 = J' í(x)dx 

B o 

b 

converg-en para n—> co hacia J f(x)da;, luego converge la serie, y su 
suma es la integral. « 

Recíproco. La convergencia üe la serie da la convergencia de una 

X 

sucesión numerable de la función continua F(x)= f , y no basta para 

- a 

asegurar la convergencia de ésta. Ejemplo: I sen xdx, o en general, 
co o 

J f(a:)da: si f(a;) es periódica no nula y su onda tiene área nula; la 
o 

integral es oscilante mientras que converge la serie de integrales sobre 
las ondas sucesivas: 0 + 0 + ... 

Sin embargo, con la condición complementaria impuesta en el teore- 
ma, como cada integral parcial de la integral difiere de una suma par- 
cial de la serie en una integral sobre parte de (a n -i, a n ), la cual tiende 
a D, ambas convergen hacia la misma suma. 


Ejemplos: 1. 


d® = 2 
o 
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pues esta serie es alternada y de términos decrecientes, ya que >las orde- 
nadas de la sinusoide están divididas por la variable creciente x (fig. 274); 
además, siendo 2 el área de la semionda de sen x, el valor de la integral 
u n es: 

_(n+l)ir 

[80-10] | u n | < —— í | sen íc | da; < --- > 0 , 

nn J nn ’ 


wr 



Fig. 274 


y también tiende a 0, con mayor razón, cada integral parcial de ésta; 
luego converge la integral propuesta, con igual suma que la serie. 

2. La integral convergente citada como ejemplo en § 80-2, Nota, 
tiene como suma 



Nota. He aquí algunos complementos al T'eor. 2: 

a) Si la integral diverge, también diverge la serie; pu( i sus sumas 
forman parte de la sucesión continua de integrales y, por tanto, se con- 
Mi-i'van superiores a todo número positivo desde un n en adelante. En 
cambio: 

b) Si la integral es oscilante, la serie puede ser corvergente u os- 
oilante. 


co 

Por ejemplo, es oscilante j sen x dx, pero converge %u n = 0 si los 

o 


puntos de división son 0, 2 n, An, 6n, ... 


Recíprocamente: de la divergencia u oscilación de la serie sólo se 
deduoe la no convergencia de la integral. 


6. lnteKrando de signo constante. Método de comparación. — 

IíO mismo que acontece con las series, las integrales de fun- 
ción u(a;)> 0 desde un x en adelante, tienen propiedades muy 
Hcncillas. Como al ampliar el intervalo [a, 6 [x,b] crece la 

integral, siempre existe límite finito o infinito; luego sólo ca- 
bcn dos casos: 

Tkok. 3 . Si el integrando í(x) tiene signo constante en un 

b 

semientomo del punto singular, la j~ f(z)d.r es convergcnle 
o divergente. ó 

Kl problema de la convergencia o divergencia se reduce asl 
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al de la acotación o no acotación de la función integral 


X o 

J í(x)dx ó J f(x)dx , 


y para extremo superior co resulta inmediatamente el siguien- 
te criterio de Mac-Laurin, que suele atribuirse a Cauchy: 

Teor. 4. Si u(&)>0 es decreciente en (0, co), la serie 

CÜ 

Su (n) y la integral f u(x)da: tienen igual carácter (Mac- 
0 J 

a 

Laurin). 

Sin restringir la generalidad, podemos suponer a = 0; y 
siendo 

r n 

u n _! = u(n—1 ) > J u(a;)d:r > u(w) = u n , 

se verifica (fig. 275) : n — 1 

» 

u x + u 2 + ... + u n < J* u (o;) da; < u 0 + u t + ... + u n -1 . 

') 

luego las integrales parciales están acotadas, si lo están las su- 

mas parciales, y recí- 

procamente. 

Este criterio es _ 

útil para asegurar la j. 

convergencia de se- „ _ _, 

ries cuyo término ge- Uo 
neral u n está dado U| 

por una función u(x) Uj ^——Ij- 

decreciente de varia-___-- 

ble real x, cuya inte- 0 1 

gral se conoce. fí k . 275 

Ejemplos. 

V 1 f_. 

w(lnn)“ 1 J x(lnx) a 
Poniendo ln x = t la integral se transforma en 

f t~ a dí = -7—"— t 1 ” 0 , 

J 1 — a 

hí es a. =4= 1; 0 bien, para a=l, J í -1 dí = ln t; luego resulta: si es 
u > D, convergencia, y divergencia para a < 1. 

Otra consecuencia inmediata de Teor. 3 es ésta: 

Teor. 5. Sea en un cierto semientorno de b: 0 < u(z)< 
«, v(x), y sean sus respectivas integrales 
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6 h 

j u(x)dx , j v(o:)dx ; 

o a 

«i la segunda converge, también converge la primera, con suma 
menor o igual que ella; si la primera diverge, también diverge 
Ia segunda. 

Nota. La hipótesis del teorema puede sustituirse por esta equiva- 
lonte: u (x) = 0 (v(«)), que quiere decir, u(cc) < K . v(a¡), (K > 0), 
(§ 24-3, 6). 


7. Criterio del orden de infinitud o infinitesimal. — Como 
corolario de Teor. 5, resulta: 

Teor. 6. Si las funciones no negativas u(:r) y v(a) en un 
scmientorno de b son equivalentes para x -» b (sea b finito, 

h b 

o sea +co), las integrales J u(a;)da;, 

. a 

to singidar b, tienen igual carácter. 

Pues siendo desde un a;, 1 — e < u(x)/v(x) <1 + 8, es 
aplicable el Teor. 5. 

Ile aquí el caso más sencillo en que la función es una po- 
tencia: 


j v(x)dx con el puu- 


O t) OT 03 

j 7++Í = f (X-Wdx ; 

a a a a 

La primitiva, en el primer caso, tiene exponente —fc + 1 
y. por tanto, tiene límite finito para x->b, si’es k < 1; mien- 
tras que el límite es infinito para k > 1. 

En el segundo caso, la función x~ ,c+1 tiene para x -» oo 11- 
mite finito si es k > 1, e infinito para k < 1. 

En ambos casos, si es k = 1, la primitiva es el logaritmo, 
que tiene límite infinito, luego ía integral diverge. 

Resulta, pues, esta regla práctica, de uso muy frecuente: 


Teor. 7. La integral converge en un punto singular finito 
■o cl orden potencial de infinitud del integrando es menor quc 
I ; diverge si es >1; y en el punto x = co converge si el or- 
dni potencial infinitesimal del integrando es mayor que 1, y 
divcrge si es <1. 


lín símboloa: la condición suficiente de convergencia en el punto 

I* «ih: 

u(*) < oo\ (/t < 1) si es b < oo, 

u (x) < 0\ (/«>!) si es 6 = co, 
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designando por 0" los infinitésimos de orden k y por cc'* los infinitos de 
orden h *. 

Notas : 1. La regla no subsiste si el orden no es potencial. Así la 
función 1/ (x ln x) es en x = 0 de orden de infinitud menor que 1 y 
en x = oc es de orden infinitesimal mayor que 1, siendo sin embargo 
divergentes las respectivas integrales impropias (§ 80-6, ejemplo). 

2. Los dos tipos de punto singular propio e impropio se reducen uno 

a otro por el cambio de variable y = -- t~ • Suponiendo, por ejemplo, 

^ 1 * — n 
6 = co, poniendo y— se tiene 

J u(,)d, = J »(+-7-- 
“ 0 

Si .es u(«)~a:'' : , (/c > 1), es u (x) x" ~ x"~ k , (2 — /c<l), y existe 
perfecta correspondencia entre ambos criterios. 

Ejemplos: 1. Punto singular cc = 0: 


C 1_a:2 dr 

r d* 

C sen * 

J x* diC 1 

J \nx ’ 

J xVT 

ó 

0 

0 

j_ 

orden co s 

orden co° 

orden co 2 

Div. 

Conv. 

Conv. 

Punto singular x = co 



oo 

CO 

co 

f . áx 1 

Vx 1 4- 1 , 

■" (\cr. 

1 p-Vx rl'v- 

J vV + i J 

Vx s + 1 

I f t/ v UU/ 

*0 

orden 0 1 

orden 0 2 

orden O 00 

Div. 

Conv. 

Conv. 


3. Si en Ej. 2, 19 el origen es —co, la integral diverge en ambos ex- 
tremos. 

Tomando el origen —1 en ejemplo 2, 29, el integrando es en él in- 
finito de orden 5/2, luego hay convergencia. 

En Ej. 2, 39 cualquiera que sea el origen finito, no es singular. Para 
a = — co la integral diverge. 

De igual modo en Ej. 1, 1° si el extremo superior es + 00 el orden 
en él es 0\ luego también diverge. 

En el Ej. 1, 29 si el extremo superior es 1 el orden es co ] (pues 
In x ~ x — 1), luego hay divergencia; y si es co el orden es 0' (e menor 
que cualquier número positivo) y también diverge. 


4. Sea, finalmente, la integral 


C áx 
J Vx s —1 ’ 


os divergente en los puntos —co, -f-co (orden 0 1 ) y convergente en +1 
(orden ©o 1 ). 

• Exprosado con el símbolo de Bachmann (§ 24-3. b) tenemos este criterio de con- 
vorarmeia, que no consideramos ventajoso sobre el dado: 

Punto b < 00 : f (s) = O (z — b)-* , (h<l), 

., b = oo: f (x) = O (x - *) . (/«>D. 
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H. Integrales simples absoluta y eondicionalmente conver- 
gentes. a ) Como el valor absoluto de la integral en cada in- 
frvíUo no supera a la integral del valor absoluto, resulta del 
criterio de Bolzano-Cauchy : 

Teor. 8. Si converge 

r b , J> 

J |f(a;)|da; , también converge í í(x)áx. 

a a 

Def. 6. Las integrales convergentes, que tienen también 
convergente la integral del módulo, se llaman absolutamente 
convergentes ; y, las que tienen divergente la integral del mó- 
dulo, condicionalmente convergentes. 


, nnBJ emplos: 1. Si en el ejemplo de integral convergente dado en 
s nota, se toman valores absolutos, la integral en (0, x), es decir, 

lu suma de las areas de los tnángulos, supera a toda suma 

.v, por tanto, diverge. Iíe aquí, pues. una integral condicionalmente con- 
vergente. 

co 

; S6T1 CC 

—— dx converge, como se vió en § 80-5, pero 
u 

m> absolutamente, pues, con acotación análoga, resulta: \u„\ >- - -- 

1 uego la serie Sl«n| diverge y también la integral del módulo: la conver- 
goncm es condicional. 

8. Análogamente convergen condicionalmente 


sen x 3 d». 


I/ii scgunda se reduce a la primera adoptando x a como variable. 

Ln esta segunda integral vemos también (cfr. § 80-2, nota) que el 
mlcgrando no tiende a cero. 

4. Aplíquense § 80-8, óycenOe ooa: 


x“ sen xdx 


sen x m d®. 


C'onvcrgentes absolutamente sies —2<a< _1; m< _1, 

„ condicionalmente „ „ _i< a <; 0 ; m>l, 

oscilante* ^ _ •, 

ii >i a. — u, m — 1 , 


divergentes 


a<— 2 ó a > 0; — 1 < m < 1. 


b) I T n criterio de convergencia absoluta para integrales de 
Infegrandos de signo no constante, deducido del Teor. 7, es el 
Higuiente: 
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Teor. 9. Si puede determinarse t|j(:c) tal que 
m < y(x) = f(x) (x — b) h < M || ra < y(x) = f(x)x k < M 
para b — e < x < b || x > X , 

con 8 suficientemente pequeño \ \ X suficientemente grande, 

entonces: 

19) Si es | \ ^ J i n t e 9 ra l impropia es absolutamente 
convergente. 


h< 1 
k > 1 


29) Si es 


39) Si es I ^ ^ ^ j y mM < 0, nada puede afirmarse y el 
caso es dudoso. (Cfr. § 80-5, ejemplo 
1, y § 80-9, ejemplo 2). 

En efecto, por el primer teorema del valor medio (§ 48-6) 


h> 1 

k< 1 


y mM > 0, la integral imyropia es di- 
vergente. 


/i> 1 

/c< 1 


f a vp (cc) dcc 

.. r" áx II 

f%(*)d* _ .. f 

J (x — b) h 

ii 

a 

1 

o- 

2* 

J x lc J 

p P 


p — P v 

si \x se toma adecuadamente en ra < (x < M y basta aplicar el 
criterio general de convergencia (Teor. 1) y la regla del or- 
den potencial (Teor. 7). 

Corolario inmediato de los casos l 9 ) y 2 9 ) es: 


Teor. 10. Si existe 

lim [f (x) (x — ó) 7 *] 4= 0 || lim [f (x). x k ] =f= 0 , 

x-*l> x^ + co 

(es decir, ni infinito, ni nulo), entonces la integral impropia 

es absolutamente convergente si y divergente si 

f h > 11 

\k < 1 T ' , , ., . 

Para el caso dudoso, es útil la escala de comparacion de 
convergencia absoluta más lenta 

1 I 1 

(x — b) \ ln(b — x) | a | x ln a x 
dando convergencia si a > 1 y divergencia si a < 1 (§ 80-6, 
ejemplo). 

c) Criterio de Abel y Dirichlet para integrales simples 
coiidicioiiiilnicutc convergentes. — ( uundo .la integral del mó- 
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dulo f (x) es divergente en un punto singular x = b, es preciso 

b 

un estudio especial para clasificar la integral j í(x)dx. 

ilay, sin embargo, dos criterios muy generales que permiten 
asegurar la convergencia en el caso muy frecuente en que el 
mtegrando se descompone en dos factores, uno de ellos cuya 
mtegral haya sido ya clasificada, y el otro, monótono. 

Basta, en efecto, aplicar el criterio general de convergen- 
cia, viendo si el resto en (p, q) tiende a 0 para p -> oo, y para 
ello aplicaremos el 2 9 teorema del valor medio (§ 79-2) : 

180-11] J a(a:)u(a:)da: = a(p) J u(x)dx -f a(q) j u(a:)da; , 

P V í 

y resulta inmediatamente: 

b 

Criterio de Abel: Si converge j u(x)dx en el extremo b 

(fmito ó -f co) y la función a(x) °es monótona acotada, con- 
verge ’ 

j a(«)u(a:)da;. 

a 

Por la supuesta convergencia, las dos integrales que figu- 
ran en el segundo miembro de [80-11] son <e desde un p en 
adelante, y como los coeficientes a(p), a(q) están acotados, 
resuita que el primer miembro se hace arbitrariamente pe- 

00 

queño; y también, por tanto, el resto j , 

V 

Cmterio de Dirichlet: Si están acotadas las integrales par- 

cuilcs de j u (x) dx en el semientorno de b < oo y la función 

a b 
monótona a(x) tiende a 0 para x->b, converge j a(x)u(x)dx. 


I iics, en este caso, las dos integrales del segundo miembro 
1 ' acotad ? s y ] °s coeficientes a(p), a(q) son arbitraria- 
MH'iib' poquenos desde un p en adelante. 

...... .r,!™' S j, la funci .ón u(*) es compleja, basta descomponerla en 

... . , Y a P hcar ios cntenos anteriores, los cuales conser- 

vmi, poi tunto, validez para este caso más general. 

iti<M., it"n, «1 /■*! r iÍTpo° ^ DlRICIILET es mu y útil Pa nu integrales trigono- 
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OO 

j a(x) sen kxdx , j a(a)cos kxdx 
a “ 

pues siendo seno o coseno la primitiva de u(a¡), están acotados sus va- 
lores y, por tanto, convergen las integrales si el coeficiente a(.x) es ue- 
creciente y tiende a 0. 

Son, pues, convergentes las integrales del tipo 

oo 

j a(x)e ,ks dx , (& =+= 0) si a(x)fO. 

O 

3. Sobre la equivalencia de integrandos en la convergencia condicio- 
nal. — La equivalericia de integrandos positivos para x _ co lleva con- 
sigo la igualdad de carácter de ambas integrales; lo mismo sucede cuando 
ambos integrandos tienen signo constante en un semientorno de oo o 
más general cuando la convergencia es absoluta ; pero no si es conüi- 
cional. 

Ejemplo 5. (Fig. 276). 

f(a) = (—1) — (n — 1 < » < w). 
v n 



l 



Fig. 276 


Si multiplicamos los términos (m = 1, 2, 3, ...) : 

i 1 , . 1 1 

— - nor ---— y los termmos —-r por - 

2 m p ln(m+l) 2 m—1 m 

Ia nueva función g(x) tiene integral divergente, pues la suma equiva- 
lente tiene parte positiva (§ 22-6, ejcmplo 2, 2?) : 


S m(2m- ' i 7 = 21n2 ^mlnf+lí 


— -- 00 . 


Tenemos pues, dos integrales 


CO CO 

j f(*)d* , j [f(*) + g(*)]d* 


la primera convergente, y divergente la segunda. Sin embargo, los inte- 
grandos son infinitésimos equivalentes, por ser 


g(s) _ 1 
f(») ! 


l/m->0, en los intervalos de origen par. 

1 /ln ( w + l) -> 0, en los intervalos de origen impar. 
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9; Gen e r alización de las integrales impropias. — Como fre- 
presentan integrales que carecen de sentido se- 
?. ? a definiclon de Riemann, con singularidades más compli- 
cadas que las estudiadas en § 80-1 a 4, veamos qué valof nu- 

” Se pued ® asi f nar en tipos muy generales y cómo se 
generalizan las reglas de cálculo demostradas para las integra- 

nlLT aS en §§ . 48 a 51 ' a fin P° der operar con estas 
mtegrales ímpropias. 

n A ^£ neralÍZaCÍÓn más amplia que cabe P° r el método de 
Iíarnack (que sigue la pauta de Cauchy), es ésta: 

5 EF ' 7> Si es Cel conjunto cerrado de puntos singularea 
m el mtervalo I, tal que puedan cubrirse con un número fi- 
nito de entornos de radio q, y es I 0 el conjunto de intervalos 
que queda al suprimir tales entornos, se define la integral 

[80-12] (R-Ha) / f(a;)do: = lim fí(x)dx , 

p-*° J 

1 V 

donde la convergencia es uniforme respecto de los entornos y 
°. 09 con tengan algún punto de C; si algún extremo a y b e s 
singular, se tomará un semientorno de radio q; pero si es 
o - co, el semientorno será una semirrecta x > l/o. 

Obsérvese que en el caso sencillo, ya tratado, de uno o dos 
pimtos smgulares, esta definición coincide con la de Cauchy 
adoptada anteriormente. 


Ix'cto deTIntervalo? ^ HaRNAck da una in tegral aditiva res- 

I, n E L e i Pj nt0 c if ) ter¡or a [a, 6] es regular, los puntos singulares que- 
< an repartidos en (a, c) y (c,b), luego I c> se compone de intervalos en 

. r y (c,b) o solamente en uno de ellos; en ambos casos la integral 
"ii I y es suma de integrales sobre V Q y sobre l" Q , y el límite de la 


Miimt es la suma de límites, o sea 



O O 


noH ^ ln ° !! n T g H lar basta considerar separadamente sus dos semientor- 
'i ¿ í-esuía- SUbS1Ste ' En partlcular ' si ha y n Puntos singulares 



b “i 



[80-18] 


í + ■ 



O a °i a n 


(Iu«dando así generalizado el método de Cauchy. 

l>«'inostrada [80-13] según la definición general de Harnack, o adop- 
■ !. omo llo ” n ‘ clo n, se pasa a conjuntos más complicados por el método 
‘nductlvo de Dirichlet: Si 6 < oo es singular, se define 

I = Iim f , 

J P \ b J 

n a 


I H(> 14 ) 


80 -9 


INTEGRALES SIMPLES IMPROPIAS 


391 


sunoniendo que ya se ha definido en cada intervalo [a, P]. Este método 
permite pasar de n puntos singulares a» + ly por mduccion compk ? 
a cualauier número finito. Ademas, si son smgulares ó, < < • • ■ 0 

permtteTasa? del número finito a la sucesión infmita mas el punto 6, 
que por ser límite de puntos singulares lo es tambien . 

M La regla de Barrow se ha generalizado en § 50-2, b, para las 
funciones que llamamos (§ 80-3, b) casi primitivas. 

r x 

Veamos que la integral convergente J f <*)d* f cualquiera que sea el 

mímero de sus puntos singulares, es casi-primitiva de f(x). En efecto, 
si Tel regularf también lo e S íodo un entorno de x y el mcremento 

a¡-f -h 

j se hace arbitrariamente pequeño con h. Si * es singular, esta m- 

X 


tegral es precisamente 
gentes: 


el resto de una u otra de las sucesiones conver- 
x—h x a " a " 


lim f = f . , iim n í = í 

¿ ¿ h -** + h X 


a ' v a " son los puntos singulares más próximos a x, cuando hay nú- 

rt «lwa— 

les co’nveryntt ™ 

(§ 51-5, b). 



cualquiera que sea a, como el integrando 
integral; s¡ es a > 0 el integrandc es 
continuo y el área de cada onda es fi- 
nita (< 2 ), y si a < 0 pero | a | < 1, en 
los extremos 0, Jt, es infinito (fig. 270, 
de orden menor que 1, luego converge; 
pero en (0, oo) diverge. 

Si a es entero impar o fracción de 
términos impares, tiene (senx)° signos 
alternados; y si es A el valor de su m- 
tegral en (0,n), en cuaíquier mtervalo 
es un número entre —A y +A, siendo 
oscilante la integral en (0, co). 

Para a < — 1 diverge en (0,n) y 
carece de sentido en (0 °o). 

2. Supongamos, como en ejemplo 1, 



• Con el símbolo de la Aritmética trasfinita el número ordinal de b es w, primer 
número trasfinito. Utilizando la inducción trasfinita se llega a extender la integral para 
conjuntos ainRulare» más complicados. 
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gral “ enter ° Ímpar ° fraccion ario de términos impares en la inte- 

X 

[80-16] j ( sen i)%, d , . ob¡en J (aen()1 | t_' 

0 lU 

se vióPy^^es^T-l ToÍrn'f (a ? están acotada s eo ™ ya 
luego, por el criterto de Dm.cX la ínSf a 

ÍS„r e r P8ra -^= r 21a tote ^ al ee Úec.^y^S^^^reT's'eSi 

í£ SiS erf'cada %£ 

* ° Lwt, + y en (í, oo) carece de sentido. 

do puntos' süigu^are 8 2 per“ d s i el 

r¿oS' s> s 

' eg i? > n ->tamente aditiva (§ 95). Baste recordar (Cap. IX, nota VI) 

?encia constaSte m íeTemr,^ n tai con J. nnto excepcional pueden no tener dife- 
cons {®“*® (ejemplo: la funcion de Cantor y la función y = 0) v 

£r/iSr, 0 , r r‘ 8Í .' a3 dos toeiones tienen igual derivada 
umua o mzinita) en todo punto sin excepción. 


Ejercicios 


1. Aplicando lim ynl/n* = e~' para n-^co, calcular directamente la 


integral impropia j lna;da;. 


condWonattela'í'tategíles P8ra '° S q “ e S ° n conver ^ ntos t ‘ boototo 0 


da; ; b) 


v oHtudiar éníSl 5 ¿i ?a f a S= /’ efectuar ei cambio de variable x = y' 
8y*4) llmite deI in Legrando para y -> + co (cfr. § 80-8, ejemplos 

8. Calcular 

2 


f x áx 

J Vl—x a 


4. Ilallar el valor principal de las integrales 


apiicand ° dir “ ia 
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5. Estudiar la convergencia de las integrales de 

se n kx cos kx 

x a ’ x a ’ 

en el intervalo (0, oo), según sea el valor de a. 

6. Demostrar que la integral de la derivada de toda función conti- 
nua que admita derivada finita integrable (R) en un íntervalo finito, 
excepto en un número finito de puntos intenores, es convergente (ctr. 
§ 50-2, nota 4). 

7. E1 laborioso estudio hecho por Beppo Levi en su prestigioso^ tra- 

tado (citado en Cap. VI, nota VI-2; págs. 256 a 258 y 275 a 278) de la 
integral ^ 

í ( sen-^Yx^áx , o bien j (sen t)*-^ , 

le conduce a los coeficientes de acotación — 2x y _-f2it. Dedúzcanse, 
transformando la integral por partes, las cotas más aproximadas 
y +2. 

8. Generalizar los criterios de convergencia de integrales que hemos 
llamado de Abel y DlRiCHLET, al caso en que la funcion a(x) es de va- 
riación acotada en (ct, 6). 

9. Demostrar que el conjunto de puntos singulares (R) de una in- 
tegral es cerrado. Aplíquese el teorema de Borel para simplificar el 
método de Harnack (§ 80-9). . 

10. Constrúyanse funciones. integrables (R) con conjunto no cerrado 
de puntos de discontinuidad. 


81. Series múltiples 


1. Sucesiones doblemente indefinidas. — Una sucesión in- 
definida de sucesiones indefinidas de números reales o com- 
plejos 

f Sn S12 S13 . Sm . 


[81-1] 


S21 S22 S23 


Sml S n ¡2 S)i¡3 


se llama doblemente indefinida 0 sucesión indefinida doble. 
Puede engendrarse de dos modos: como sucesión mdefinida de 
filas (cada una de las cuales es una sucesión indefinida simple), 
0 como sucesión indefinida de columnas, que también son suce- 
siones indefinidas simples. Es decir: podemos comenzar fijan- 
do el índice m en el elemento general S m « y dando a n los 
valores 1, 2, 3,.; 0 bien fijamos primero n, dando valores 

sucesivos a m. , 7 , 

Se dice que la sucesión {S m ,«} o la vanable S m « tiene el li- 
mite doble finito S, 0 tiende al límite doble S, si para cada va- 
lor de e > 0 corresponde un número natural v tal que sea: 

[81-2] | S m »—S | < e, para m>v y n > v. 
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Si se verifica | S OT „ | > K, cualquiera que sea K, la sucesión se 
llama divergente. Escribiremos, respectivamente: 

[81-3] lim S OTn = S , lim S OTn = oo. 

m, n —»co m , n —>co 

Si la sucesión doble no tiene límite, finito ni infinito, se 
llama oscilante, indeterminada o discrepante. 

No debe confundirse el límite doble [81-3] con el límite 
sucesivo : 


[81-4] lim ( lim S OTn ) , lim ( lim S wn ) , 

m —»co \ n —»co / n—\ / 

(por filas) (por columnas) 

en las cuales se hace crecer infinitamente primero un índice y 
'uego el otro mientras que en [81-3] crecen ambos simultánea- 
mente. 

Notas : 1. En [81-2] es equivalente en lugar de v poner en corres- 
pondencia de e > 0 números naturales m 0 (e), w 0 (e) tales que sea: 

I H I-5J | Smn — S| < e , para m > m 0 (e) y n > n 0 (e). 

Si dirigimos (§ 2-7, nota 2) el conjunto de pares de índices a = (m, n) 
'l» mancra que a[>]a 0 si se cumple simultáneamente m > y n > n 0 , 
la definición [81-5] es caso particular de la correspondiente a un con- 
junlo dirigido cualquiera dado en § 78-1, nota 1, def. 1. 

También [81-5] expresa que tachando en [81-1] las m primeras filas 
V lus n primeras columnas, los elementos que queden (en el ángulo in- 
IVrior derecho) difieren en valor absoluto de S en menos de e. 

2. Los límites [81-3] y [81-4] pueden considerarse respectivamente 
romo límite doble y sucesivo en el infinito (§ 85-1, nota 1. y § 65-2), 
'londo las variables independientes x, y tomen sólo valores naturales. 

3. Muchos autores engloban con el calificativo de “divergentes’’ a las 
Mucosiones dobles “no convergentes”. 


EJEMPLOS: 1. Sea 
ro 

la sucesión doble S, n 

, n = m/(m + n) , dando el 

1 

1 

í 

1 

2 

3 

4 ’ ' ‘ 

’ l-t - n ’ 

2 

2 

2 

2 

3 

4 

5 

2 4- n 

3 

3 

3 

3 

4 

5 

6 ’ ‘ ' 

3 4- n ’ . 

m 

m 

m 

m 

m 4-1 ’ 

m + 2 ’ 

m + 3 ’ 

m-fn 

K1 límite de cada fila es cero y 

el límite de cada columna es 1; luego: 

llm I lim 

>»- »íO ' » — f X 

Smn j — 0, 

lim ( 
n — > cc \ 

lim Smn = 1, 
m—/ 


V, nln ambnrgo, no existe 
oNcilanto. 


lim 

m, n—*-o 


-- , es decir la sucesión doblt. es 

m -+- n 
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2. Para 8 = »-■«, om ^ 

íeniido términos tan g randes en valor 

absoluto como se quiera. 

3 Para S .. = (-l)-(l Im + IM no existen ni ei (os- 

cilante entre tW, ni tampoco existe el VmB.» es decir no hay 
límites sucesivos, ni por filas, ni por eolumnas. Sin embargo, ex,ste el 
límite doble S — 0. , , „ cn . 

• t a a r lin ímTa^ 

íguales a 0. Sin emt>a g todo 

viendo que Sím, m — ¿/ y > ra r 

tfhp 1 (Pringsheim). Si existe el límite doble fimto o 

De [81-2], al suponer existente Jim S mn , sera tam ie 

, 1¡m s„_ s I < e para m > v, lo quVprueba que existe el 

«-»°° na i/íivvt = S. Demostración ana- 

límite por filas y es lim 

loga para el caso de divergencia, sin que para m fijo, b ”>” 
necesite ser infinito. 

NOTAS: 4. Compárese este teorema con el ejemplo 3. 

5. Para variables continuas este teorema es el v 1S to en § 65-2, 

ZteToUe fmo eJ Jüelara todo s > 0 existan números *a- 
turales m 0 (e), w 0 (e) tales que 

i q _g I < e para m > m 0 V n> n 0 , 

con v V q números naturales cualesquiera. 

Es corolario inmediato del teor 1 de § 78-1 dado en gene- 
ral para límites dirigidos (nota 1). 

cesi„rX^ 

C.atichY (§ 65-1, nota 2). . » 

7. Si loa elementoa.del euadro t 8 . 1 ’ 1 ]'íinfif 1 ‘(l'zTITrL- 
límites superior e ^fenor de osci acion fi , ndiceg gegún crite rio dado en 

tsrn S^ur^ d S el de mSufo finifo (efr. S 21-6, »). 
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2. Series dobles y múltiples. — a) Dada una sucesión doble- 
mente indefinida de números reales o complejos: 


U\\ U\2 U\z U\n 

U2\ U22 U23 U^n 

Uz\ U 32 Uz3 . U Sn 


Uml U m 2 U m z . U mn 


se llama serie doble al algoritmo que resulta de combinar la 
adición con el paso al límite, del modo siguiente: de la suce- 
sión doble [81-6] deducimos otra sucesión doble [81-6] de ele- 
mentos (§ 4-8, b) : 

m, n m n n m 

[81-7] S, )ln = 2 Uij = 2 2 Ui¡ = 2 2 Uij , 

i = 1, j = 1 i — 1 j = 1 ¿ = 1 i = 1 

donde cada uno es entonces la suma que llamaremos suma par- 
cial de la serie doble, de todos los términos [81-6] cuyos índi- 
ces no excedan a m y n, respectivamente. 

De otro modo: S wn es la suma de los m. n términos en el 
reetángulo de diagonal u n u mn . Según se verifique: 

lim S wn = S , lim S mn = oo , 

m, n — m, n —>co 

o que no exista límite, la serie se llama convergente, divergente 
ii oscüante, y en el primer caso, el número se llama S suma 
dc l(t serie, y suele escribirse (induciendo a falsa interpreta- 
ción) : 

cr 

S ^ 2 Uij = U\\ 4 - U\2 + U\z + • • . + U\n + . . . 
i.j = 1 

+ U 2 \ + U 22 + U 23 + . . . + U 2 n + . . . 

[ 81 - 8 ] + . 

~\~U m 1 + Um2 + U m z + . . . + U m n~\~ • • • 

+ . 

l»ero entiéndase bien que no se ha de sumar por filas, y luego 
éslas entre sí, como pudiera creerse por la estructura de esto 
oHquema; ha de entenderse solamente que S es el límite dc 
S m „, como se ha dicho antes. 

Notas: 1. A1 efectuar los pasos al límite doble y sucesivos por filas 
• > por columnas, cn [81-7] se obtendrá respectivamente (cfr. b 2 ) 

00 00 co co co co co 

2 u,i ; 2 2 Uij = 2 I 2 U„ } ; 2 2 u„ \ 

t, i 1 i 1 1 = 1 i = 1 j = 1 3 = 1 í = 1 
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de modo que no se conservarán en general las equivalencias de los tres úl- 
timos miembros de [81-7] al reemplazar m y n por oo. 

2. Recíprocamente, de toda sucesión doble de sumas parciales [81-1], 
se deduce [81-6] mediante 

[81-9] Urnn = S mn - Sm, n -1 - Sm-J, n + Sm- 1 , n-J. 

Def. Una serie doble se llama absolutamente convergente 
si es convergente la serie doble formada por los valores abso- 
lutos | Umn \ de sus términos. 

Teor. Una serie doble absólutamente convergente es con- 
vergente. 

Para demostrarlo, basta aplicar la desigualdad triangular 
(§ 9-5, ejercicio) al criterio de Stolz (§ 81-1, teor. 2; cfr. 
§ 22-1, h). 

b) Series simples deducidas de una serie doble. — b\) Por 
ser numerable el conjunto de términos u mn dado en [81-8], se 
lo podrá (§ 2-11) ordenar en serie simple de muy diversas ma- 
neras, de Ías que al estudiar el producto de series numéricas 
(§ 22-6, b) ya hemos visto dos importantes: 

Serie principal. Se recorre el esquema [81-8] por ángulos 
rectos sucesivos de lados verticales y horizontales con vértices 
en la diagonal principal [un), así: 

[81-10] U\ \ + U\2 + U 22 + U2\ + U\Z + U 2 Z + Uzz + Uz2 + Uz\ + • • • 

Serie diagonal. Se recorre [81-8] por diagonales sucesivas 
perpendiculares a la principal, esto es, ordenando los términos 
por la suma de sus índices, asi: 

[81-11] U\\ + U\2 + U2\ + U\z + U22 + Uz\ + 1¿14 + U2Z + 

-f-Uz 2 + U\\ + . • • 

Nota 3. Con el mismo nombre se designan las series análogas, pero 
distintas de las anteriores que se obtienen recorriendo los índices en for- 
ma ascendente, en lugar de descendente. 

Asociando los términos en las series anteriores se obtienen 
las siguientes: 

Serie por cuadrados. Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los cuadrados correspondientes a la ordenación 
principal, dando la serie de términos: 

Q\ = U\\ , Q 2 = U\2 + U 22 + U2\ , 

Qz — U \3 + U2Z + Uzz + Uz2 + Uz\ , 

y en general 

[81-12] q n = U\n + U2n + • • . + U n -\, n + U n , n + U n , „-!+...+ 

+ Un2 + U n \ ■ 

Serie por triángulos. Sus sucesivas sumas parciales son las 
que completan los triángulos correspondientes a la ordenación 
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diagonal, de manera que sus términos se obtienen asociando en 
[81-11] los de suma de índices, constante. 'así: 

íl = U\\ , to = U12 “I - U 2 \ , t 3 — U \ 3 + U 22 + u 31 

y en general 

[81-13] t n = U\n + «2, n-l + • • • ~\~ U n -1, 2 + «'nl • 

6 2 ) Otrá forma de sumar el esquema [81-8] no es ya for- 
mar con él una sola serie simple, sino una serie simple de se- 
ries simples, siendo importante considerar en particular las si- 
guientes, que corresponden a los límites sucesivos por filas o 
por columnas de la sucesión S m „ (ver nota 1) : 

Suma por filas. Es la de la serie simple 

co co 

[81-14] — fm , con fm~ — 1 U mn , 

m = 1 n = 1 

supuestas convergentes cada una de las series formadas por 
las filas de [81-8]. 

Suma por columnas. Análogamente es la 

CO 00 

[81-15] 2 c„ , con c„ = 2 u mn - 

n = 1 m = 1 

c) Series múltiples. — Sus términos dependen no ya de dos, 
sino también de tres o más índices naturales (pero no de in- 
l'initos índices, pues entonces se obtendría un conjunto no nu- 
merable, con la potencia del continuo; cfr. Cap. II, nota II). 
E1 conjunto de sus términos da lugar a sumas parciales, ele- 
mentos de sucesiones múltiples, en forma análoga a la [81-7] 
y rccíprocamente, como en [81-9]. Para estas sucesiones múl- 
tiples de sumas parciales se definen los límites múltiples y _su- 
(•(‘sivos en forma análoga a la vista para el caso de dos índices 
(cfr. § 65-2, nota 4). 

3. Series dobles de términos positivos. — Como en el caso 
de las series simples: 

Teor. 1. Toda serie doble de términos positivos o nuíos es 
convergente o divergente, pero nunca oscilante. 

l’ut‘8 lu sucesión doble de sumas parciales es monótona respecto del 
critcrio de dirección (m, n).[>] {nn, nó) si es simultáneamente m > vu y 
n • n„ (§ 81-1, nota 1; § 78-1, def. 2) y por tanto (§ 78-1, teor. 2) 
t-xinle siempre su límite finito o infinito. Esto mismo demuestra: 

'Pkor. 2. Condición necesaria y suficiente para que una se- 
rir (loblc de términos positivos o nulos sea convergente es qur 
sc conserven acotadas sus surnas parciales dobles, S mn < K, con 


§ 81 -4 

K número positivo independiente de m y n, y entonces la su- 
ma S no es mayor que dicha cota K, es decir, S < K. 

La propiedad fundamental de las series dobles de términos 
positivos que hace su manejo particularmente sencillo, es la si- 
guiente: 

Teor. 3. TJna serie doble de términos positivos o nulos, 
convergente, tiene convergentes y con igual suma cualquier se- 
rie simple deducida de ella, que contenga todos los términos de 
la dada, así oomo las series simples formadas con la suma de 
las series simples que forman las filas ( columnas ) de [81-6]. 
Recíprocamente, si u mn 0, es suficiente que cualquiera de es- 
tas series simples sea convergente, para que lo sean las demás 
y la serie doble, con igual suma. 

En efecto, dada una ley de formación cualquiera de una serie simple 
de suma parcial S t , siempre podremos considerar una suma parcial doble 
S,„n que contenga todos los términos de S*: y la S P , que pueda formarse 
con términos contenidos en S Por ser positivos o nulos todos ellos, será 
S,„ < S* < Smn, lo que prueba (§ 81-2, teor. 2, y § 22-2, a) el directo y 
el recíproco del teor. 3 para el caso de series simples y la doble. Para el 
caso que relaciona la suma por filas con la suma doble, supongamos pri- 
meramente que se verifica la hipótesis del directo Smn -> S. Si designa- 
mos por (p n (m> la suma parcial de los n primeros términos de la fila 
m-ésima de [81-6], por ser 

[81-16] Smn = cp n (1 > + CPn W + . . . + CPn ,m> < S , 

cada fila forma una serie convergente tal que 

co ’ 

lim cp„ <m) = / m = N] Urn n , 
n ~n = 1 

y en el límite n —» oo para el segundo miembro de [81-16] se conseTvará 
Srnn < /l + /a + . . . + /m < S , 
que prueba que es convergente con suma S la serie [81-14]. 

Recíprocamente, si es convergente la serie [81-14] con suma S, en- 
tonces la suma parcial doble se conserva acotada Sm,. < S, es decir, la 
serie doble de términos positivos o nulos será convergente (teor. 2), con 
la misma suma S, en virtud del directo. 

4. Series dobles absolutamente convergentes. — Las series 
dobles absolutamente convergentes no se comportan exactamen- 
te como las series dobles de términos positivos (ver nota), pero 
sí subsiste la parte directa del teor. 3 de § 81-3. Así: 

Teor. Si una serie doble de términos reales o complejos 
cualesquiera es absolutamente convergente con una suma doble 
S, entonces, todas las series simples deducidas de ella, así como 
la suma por filas ( columnas) son también absolutamente con- 
vergentes con la misma suma S. 

En efecto, por consideración de las series formadas por los valores 
nbsolutos de los términos y aplicación del teor. 3 del § 81-3, se ve que 
set'an nb.solutamente convcrgentes todas las series simples deducidas de 
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la dada y por tanto tendrán entre sí igual suma (propiedades conmutati- 
va y asociativa, § 22-5) y en particular la serie por cuadrados [81-12] da 

2 = s„ n S , 

í = i 

Buma de la serie doble. Por otra parte, las series formadas por las filas 
serán también absolutamente convergentes, con 

oc 

/m — L Wmn i 
71 — 1 

por lo que existirá 

lim Smn = /i "b A -f- ... + fm 


y podrá aplicarse el teorema de Pringsheim (§ 81-1, teor. 1) y por tanto 
será 

co 

2 fm = S , 

m = 1 

como queríamos demostrar. 

Nota. En contraste con lo que ocurre con las series dobles de térmi- 
nos positivos o nulos (§ 81-3, teor. 3, recíproco), para las series dobles 
de términos reales o complejos cualesquiera se da el caso sorprendente 
dc que una serie doble de filas que formen series absolutamente conver- 
gentes, con suma por filas también absolutamente convergente, pueda no 
tener suma por columnas y como serie doble no ser convergente y por 
tanto tampoco absolutamente. 

Ejemplo (Cesaro). Sea 

Umn — (_l)n-l(21+[»n]—l)wt-l/ 2 (l+[i»]) n 

es decir: 

+ ... 

2“4 + 4 8 + 8 16 ^ 16 



cada fila, de suma l/2 m , forma una serie absolutamente convergente, 
HÍendo (l/2) + (l/4) + (l/8)+ ... =1 (suma por filas) absolutamente 
oonvergente. Cada columna forma una serie geometrica convergente (aD- 
HOlutamente) de sumas ±1, pero no existe la suma por columnas, por 
H«r oscilante, 1 —1 + 1 —1 + 1 — 1+.... Además vemos que para m 
muy grande respecto de n impar (par), está Smn tan cerca como se qu 
ru do 1 (0), lo que prueba que no puede ser convergente la sucesion io- 

ble S. 
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5. Series dobles de términos reales o complejos: propiedad 
conmutativa. — Las series dobles de términos reales con infi- 
nitos términos positivos e infinitos términos negativos, pueden 
estudiarse también formando separadamente la serie doble de 
los términos positivos (sustituyendo los demás por ceros) y la 
serie doble de los valores absolutos de los negativos (sustitu- 
yendo por ceros los positivos). Así de [81-8] se deducen: 


d)ll + dl2 + ••• + O-in + 

+ a 2 l + a 2 2 + ••• + » 2 n + 
[81-17] +. 

+ ®ml+ Ct m2 + ... + ®ran + 

.+. 


&11 + &12 + ••• + &ln + • 

&21 + 622 + ••• + &2n + • 


+ &ml + b m 2 + ••• + b mn + . 
+. 


de términos no negativos, con sumas parciales A mn y B mn tales 
que S mn = A m » — B mn . Entonces: 

Teor. 1. Si las dos series dobles com/ponentes [81-17] con- 
vergen y sus sumas son A y B, la serie doble [81-8] converge 
hacia A -— B, y además es absoluta e incondicionalmente conver- 
gente. Si la 2* [1$] converge y la otra diverge, la serie doble 
diverge hacia +co ó [— 00 ]. Si ambas son divergentes, la serie 
doble puede sei'- convergente, divergente u oscilante y, al poder 
aplicar a las series simples deducidas de ella el teorema d.e 
Riemann (§ 22-4, 6 2 ), en el caso de ser convergentes, su suma 
dependerá del orden de los términos. Así pues, aquí también 
(cfr. § 22-4, b 8 ) las denominaciones de convergencia absoluta 
y convergencia incondicional son equivalentes. 

Esto subsiste para las series dobles de términos complejos, 
^m» ~ Ú mn + iu) mn (con v mn , w mn reales), pues aquí también 
(cfr. § 22-5) : 

Teor. 2. Condición necesaria y suficiente para que la serie 
de términos complejos 

co 

S U mn 

m, n = 1 

sca convergente, es que lo sean conjuntamente las series dobles 
fnrmadas por las partes reales v mn y las partes imaginarias 
dc u mn , y si 

CO CO 

V = L v mn , W — L w mn , 

m, n = 1 m, n = 1 

Hcrá S = V + íW. 

Kn efecto, basta considerar las desigualdades: 

I wTwT„ J < }< I S-S„. I < I V-v„„ 14-1 W-W„ I 

para S mn = V fnn + iW mn . 
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Nota 1. Obsérvese que para la convergencia de una serie doble de 
términos cualesquiera se da el hecho sorprendente de que no es necesario 
que se conserven acotadas las sumas parciales dobles | S mn | < K, si m y n 
no crecen simultáneamente, según se ve en el siguiente 

Ejemplo. Séa la serie doble: 

(Oo “f" bo) -f- ( ®i — &o) -f- -f- 0*3 -f- Cf-4 -f- ... 

-f- (—cto -f- b\) -f- ( — a, — bi) — O/i •— O/i — Oi — ... 

-f- bi — bi —f- 0 -f- 0 -f- 0 -f-... 

-f- . 

Tomando m > 2, n > 2 es Smn = 0, y por lo tanto la serie doble es 
convergente con suma cero, cualesquiera sean las Oi y b¡. Si %a, fuese 
divergente y %b, convergente, las S 0 , n para w->co, no se conservarían 
acotadas y la suma por filas no existirá, aunque sí la suma por colum- 
nas. Por otra parte, la suma por triángulos vale a n + b n y eligiendo ade- 
cuadamente las sucesiones a ( , b, podemos hacer que la suma por trián- 
gulos sea convergente al valor que queramos, divergente u oscilante, a 
pcsar de ser S = 0 y del teorema de Pringsheim (§ 81-1, teor. 1, que 
se refiere a suma por filas o por columnas). Si por ejemplo hacemos 
a, = 2, b, = —1, La suma por triángulos vale 1^0 y la ordenación dia- 
gonal da una serie simple oscilante, la serie doble es convergente con 
suma 0, y las sumas por filas (columnas) no existen. 

Nota 2. Una aplicación interesante de la teoría de las series dobles 
'■s la simplificación de la demostración del teorema del producto de se- 
ries simples absolutamente convergentes (§ 22-6, ó a ). Pues bajo esta hi- 
pótesis, la serie deble producto [22-69] es también absolutamente conver- 
gente (basta sumar por filas la de sus valores absolutos, § 81-3, teor. 3) 
y su suma será el producto de las sumas de las series factores (como 
también se ve sumando por filas [22-69] según U^i -f Uv a -f- ... + Uu m + 
+ ... =U.V y aplicación de § 81-4, teor.). 


Ejercicios 


1. Expresión general de los términos u m¡n , (m > 1, n > 1) de la se- 
rie doble cuya suma parcial doble vale S m ,n = (m — n)/{m + n). Hállese 
su suma por filas, por columnas, doble, por triángulos y diagonal. 

2. Dada la serie doble 


0 + 1 + 0 + 0 + 0 + ... 
- 1+0 + 1+0 + 0 + ... 
+ 0 — 1 + 0 + 1 + 0 + ... 


+ °. + . +.. + ... 1 ~..\.. 


formar sus dos series dobles obtenidas al 
anular los términos de igual signo (ya sólo 
—, ya sólo +) y estudiar para cada una 
de ellas tres (la dada y estas dos), el valor 
y la suma por filas, por columnas, doble, 
diagonal y por triángulos. 


3. Demostrar que la serie doble 


+ 1 — 1 + 1/2 — 1/2 + 1/3 — 1/3 + 

— 1 + 1 — 1/2 + 1/2 — 1/3 + 1/3 — 

+ 1/2 — 1/2 + 1/3 — 1/3 + 1/4 — 1/4 + 

— 1/2 + 1/2 — 1/3 + 1/3 — 1/4 + 1/4 — 

+ . 


•’h convergente y su suma es 0. 


4, Demostrar que la serie simple principal de la serie anterior es 
convcrgente y tiene la suma 0; la serie diagonal es oscilante; la serie 
nbtcnida BUmando por filas tiene la suma 0, y también tiene esta suma 
lu nerie obtenida sumando por columnas. 
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§ 82. INTEGRALES DOBLES 

1. Concepto de integral doble. — a ) De igual modo que el 
problema del área de recintos planos condujo al concepto de in- 
tegral simple, el del volumen conduce a las integrales dobles. 
Vamos a definirlas por el mismo método de Riemann usado 
en §§ 48 y 49. 

Sea z = f (x,y) una función acotada, en el rectángulo 
R(a < x < b ; c<?/<d) 

y dividiendo éste en rectángulos parciales por abscisas y orde- 
nadas intermedias: 

[82-1] a = Xq <C Xi <C ... <C x n = b , 

c = Vo < Vi < . . • < Vn = d , 

multipliquemos el área § r = Ax . Ay de cada intervalo bidimen- 

sional, o rectángulo parcial, por el extremo inferior o superior 

de f (x,y) en él, y formemos así las sumas: 

[82-2] s = 2 m r b r , S = 2M r 8 r 

siendo, por tanto, s < S y verificándose la igualdad solamente 
si f (x,y) es constante en cada rectángulo, caso en que se lla- 
mará función esculonada. 

La suma inferior s nos da un volumen contenido en el 
cuerpo limitado por la superficie z = í(x, y), el plano xy y el 
cilindro cuya base es el rectángulo R en este plano, cuerpo que 
se llama cilindroide por analogía al trapezoide (§ 48-2). La 
suma superior S nos da un volumen continente de dicho cilin- 
droide. Así pues, intuitivamente, el proceso de cálculo [82-2], 
trata de aproximar por defecto y por exceso, mediante la su- 
rna de volúmenes de los ortoedros elementales contenidos y con- 
iinentes correspondientes a cada partición [82-1], el hipotético 
volumen del cilindroide en cuestión. 

Si son contiguas (§ 7-6) las clases de las sumas s y S para 
iodas las particiones del rectángulo R en un número finito de 
rectángulos parciales, el número frontera se llama integral de 
\'(x,y) en R, designándose así: 

|82-3] JJ f (x, y)dx dy 

R 

y la función f (x,y) se dice integrable (R) en R. 

Si las clases no son contiguas, se define la integral inferior 
y la integral swperior, así (cfr. § 49-2) : 
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b) La integral como límite. — Si en cada intervalo parcial se elige 
un punto cualquiera (x r , y r ), como las sumas 

2/r)A»A V 

que están comprendidas entre_ las s y las S, difieren de la integral en 
menos de e desde una partición en adelante, luego la integral, si existe, 
puede considerarse como límite de estas sumas, respecto del conjunto di- 
ngido de las particiones (§ 78-1), cualquiera que sea el punto (x r ,y r ) 
elegido en cada rectángulo. Más general: las sumas s convergen siempre 
hacia la integral inferior y las S hacia la integral superior (§ 78-1, 
teor. 2) 

Estos límites lo son respecto de las particiones, pero se puede demos- 
trar que también lo son respecto de la norma. Si llamamos diámetro de 
un conjunto al extremo superior (§ 23-14) de las distancias entre pares 
de puntos del conjunto, la norma de una partición es el diámetro máximo 
de las mallas del retículo formado por la partición [82-1]. La demostra- 
ción de este lema, de Darboux, es análoga a la ya dada en Cap. XV, 
nota I, b. 

Nota. E1 paso al límite que se efectúa para obtener la integral do- 
ble es análogo al estudiado para sumar series dobles (§ 81-2), que están 
respecto de las series simples como las integrales dobles lo están respecto 
de las simples. 

2. Conjuntos de extensión nula y de medida nula. — La teo- 

ría de la integral fué creada para la medición de magnitudes 
geométricas de figuras representadas analíticamente por fun- 
ciones definidas en intervalos de Ej o recintos sencillos de E 2 , 
E 3 ; posteriormente se abordó la medida de los conjuntos de 
puntos cualesquiera y la exposición de la teoría elaborada por 
Jordan, Borel y Lebesgue la haremos en los §§ 94 y 95. Hay, 
sin embargo, algunas nociones ya clásicas que conviene ante- 
poner. 

Def. 1. Un conjunto de E n se dice nulo (R) o de extensión 
nula (_en particular diremos longitud, área o volumen (R) nu- 
los) si puede encerrarse en un número finito de intervalos, 
rampantes o no (es decir, con o sin puntos interiores comu- 
nes), cuya suma de extensiones (longitud, área, volumen) sea 
menor que cualquier número positivo prefijado. 

Ejemplos: 1. De cualquier modo que se cubra el conjunto de los 
punlos racionales del intervalo (0, 1) con número finito de intervalos, la 
Hiima <le las longitudes de éstos es mayor o igual que 1, luego no es nulo 
(R); pero tampoco diremos que tiene longitud 1. (Ver def. 2 y ejem- 
plo 3). 

2. Son nulos en E a : el conjunto de puntos x = l/m, y = lfn para 
todos Iob valores naturales m, n; cualquier conjunto finito de segmentos, 
coii o sin puntos comunes, trazados en el cuadrado; todas las curvas elc- 
menlales: cónicas, cicloides, espirales, etc., por ser rectificables (ver no~ 
1,1 y también las no rectificables como la y = x sen (n/x ), que tienen 
longil.ud finita si so excluyen ciertos intervalos arbitrariamente pequeños. 

Nota I. Ejemplos de conjuntos nulos (R) en Ea (de área nula) aon 
) 11 " ''iirvKB rectificables (§ 55-1). En efecto, si se dividen en n parton 
igualcH lo» lados a, h dcl rcctángulo quo contiene la curva, y también la 
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curva cuya long-itud suponemos l< a <6, c.omo los puntos de dos rectán- 
gidos parciales no contiguos distan más que el lado a/n, cada arco de 
longitud l!n < a/n no puede tener puntos en más de 4 rectángulos, nú- 
mcro máximo de rectángulos contiguos, dos a dos; luego el área total de 
los rectángulos que contienen a la curva es menor que 4n(a/n) (b/n)~ 
= 4(abln), el cual puede hacerse arbitrariamente pequeño al crecer n. 
Si la curva tiene longitud mayor o igual que a, descompuesta en otras 
de longitudes menores que a, subsiste la conclusión. 

Def. 2. Un conjunto de E n se dice de medida nula n-di~ 
mensional o nulo (L), si puede encerrarse en un número fi- 
nito o infinito numerable de intervalos w-dimensionales (§ 64-4), 
rampantes o no, cuya suma total de extensiones w-dimensiona- 
les sea tan pequeña como se quiera (cfr. Cap. XIII, nota III, c). 

Consecuencias inmediatas de las definiciones anteriores son: 

Teor. 1. Todo conjunto en E n de extensión nula, es tam- 
bién de medida nula, pero no recí'procamente (ejemplos 3 a 5). 

Teor. 2. Todo conjunto finito o numerable es de medida 
nula. Pues para cada e > 0, si se cubren los puntos Xi, x 2 , 
x 3 , .. ., con entornos de extensión e/2, e/2~, e/2 8 , . . ., resulta 
una extensión total menor que e, número que puede elegirse 
arbitrariamente pequeño. 

Teor. 3. La unión (en particular la suma disjunta) de con- 
juntos de medida nula, en número finito o infinito numerable, 
cs un conjunto de medida nula. Basta aplicar la misma demos- 
tración que en el teor. 2. 

Ejempi.os 3-5. Por ser numerables (§ 2-11), tienen medida nula: 
l‘\ cl conjunto de los números racionales; 2el conjunto binario, forma- 
d<> por los puntos de la escala natural, sus puntos medios, los medios en- 
I re eada dos consecutivos, etc.; en suma todos los expresados en sistema 
l-inario (Cap. I, nota II) con número finito de cifras 0 y 1; 3 13 , todos 
l<is puntos de la red decimal, es decir, expresados con número finito de 
eifras 0 a 9. 

Todos estos conjuntos son densos (§ 64-4, nota 2), es decir, hay pun- 
los del conjunto en todo intervalo; el complementario carece de puntos 
interiores; el derivado (§ 64-4, nota 2) es todo el intervalo básico [a, b]. 
I’ot tanto, ning-uno de estos conjuntos de medida nula, es de extensión 
nula. 

Nota 2. Todos estos conjuntos densos, son numerables; y será buen 
<•¡<1 ficio la enumeración efectiva de cualquiera de ellos (preferible el bi- 
ni "''<>), convenciéndose de que los infinitos intervalos con que se cubren 
>ii' puntos. no solamente no cubren todo el intervalo (0, 1), como enga- 
ii"Hiimente nos hace creer la intuición, sino que cubren una longitud ar- 
i ariamente pequeña, por ser conjuntos de medida nula, aunque no son 
l" '''.tnisión nula. Elíjase por ejemplo la amplitud a=l/lQ del entorno 
I" i l 2. su mitad para x 3 = 1/4, etc., y se verá cómo quedan puntos 
(I •>. I 5, V2/2, ...) sin cubrir. Recíprocamente: elegido un punto del 

.ipb'inentario, por ejemplo V2/3, tómese un valor de a suficientemente 

p«H|iieno para que quede sin cubrir. 

Kjkmi'Lo 6. Conjunto de C’antor. — Fué definido en § 50-2, nota 3 
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como eomplcmentario del conjunto de intervalos centrales abiertos en la 
division ternaria del segmento (0, 1). Puesto que, al excluir el tercio 
centj.al, la longitud total de los dos intervalos que cubren el conjunto es 
y, en general, la longitud total de los intervalos que contienen el 
con,mnto en cada etapa, es (2/3) n , que puede hacerse arbitrariamente pe- 
quena, resulta: el conjunto de Cantor es de extensión nula y, vor tanto 
de medida nida (§ 50-2, nota 3). ’ 


3. Condiciones de integrabilidad (R). — Como en el caso de 
una variable (§ 48-3, b), por la continuidad uniforme de 
f(x,y) en R cerrado (§ 65-3, nota 2), toda función continua 
en un rectángulo cerrado será integrable (R), pues para cada 
e > 0 la oscilación (§ 49-1) será cov = M r — m r < e, en toda 
partición en mtervalos suficientemente pequeños, por tanto: 

[82-5] S — s = 2 (M r — m r ) 5 r < e28 r , 

y siendo 28 r el área de R, resulta la contigüidad de las dos 
clases s y S. 

De igual modo que en el caso de una variable (§ 48-3, d), 
la existencia de integral en R subsiste para las funciones con 
discontinuidades de extensión nula, esto es, susceptibles de ser 
encerradas en número finito de intervalos de área total arbi- 
trariamente pequeña, y entonces, en la expresión [82-5] los 
sumandos que aportan esas mallas de áreas <e tienen suma 
menor que e . 2K si en R se conserva —K < f (x, y) < K; luego 
subsiste la contigüidad de las dos clases. Por tanto: 

Teor. 1. Es integrable en un rectángulo R toda función 
acotada cuyo conjunto de discontinuidad tiene extensión nula. 

En particular, si f (x,y) es continua en un dominio D, con- 
tenido en un rectángulo R, puede ampliarse a éste su defini- 
ción, poniendo f (x,y)= 0 en los puntos de R no pertenecientes 
a D, y resulta así una función que sólo es discontinua en la 
frontera de D; y, por tanto: 

Teor. 2. Es integrable toda función acotada continua en 
<i interior de un dominio D cuya frontera tiene extensión (su- 
perficial) nula. 

Tal sucede en el caso más frecuente en que la frontera está 
formada por una o varias curvas compuestas de número finito 
di‘ arcos monótonos, o, más general, por una curva rectificable 
(§ 82-2, nota 1). Su valor lo designaremos por 

[82-6] J f f(x,y)dxdy. 

D 

Nota._ Los teoremas anteriores dan sólo condiciones suficientes dr 
intcgraliihdad (R), aunque sean las que más suelen aplicarse en la prác- 
tica 

I.ns condiciones necesarias y suficientes de integrabilidad (R) cn R, 

1'iH mismns quo las vistas en el caso de una variable (§ 49-1 y Cnp. 
XIII. notn III), con ias misnms clcmostraciones. Así tendromos: 
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ráid. ia exisiencia ae La integral (R) de una función acotada f(x y) 
011 un rectangulo R, es condición necesaria y suficiente que se cumpla 
una cualquiera de las tres siguientes: ^ 

Vw Ó 1 ^: f^Riemann) ^ ° eXÍSte Una P artición [82-1] tal que sea 

2f) Para cada número co > 0, el conjunto de puntos x de oscilación 
Ü) W> co es de extension nula (Du Bois Reymond) ; 

, , 8 ’) J ? 1 con Í uni( >de puntos de discontinuidad (es decir, de oscilación 
<otx>> 0) es de medida nula (Lebesgue). 


4. Cálculo de integrales dobles por integrales reiteradas. _ 

E1 cálculo elemental de volúmenes a la manera de Cavalieri 
(Cap. XIII, nota I), por descomposición en discos, así como la 
suma por filas (columnas) de las series dobles (§ 81-2), su- 
giere que si la base es rectangular, el valor de la integral doble 
[82-3] vendrá expresado por la integral reiterada 

r b r d r d b 

f82-7] J do; J f(x,y)dy , o bien f dy f f (x,y)dx , 



'lmule en cada caso (fig. 278) la integral interior 

r d 

A(x) = J f(x,y)dy , 

ivnpectivamente 

b 

B (y) = J* f(x, y)dx , 

a 

' i’prcHenta cl área de la sección del sólido con el plano z = const. 
\ n c.onst.], y las [82-7] se escriben 
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J A.(x)áx , J B(y)úy. (Cfr. § 54-4). 

a c 


Pero si prescindimos de toda consideración intuitiva se 
plantea el problema siguiente: l 9 ¿Existen estas integrales? 
2P ¿Son iguales entre sí y a la integral doble sobre i?? 

Analizaremos después (§ 82-5) tipos de condaciones que 
aseguran la existencia de las tres integrales, lo que implicará 
que deben ser iguales, incluso si estamos en el caso [82-6]; 
así se obtiene 

b 


[82-8] JJ f(x,y)dxdy = J dx J f(x,y)dy = 


d 

= J dy J f(x,y)dx 

'o X( V ) 



Fic. 279 


donde Y(a:) designa el 
conjunto de intervalos * 
intersecados por el recin- 
to en la sección de abs- 
cisa x; en la figura 279 
hay tres secciones que 
dan 2, 2 y más (acaso in- 
finitos) intervalos. Aná- 
logamente, X(y) repre- 
senta uno o varios inter- 
valos secciones del recin- 
to con ordenada y. 

E1 caso más sencillo 
y frecuente en que cada 
sección es un intervalo, 
conduce a la fórmula: 


b yi(*) 

|82-9] f f' f(x,ij)dxdy = J dx J f(x, y)dy = 

D a yo(») 

d xi (2/) 

= J dy J f(x,y)dx , 

r, xo(i/) 

dcsignando por y 0 (#) la función definida por el arco inferior 
<1(4 contorno e yi(» por el superior; x 0 (y) está definido por 
el arco de la izquierda y x x (y) por el de la derecha. 

* I>«, ln (l«nnlolón cln recinto dndn en § 64-R rcnultn que ln sección de un reclnto 

«ntA fnrmndn por intervnlon en número finito o infinito numerable (§ 04-2) como non 
jimtn nlilerto ; rn umbim i'iimoh oxlHti* ln Inteiírnl HÍmplc (R). 
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Ejemplos: 1. Si el recinto D es el triángulo forrnado por ambos 
ejes y la recta r de ecuación x + y —: 1, se tendrá 

1 1 —x i i —v 

J J í(x,y)dx áy = J d* J í{x,y)dy — j dy J f{x,y)dx. 


Por ejemplo, el segundo miembro resulta 
de sumar primero los elementos de volu- 
men correspondientes a una sección de abs- 
cisa x [integral interior entre y = 0 (eje 
x) é y = l — x (recta r) ] y de sumar 
luego (fig. 280) estas secciones de espesor 
infinitésimo d*, entre x = 0 (eje y) y 
05 = 1 (intersección de r con el eje x). 

2. Calculemos el volumen del cuerpo li- 
mitado por el plano xy, el paraboloide elíp- 
tico z = {x a /2p) + {y"/2q) y el cilindro 
(* 2 /a 3 ) + ( 2 / 2 /b")= 1. 

Este volumen será: 


jr_ ,jr_ 

2 p + 2 q 


dx dy , 



que se descompone en suma de dos integrales sobre la elipse base. 

Para calcular la primera, integraremos primero respecto de y entre 
las ordenadas y x é j/a que corresponden a cada x, y resulta: 

+ a y. 


-k f x ' d:c f iy : 


separando el factor b/{pa) queda: 
- 4 -a 

f x ü V'a 2 — ar dcc 


CJ 

= 2 / 


a; 2 Va ! — x 1 dx. 


La sustitución x = a sen t, la reduce a 

7r/2 


sen 2 1 cos 2 1 dí 


= -Kf 


sen 2 2 t dí 


que se calcula pasando al arco doble (§ 51-4, b), y resulta na 4 / 8 , luego 
ln integral doble vale na”b/{8p), y la otra nab 3 /{8q); por consiguiente: 


_ r 1 , / « 2 b 2 \ 

V = —nabl — + —) . 
8 \ p q ! 


En particular, si los parámetros del paraboloide son p =«, q = b, 
i i'Hiuta: 

V = n ab (« + b ) = base . (« + b). 

8 8 

Si ol cilindro fuese el proyectante de la sección plana z = h, es decir: 
«“ 2 ph, b' J =2qh, resultaría: 


base x altura. 
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Nota. Los miembros segundo y tercero de [82-9] suelen indicarse 
también respectivamente así: 


f 6 í(x,y)dydx = P { f ' 

J a JVq Ja {Jy 0 

n ' x i C d f C x - 

f (x, y)dx dy = -H 

c o Jo { J-C„ 


í(x, y)dy d* 


Jc J x o i( ^ x <y> áxá y = J. |J e Í(x,y)dxjdy , 

donde los segundos miembros indican el significado que en general se da 
a la notación del primer miembro: los límites del segundo signo de in- 
tegración corresponden a la variable cuya diferencial figura en primer 
lugar y a la primera integración (integral interior). Sin embargo, esta 
nueva notación puede inducir a confusión, tanto más cuanto que otros 
autores hacen que el primer signo de integración con sus límites corres- 
ponda a la variable cuya diferencial figura en primer lugar y el segundo 
signo, a la segunda diferencial, con orden de integración también confuso. 

5. Existencia de las integrales reiteradas y su igualdad con la in- 
tcgral doble. — Demostraremos que si la integral doble existe, las inte- 
graies superior e inferior de Darboux (§ 49-2) : 


[82-10] 


f(x,y)dx 


, f 6 f(x, 

Ja 


pueden ser distintas sólo en un conjunto y de medida nula (§ 82-2). 
Aunque dichas integrales inferior y superior [82-10] tomen valores dis- 
tintos para ciertos valores de y, puede suceder que existan y sean iguales 
la8 integrales reiteradas : 

[82-11] ( d dy f h f(x,y)dx - f d d y ( b f(x,y)dx , 

Jc Ja Jc Ja 

cn cuyo caso diremos también que la integral reiterada existe con valor 
[82-11]. Tal ocurre cuando existe la integral doble, por demostración del 
teorema siguiente: 

Teor. Si existe 1a integral doble de f (x,y) en el rectángulo R : 
(a < x < b, c < y < d ), existe la integral simple 

I ^ f(x,y)dx , 

Ja 

oxoepto, a lo más, en un conjunto y de medida nula en [c, d], y entonccs 
rxiste también la integral reiterada y es 


f(x,y)dx = 


f(x,y)dx dy. 


Análogamente para 


j’ 1 ' da; (j d f(x,y)dy = j f (x, y) dx dy. 

ICn efecto, respecto de la partición [82-1], con ’a notación de § 82-1 

ea 

ra r Axr < j r ' n f(x,y)dx < " X f(x,y)dx < M r Aíc r , 

y por Ber válida respecto de las integrales inferior y superior de l)Alt 
iioux la propiedad aditiva respecto del intervalo (§ 48-5, a, con la misnm 
damqstración; íd. § 49-2, nota): 

i) m r A»r < í ' f(x,y)dx < í f (x,y)dx < ^ MrA*r. 
n Ja J a a 
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De aqui, sacamos del mismo modo: 

AVi 2 m r Ax r < \ V,+1 dy ( b f(x,y)dx < 

a Jy* Ja 

< j y¡ * +1 dy j b f(x,y)dx < Aj/. | M r A»r , 

[82-13] 8 < f dy f f(*, y)dx < ( d dy í b f (x, y) dx < S , 

jC . -Ja Jc Ja 

donde s y S son las sumas inferior y superior de la integral doble para 
la partición co.nsiderada. 

En el caso de existencia de la integral reiterada, la [82-13] prueba 
ya la igualdad de su valor con el de la integral doble, si ésta existe. 
Pero en todo caso, si son contiguas con frontera I las clases s y S res- 
pecto de todas las particiones, como los dos miembros centraies de [82-13] 
no dependen ya de éstas, debe ser 

[82-14] f d dy f 6 f(x,y)dx = ( d dy ( b f(x,y)dx = I , 

Jc Ja Jc Ja 

que tiene como fácil consecuencia la existencia de la integral reiterada 
con valor I, como vamos a ver. 

Si designamos por M s al extremo superior de una función G(y), 
en un entorno de y 0 , es M§ decreciente con la semiamplitud 8 del en- 
torno. Por tanto, existe (§ 78-1, teor. 2) el lim M s para 8-> 0. que 
llamaremos máximo de G(j/) en el punto j/ 0 . Entonces, al variar y<¡, re- 
sulta una función introducida mediante: 

Dep. Se llama función superior G(y) de G(j/) a la formada por 
los máximos de ésta en cada punto. Análogamente se define la función 
inferior G(j/) de la G (y) como la formada por los mínimos de ésta en 
cada punto. 

Si llamamos 

S(y) = f 6 f(», y)dx < í b f {x, y)dx = G(y) , 

Ja J a 

en § 95-4, teor. 8, demostraremos que las integrales inferior y superior 
'le Darboux son integrales de Lebesgue de las funciones inferior y supe- 
rior del integrando, es decir, por [82-14] se cumple: 

( g(y)dy = (L) f d g(y)dy = (L) ( d G(y)dy= f d G(y)dy , 

Jc Jc J c 

ilonde g(y) < g(j/) < G(y) < G(y). 

También demostraremos (§ 95-2, teor. 9) que siendo 

(L) [G (y) — g(j/) ]dj/ = 0 , 

<•011 integrando no negativo, es G (y) = g(y), a menos de un conjunto de 
tncdida nula y e[c, d]. Por lo tanto, ocurre lo mismo para g(j/) = G(j/), 
''n decir existe (§ 49-2) la integral de Riemann 



f (x, y)dx 


n 


morios de ;in conjunto de medida nula j /e[c, d]. Esto no modifica el 
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valor y la existencia de la integral (E) en [c, d] (Cap. XIII, nota III), 
c educiendose así de [82-14] la fórmula [82-12], como queríamos demostrar. 

Notas: 1. Obsérvese la diferencia con las series y sucesiones dobles 
(8 81-1, ejemplo 3). 

2.. Pueden existir ambas integrales reiteradas y aun ser iguales sin 
que exista la integral doble, como demostró Thomae. (Cfr. § 81-1, ejem- 
plo 4). Cabe finalmente, que existan y sean desiguales las integrales rei- 
teradas cuando no hay integral doble. 

EjemploS: 1. Sea la función f (x,y) definida en el cuadrado uni- 
dad Q(0<*<1; 0<y<l), tal que valga 1 si x es racional y 2 y 
hi x es irracional. Entonces, para todo x existe 

J Q f(x,y)dy = 1 , 

y por tanto existe 

Jo dx í f(!C,2/)dJ/ = !• 

En cambio, para y Vi, no existe 

J Q f(x,y)dx , 

ni tampoco existe la integral doble 

JJ f(x,y)dxdy , 

puoH los respectivos integrandos son discontinuos en todo punto (§ 82-3, 
nota). 

2. Sea la función f (x,y) definida en el cuadrado unidad, tal que 
valga 0, excepto en los puntos £ = (2m + 1)/2 n , p = (2p + 1)/2«, donde 
f (f,p) = 1/2", con m, n, p, q números naturales cualesquiera. Aunque sea 

JJ f (f, y) dy = 1/2" > JJ í(l,y)áy = 0 , 

la intcgral doble existe y también con igual valor las integrales reite- 
radaH en el sentido antes indicado. [Este ejemplo de Du Bois Reymond 
( 1KH3), fué impugnado por Stolz (1899), injustificadamente, al. no tomar 
fii cucnta que pueda existir la integral de Riemann, aunque el integrando 
no usté ni definido en un conjunto infinito, si éste es de medida nula]. 


Ejercicios 


I . Calcular dx X (x + y) dy = 2a 3 /3. 

f " , /'Vo a — ax 

2. Calcular J^ dx J^ (ax — x ! )~l dy = 2a. 

rb r io® __ 

3. Calcular da: Vxy — x a dy = Gb *. 

J 0 J x 

_ , , C* /’od 4- COB 0) 

4. Calcular J (| r a sen 0 d0 dr. 
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5. Calcular JJ (x 2 + y' 2 ) "i d« dy 
sobre el cuadrado |cr| <1, \y\ < 1. 

„ „ , , C C x* + y> + 3xy(x* + y*) 

6. Calcular j J - {l , + yV r - 

sobre el círculo x 2 + y 2 < 1. 


6. Calcular 


§ 83. INTEGRALES MÚLTIPLES. CAMBIO DE VARIABLES 


1. Reducción de integrales múltiples a integrales simples. — 
E1 concepto de integral doble dado en § 82-1 es ^plicable a 
cualquier número de variables, con leves cambios de palabras. 

Sea i(x u x it ...,x n ), o brevemente f(x), una función del 
punto x(x u x 2 , ...,x n ) definida en el intervalo w-dimensional 

I n (a k ^x k ^b k ) , (k = í, 2, ..., n) ; 

descompuesto por coordenadas intermedias en intervalos parcia- 
les I n r llamaremos volumen de cada uno al producto &X\&X 2 .. . 

.. .A:r n de sus dimensiones, representándolo por 5 r , y llamemos 
m r , M r a los extremos de f(x) en I n r . Entonces, si las sumas 

s = 2m r 5 r , S = 2M r 8 r , 

para todas las particiones posibles de I n forman clases conti- 
guas, su número frontera se llama integral n-ple de f (x) sobre 
I n , y se designa de estos modos: 

[83-1] J n f (x)dx = f (x u x 2 , ..., x n )áx! dx 2 ... dx n ; 

cón la primera notación es indispensable la indicación del nú- 
mero n de variables o coordenadas del punto x. 

Como el teorema de Heine (§ 65-3, nota 2) es aplicable a 
cualquier número de variables, resulta esta contigüidad si f (x) 
es eontinua; y también si existe un conjunto de medida nula de 
puntos de discontinuidad, es decir, contenido en número finito 
o infinito numerable de intervalos de volumen total arbitraria- 
mente pequeño (§ 82-3, nota). 

La misma demostración dada en § 82-5 es aplicable para las 
integrales reiteradas y resulta el teorema fundamental: 

Teor. Si f(x) es integrable en I n , también existe la inte- 
gral reiterada de cualquier orden, y .todas ellas son iguales a 
la integral múltiple: 

183-2] f f (x)dx = f 6 ” dx n f ^dxn-i . .. f" 2 da: 2 f bl f(x)d«i. 

J I n J a n Ja ,,_j J Ja x 

Si f(x) está definida en un recinto contenido en I n , de tal 
modo que al fijar x 2 , x 2 , . .., x n - u x„, varía x en un intervalo 
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función de éstas, puede considerarse aplicabie la fórmula ante- 
rior entendiendo que cti y son funciones de x 2 , x 3 , ..., x n ; 
(h y b 2 lo son de x 3 , ..., x n ; y, por último, a n y b n son los nú- 
m(!ros extremos entre los que varía x n . 

Refiriéndonos especialmente al caso n = 3, de máximo in- 
lcrés, y usando la notación x, y, z, la fórmula de reducción en 
«'l orden z, y, x, es: 


[83-3] 


J D f(x,y,z)dxdydz = 

= f'dx f y f x) d y f z f v) í(x,y,z)dz 

J x 0 Jy 0 Kx) Jz 0 (x, y) 


dobiendo deducirse z Q (x,y), z i(x,y) de la superficie frontera 
de D; y 0 (x), y^(x) de la frontera de la proyección sobre el 
plano xy; y, finalmente, los números x 0 , x^ son los extremos 
de ia proyección sobre el eje x. 


K.TEMPLO. Calculemos J f fz dx.dy.dz sobre el octante de esfera de 
centro 0 y radio R limitado por el triedro de los semiejes positivos. 

I.a reduciremos a tres integrales simples ; por ejemplo, en este orden: 
liitc grando resp ecto de z resulta hz\ y limitando entre z = 0 y z = 
y R J — x ‘ J — y J (frontera del octante de esfera) resulta h (R 2 — x 2 — y 2 ); 
intcgrando respecto de y (con límites determinados por la frontera deí 
cuadrante de círculo proyección sobre el plano xy) y luego respecto de x, 
reaulta: 

1 rii r vií a — x~ 

tJo áx i (V-*'-v‘)*v = 

! f /l d* [ VR' J — a:"- (R'—x^ — hiR 3 — x a ) V 2 ] = ^rf K (R* — x 2 )V* dx 

^ JO S J 0 

y hucicndo el cambio de variable x = R sen cp, se transforma esta inte- 
gral en 

C 7T/2 

R 1 cos‘cp.dcp 

cnyo valor se obtiene pasando al arco doble y después al cuádruplo 
(:i fil 1, ó); tomando el resultado de cualquier tabla de integrales (véase 
('up. XIV, nota I ó [53-7]), resulta 3n/16, luego la integral triple que 
M'l'icsciita el octante esférico respecto del plano xy, vale nR*/ 16. Más 
vcntajoso cs emplear coordenadas esféricas (§ 84-2). 

Nota. También se suele indicar el segundo miembro de [83-2] por 
la notación confusa (ver § 82-4, nota): 

f l>n f !>n " 1 . f ^ í &1 f (X) dXa dx 2 ... dXn 

ilimdc los líniites del último signo de integración corresponden a la va- 
l iablo (;*• i) indicada en primer lugar y a la yrimera integración, aun 
cuando cicrtos autores usan también otra convención en la correspondcn- 
cia y orden de los signos de integración. 
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2. Generalización del concepto de integral. — En la defini- 
ción de integral doble (§'82-1) hemos supuesto, para mayor 
sencillez, que el recinto D se 


divida en una red de rectán- 
gulos por paralelas a ambos 
ejes, pero igualmente puede 
adoptarse cualquier otra di- 
visión en mallas de forma ar- 
bitraria (fig. 281) y área ele- 
mental dada (§ 48-1), con la 
sola condición de que su diá- 
metro (§ 82-1, b) tienda a ce- 
ro. La contigüidad de las su- 
mas s y S, por defecto y por 
exceso, subsiste si la función 
es continua, salvo un conjun- 
to de medida nula (§ 82-3, 



nota), incluído en él la frontera de D. 


Nota. Teniendo en cuenta esta generalización del concepto de inte- 
gral doble, la notación de Leibniz, que hasta aquí hemos usado y que 
tan ventajosa resulta en las integrales simples, puede inducir a trans- 
formaciones erróneas de las integrales múltiples al cambiar de variables. 

Ejemplo. Sea x = u + v, y = u — v. Si llevados de la analogía sus- 
tituímos 

dx = du + dv , dy = du — dv , dx .dy = d v? — du a 
resultará una expresión sin sentido. 

Obsérvese en la figura 282 que el cuadrado de lado 1 en el plano xy 
se transforma en el cuadrado de lado 1 en el plano uv, con sentido opues- 
to. En § 83-4 veremos el significado de esto y explicaremos cómo se efec- 
túa el cambio de variables. 



Fig. 282 


Es preferible, por tanto, la notación más general: 

í f(x, y)dS y análogamente í f(x;y,z)dV 

Jd Jv 
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ropresentando por d*S el elemento de área y por dT el elemento 
do volumen, siendo por definición (§ 81-1, b) : 

1.83-4] f f(x, y)dS = lim 2 D f (x r , y r ) A-S r 

J D 

y análogamente para tres dimensiones. 

Esta notación y la del primer miembro de [83-1] valen para 
toda clase de coordenadas, mientras que la notación del segun- 
do miembro de [83-1] vale solamente para cartesianas. 

3. Propiedades de las integrales múltiples. — Por los mis- 
mos métodos que para las integrales simples (§ 48-5), se de- 
muestran las siguientes propiedades importantes de las inte- 
grales múltiples: 

a) Propiedad aditiva con respecto al recinto de integra- 
ri/m. — Si D, 'Di, D 2 son recintos cuyas fronteras tienen me- 
dida w-dimensional nula (§ 82-2), tales que D x y D 2 son no 
rampantes y es D = Di-fD2, basta que f(x) sea integrable 
(R) en Di y D 2 para que exista y sea 

[88-6] f f(x)dx = f f (x)dx + í f(x)dx. 

J D x Jd 3 

b) Propiedad lineal respecto del íntegrando. — Referida a 
l’unciones integrables (R) en D, subsiste la fórmula de § 48-5, 
bi\, cambiando x por x. 

c) Propiedades de monotonía. — Subsisten las fórmulas 
148-28] y [48-29] referidas a un recinto %-dimensional D, 
cnmbiando x por x, con la observación subsistente de que si 
I (x) es integrable (R) en D, también lo es | f(x)|, pero no re- 
cíprocamente (§ 49, ejercicio 1). 

d) Teoremas del valor medio. — Como en § 48-6, si 
«p(x)>0 y f(x) de extremos m y M (m<f(x)<M), son 
integrables (R) en el recinto mdimensional D, con lo que tam- 
bién lo es su producto (§ 49, ejercicio 2), es 

|K3-(>] m cp(x)dx < f (x)cp(x)dx < mJ <p(x)dx. 

Mn particular, para <p(x)=l, existe un número pi compren- 
dido entre m y M, (m < p < M), tal que 

188-7] í f(x)dx = jx I D | , 

Jd 

donde | D | designa la “extensión mdimensionar’ o “hipervo- 
lumen” del recinto D. En términos precisos, para un recinto 
cualquiera D, cuya frontera tenga medida n-dimensional nula 
(§ «2-2), existe (§ 83-1): 
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[83-8] (R) f dx = I D 1 , 

JD 

y entonces se establece: 

Def. A1 valor | D | dado por la integral [83-8] se le llama 
extensión n-dimensional de D, o su medida de Peano-Jordan 
( cfr. § 95-1), dieiendo que D es medible (R) ; también se dice 
que tiene (R) longitud, (R) área, (R) volumen o (R) hipervolu- 
men en Ei, É 2 , E 3 ó E n respectivamente. 


4. Cambio de variables en las integrales dobles. — Si entre 
los planos cartesianos uv y xy se establece una corresponden- 
cia punto a punto por las funciones continuas: 

[83-9] x = x(u,v) , y = y(u,v) , 


cada recinto se transforma en otro. Vamos primero a obtener 
la relación entre las á-reas. 

Supongamos que dado un recinto íi del plano uv (fig. 283) 
cuya frontera esté formada por una curva rectificable simple 
cerrada, las funciones [83-9] tengan derivadas primeras con- 
tinuas en un recinto que contenga en su interior al recinto 
cerrado í¡ que forma la clausura de Q (§ 64-5), de modo que 
el jacobiano 


[83-10] 


d(x, y) 
d(u, v) 


=£ 0 


nunca sea nulo en o. Entonces, el recinto n se transforma 


mediante [83-9] en un recinto D del plano xy, de manera que 


se establece entre ambos una correspondencia que localmente ya 


es biunívoca (§ 67-7), pero supongamos lo es también global- 
mente *, y llamémosla directa o inversa según sea J ^ 0, conser- 



Fig. 288 


• No Hicmpre ocurre así. Tal la x = v? — v", y = 2uv que aplica la corona circular 
I u? | v' J ^ 4 doblemente sobre la 1 ^ x- y' 2 ^ 16. con J = 4(w® + v ‘) > 0, ya que 
i%. "„) y ( v 0 . - v 0 ) tienen el mÍHmo punto correapondicnte (» 0 , y 0 ). 
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n í* i e ? C ? m í la oo d r 0 e ! sentldo de los respectivos contornos 
(s .) 1-1, d; clr. § 88-5, a) de n y D según uno u otro caso. Toda 
im i a cerrada en D de extremos P 0 = es correspondiente de 
mia linea cerrada en n, pues siendo biunívoca la corresponden- 
na, deben ser también coincidentes en a los puntos correspon- 
dientes a los extremos P 0 = Pi. Por tanto, se corresponden los 
puntos ínteriores de n y D, y también sus contornos de manera 
quo el de D será también una curva rectificable simple cerrada 
(s 55-9). Ademas ambos recintos O y D serán medibles (R), 
ch (lecir, tendran (R) área o extensión (§ 83-3, d, def.). 

I'u aiea del recinto O puede calcularse como límite de la 
Huma de áreas Aa de triángulos equiláteros cuyos lados tien- 

< an a cero (§ 83-2) o para su mejor generalización a espacios 

< c más de dos dimensiones (§ 83-5), en cuadrados elementales 

< <‘ norma ), subdivididos en dos triángulos por una de sus dia- 
gonales; y el area de D como límite de la suma de las áreas A S 

< <■ Ioh triangulos íormados por los vértices homólogos (sin que- 
1 «.'* d °cir con esto que los lados de uno se transformen en los del 
otro por las formulas [83-9]). 

T,a relación existente entre las áreas de los triángulos ho- 
mólogos es esta: 

[83-11] AS - (ilM> +„)*, , 

\ü(u,v) ) 


o sea: 



y) 

3 (u,v) 


Hicndo J o el jacobiano en un punto interior arbitrariamente 
clegido, al tender a 0 el entorno triangular del mismo. 

l'm efecto, . en el entorno infinitésimo la transformación, 
Halvo íntinitésimos de orden superior, es lineal, con determi- 
nante o mótíulo (§ 15-7) J, con lo que es aplicable el teorema 
(> de § 61-6, y resulta: 

.V/ las derivadas son continuas, el jacobiano en cada punto 
cs el cocficiente de dilatación areolar de la transformación en 
cse punto. 


Dnromos, no obstante, una demostración directa que será útil en el 
cnso presente de íntegración: 

n¡I iiií'y H ,'igno 8 (§ 6 G0°6 tr ^ ngldos bomólogos son respectivamente en mag- 

ii. i ^ i 


^l- Xo 

2/i — 

2/o 


1 

Ui — Uo 

Vi - Vo 1 

Xa — Xo 

2/a — 

2/o 

) 

2 

Un — Uo 

V¡, — Vo\ 


o brcvemente: 



Ai x Ai V 
Aa X AiV 


a„ = 4- . 

2 AaM Aiíl 


pcio lu lormula dcl incremento finito permite escribir el primer determi- 


nnnl,e auí: 


I Xu Ai u + x v Ai v y u Ai u + y v Ai v 

I *»A+ x v Aa v y u Aa y. + y v Aa v d ? 


<iui; los Humandos o(r) (siendo r la longitud del lado del trián- 
r.ulo cquilatero en S 2 o de la diagonal dcl cuadrado elemental) que apare. 
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cen en cada elemento del determinante dan un término o (?*), por ser 
menores que r los incrementos de u y v; y siendo continuas las derivadas 
en el recinto cerrado S2, y, por tanto, uniformemente continuas (§ 65-3, 
teorema de Heine-Cantor) , el coeficiente 5 (función entera de infini- 
tésimos respecto de r) es menor que e tomando suficientemente pequeños 
los triángulos. Como r es menor que el triple (o igual al cuádruple) del 
área de cada triángulo, resulta que la suma de esos términos es menor 
que e por el triple (o cuádruple) del área de Í2, es decir, arbitrariamente 
pequeña. 

En efecto, descomponiendo el determinante en producto de dos 
(§ 13-6), resulta: 


AS = 


X u x v 1 

Ai u 

Ai V 

Vu v, ’ 2 

AaW 

AsV 


+ 5.r 2 


[83-12] AS = Ao[J(É,p)+8«] con 0 = r 2 / ( Ao ) , \ 0\ < 4 , 
pues el área de cada triángulo equilátero de la red en que se ha subdi- 
vidido fi, es | Ao | = J V 3 r 2 , o bien, para mitades de cuadrados elemen- 
tales es | A a \ = r 2 /4. 

En el caso de tomar en el plano uv esta clase de entornos triangu- 
lares, queda así demostrada la fórmula [83-11], completamente análoga 
a la ya conocida del cambio de variable en la recta (§ 51-3): da = 
= (d«/díí)dM. 

E1 área del recinto D puede calcularse como límite de la 
suma de triángulos contenidos en él, y al haber supuesto que 
J no cambia de signo en fi, por lo que se suman los A S con 
igual signo, resulta: 

[83-13] |D|- JJ D d*dv- JJ, , 


hi 3 (u,v) 


d u dv 


o brevemente: 


d S = 


J (u, v)da 


fórmula completamente análoga a la de las integrales simples 
(§ 51-3). 

En efecto, es | ZSeAa ( < 4e-Aa < 4e | Í2 | arbitrariamente pequeño, 
mientras que 2J (£, i?)Ao- tiende hacia la integral de_J. sobre Í2. Acaso se 
piense que los triángulos rectilíneos homólogos en D pueden solaparse, 
pero esto no podrá ocurrir si se toma la norma r de la partición de $2 
suficientemente pequeña, pues como J no cambia de signo en £2, basta 

tomar e < —- min | J | en Í2 para que en [83-12] los AS tengan igual signo. 
Si en vez del área se tiene una integral doble cualquiera: 
f(x,y)dS = lim Sf (x, y)AS , 

con f (x, y) = f\x(u, v), y (u,v)] acotada e integrable (R), to- 
mada en los vértices respectivos de ambas triangulaciones, y 
se efectúa la sustitución de A S por su expresión [83-12], re- 
sulta con igual razonamiento la fórmula general: 

[83-14] J d Ux,y)áS = J fi f [x(«,t>), y(u,v)) ^ , 
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que expresa la integral en el dominio D mediante otra integral 
sobre el dominio homólogo Q. 

Nota. La red de triángulos equiláteros (o mitades de cuadrados ele- 
incntales) considerada en la partición de S2, es sólo un medio auxiliar de 
demostracion de [83-14] (permitiéndonos acotar 6 en [83-12]); sin em- 
oargo, por definición general de integral múltiple (§ 83-2), el valor de 
«'ada miembro de [83-14], y también de [83-13], no depende de la forma 
de la malla con que se calculan las integrales. 

Ejemplo. Sea el momento polar de inercia del dominio D expresado 
on coordenadas cartesianas y en polares por las integrales (§ 84-7) • 

/; W+ ,■)*,* . /J n r 3 r dr dco ; 


csta segunda fórmula se puede establecer directamente, o bien deducirla 
'l(' la primera por cambio de variables, inti’oduciendo como factor el ja- 
cobiano, que se calcula así: 

x — r cos co , y — r sen co , I C0S w 

dPn ti\ w nr\a 


En el ejemplo de § 83-2, el jacobiano vale —2, indicando el signo 
quo los elementos de área homólogos tieneh sentidos opuestos; como se 
ol)8erva en la figura 282 comparando los sentidos de los contornos ho- 


mólogos. 


5. Cambio de variables en las integrales múltiples. — E1 mé- 
lodo anterior (§ 83-4) es aplicable a toda integral múltiple, si 
ae supone conocida la fórmula que expresa el volumen del te- 
I raedro en E ? o, en general, del simple en E n (hiperpoliedro 
<lo n- f-1 vértices), por el determinante de las coordenadas de 
muh vértices con su línea de unos, o bien por el determinante 
<le orden n formado con las diferencias, si en vez de tomar mi- 
l:ul(‘,s de cuadrados, se toman cubos o hipercubos descompues- 
los en 3! tetraedros oen»! simples. 

Basta observar, en efecto, que la demostración anterior se 
l>asa en la regla de Cauchy-Binet para el producto de dos 
d<d.erminantes (§ 13-6), según la cual al substituir cada incre- 
inento Aíc por su expresión mediante las derivadas, equivale a 
multiplicar el d.eterminante de incrementos por el determinan- 
lo de derivadas, que es el jacobiano, siendo también uniforme- 
menle in:l initésimo el coeficiente de t 2 en el error, por la con- 
linuidad de las derivadas. Resulta así, con la misma hipótesis 
<li* acotación e integrabilidad de f(x), conservación del signo 
de ,1 y continuidad de las n derivadas: 


Jd f ( x ) dx = J 2 J(u)f[x(u)]du , 


si los recintos D y o son homólogos en la transformación 
x x(u), entre los puntos x y u de los dos espacios. 


Coordcnadas espaciales curvilíneas. — a) Si el punto variablo 
v, w) rccorro un ortoedro, y x ; y, z son funciones continuas de u, v, w, 
« I punlo ( x,y,z ) puede desci’ibir un cuerpo tridimensional, superficie, 
«•m vii, y, on general, un conjunto conexo no clasificable en ninguno de 
• mIo-i 1 1 POH; pero si las funcionea son diferenciales o, más estrictamcnte, 
iienon (ierivndaB primeras continuns y hu jncobiano no es nulo, n cnrln 
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punto interior del ortoedro corresponde un punto interior del conjunto 
transformado, puesto que cada punto de un cierto entorno tiene homólogo 
?) en virtud del teorema de las funciones implícitas (§ 67-7). 

E1 volumen del dominio D, con demostración análoga a la hecha para 
dos variables. es: 


I D 



3(x,y,z) 
3 (u, v,w) 


d u dv dw 


sobre el ortoedro Q del espacio cartesiano u, v, w. Análogamente se ex- 
presa la integral triple de cualquier otra función integrable (R). 

Los parámetros u, v, w se llaman coordenadas curvilíneas, porque los 
puntos x, y, z que tienen u — const., forman una superficie, y estas su- 
perficies, con las v — const., w = const., dividen al espacio ’ en celdas, que 
son los elementos de volumen de cada cuerpo. 

La diferencial de arco se calcula diferenciando x, y, z y sumando los 
cuadrados, obteniéndose así la fórmula: 


[83-15] ds a = pudw 8 + Zgndudv + 2gi 3 dudw + 

+ g as d-v 2 + 2 g 23 dv dw + 


+ g 33 dw 2 


donde los coeficientes g¡¡ tienen expresiones análogas a los coeficientes 
[72-45] de Gauss mediante las derivadas de x, y, z respecto de u, v, w. 
Resulta, pues, que la métrica en el espacio x, y, z está determinada por 
estos coeficientes g¡i. Así, por ejemplo, el volumen de un dominio viene 
expresado por la fórmula: 

[83-16] V = 


f f S ^ r &' ( *udv dw 


siendo g el discriminante (§ 62-1) de la forma cuadrática, o sea, el de- 
terminante de los nueve números g¡i, en valor absoluto. Obsérvese que 
en el caso de dos variables u, v, el discriminante es [72-57], y resulta la 
fórmula [84-17]. 

Si en vez de considerar el espacio ordinario expresado en coordenadas 
curvilíneas se llama espacio a un conjunto de ternas (u, v, w) llamadas 
puntos, definiendo la distancia por una formf cuadrática [83-15] de coe- 
ficientes cualesquiera, se tiene un espacio cuxwo de Riemann. 

b) Espacio cuadridimensional de Riemann y relatividad. — La Física 
estudia sucesos acaecidos en el espacio E.i, cada uno de los cuales está 
determinado por tres coordenadas espaciales (x,y,z) y una temporal t; 
entre dos sucesos considera la Física clásica una distancia espacial dada 
por la métrica pitagórica, y una distancia temporal t 2 — U; pei’o como 
no son invariantes respecto del grupo de Lorentz, básico en la Relativi- 
dad especial, se adopta la forma cuadrática da; 2 + dy 2 + dz a — dt 2 ; y en 
la Relatividad general se adopta la forma %g¡¡ da? ( daq análoga a la 
[83-15], pero con 4 variables, siendo x¡ = t. Los coeficientes g¡, están 
dados por la distribución de materia en el espacio; y la Física relativista 
es, en esencia, la geometría riemanniana del espacio curvo cuadridimen- 
sional. 


Ejercicios 


r 2a C x fw , , „ „ 

1. Calcular I da; J q dy xyzdz = 4a°/3. 


2. Calcular 


3. Calcular 


/“ te / 

///• 


b (a a — x 2 ) 




c VI—(*/a) a —( y/b ) 2 


d« = jtaóc/6. 


z da; dy dz 


el recinto a; 2 + y 2 < z 2 ; » 2 + y 2 + 2 ’ 1. 
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4 ' Calcular J J J (* + y + z)x ií y*z*áx dy dz 

°n vl recint0 * + V + z < 1; « > 0, y > 0, * > o. 

r, Calcular el volumen del elipsoide (x a /a") + (y*/b a ) + (z 2 /c*)— i me 
d ittii Le la sustitucion a; = arcos0, y = br se n 0 ; + ' ,_1 me ‘ 


(J. Calcular J* J" e<('-®>/(„ + »> da¡ dy 


(0;0); <0;1); (i!#) apiicai,d ° ia austi - 


7. Calcular 


(1 + ar + y 2 ) 2 da; d y 


Holim el recinto limitado por una hoja de la lemniscata (x 2 + j / 2 ) 2 = 
■' - I/ mediante la sustitución x = r cos 0 , y = r sen 0 . 

/n. ?o 1 C n! ar 13 m /í- Sma integral anterior s°bre el triángulo de vértices 
((».(>), (2; 0), (1; V3) mediante la sustitución a; = rcosO, j/ = rsen0. 


. /' a sen 6 f Va' ¿ — y' ¿ 

l>. ( alcular d y ln (a ; 3 + y*) da; , 

- ,IJ J¡/ cotg b 

con 0 < b < in, empleando coordenadas polares. 


§ 84. Aplicaciones DE LAS INTEGRALES MÚLTIPLES 

3 ,¡ n V : IÚ -“ff en eoordenadas cartesianas. — a) Hemos cal- 
uil.ulo en § 54-4 por mtegral simple el volumen de los cuerpos 
cuyas secciones paralelas tienen área conocida. Ahora el valor 

la Inte »y aI tri P le ns&x&yáz es el único número 
eomprendido entre los volumenes de los ortoedros contenidos 
• v ‘ <)n( in entes y, por tanto, es el volumen buscado. Todo recinto 
ucoiado tiene, pues, un (R) volumen si su frontera tiene me- 
dida espacial nula (§ 82-2)*. 

Si se trata de calcular la masa M, siendo q la densidad va- 
iiíiblc, función de x, y, z, resulta: 

|HM 1 M =J j f D Q(x,y,z)dxdydz. 

1«., ,Misnl 1 de vdumen puede introdudrse por 


'!" iiitt'grul triple, da el “volumeÍTleométrico”' ptro' dSíde\ s \e pS 

t'ú!i V | ( • i'm'cto t fiiie > 'qp S ?¡¡ ndamental buscar el 8 ^P° de transformaciones 

1 11 1- - conserva invanante (§ 61-7) y así resulta ser una 

(1 es P acio metrico propiamente euclídeo (Cap. XVII, nota 


WIV. |||,(ii III). 1 1 au °“ lcul ° 80,0 puedo lincerse en ciertos ciibos (cfr. C*p. 
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EJemplos: 1. Volumen V del tetraedro limitado por los planos coor- 
denados y el (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 . 

Será 



abc 

~ ~ 6 ~ 


Si por ejemplo es a > 0, b < 0, c > 0, para que la integración se 
haga positivamente debe tomarse: 



2. Volumen común V al paraboloide y--\-z 2 =2bx y al cilindro 
cc a + y 2 = 2ax, con a > 0 , b > 0 . 

Efectuemos primero la integración respecto de z, luego respecto de y, 
y finalmente respecto de x, con los límites tomados en la forma dicha en 
§ 83-1. Pero en todo caso, es siempre problema delicado estudiar bien 
los límites de las integrales, en este caso debe cuidarse la integración res- 
pecto de y, considerando la situación relativa de la circunferencia x~ + y 2 = 
= 2ax y de la parábola y 2 = 2bx. Así resulta: 

Si ó > a es 



1 


r ,¿ a 

C V‘¿ax — x ¿ 


c V 2 bx — y‘ ¿ 

[84-2] 


- V = 

L 

da; L 

d V ! 

dZ ’ 


4 


J o 

J 0 

1 0 

mientras 

que si 

b < a 

es 





1 


C2(a- 

— 6 ) C V26ÜT 

1 

'* V26a; — y- 

[84-3] 


V = 

da; 

d y 

dz + 

4 

— 

'0 

J u 

J 

0 



r 2 o 


C V2aa; — x ¿ 

C v 

'26a; •— y' ¿ 


+ 

J 2 (a — 

dcc 

d y 


d Z. 


b) 

J 0 

Jo 
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= a V4a 2 a; 2 — x l dx + 2 a j * a x arc sen 2 - ^~ dx = 


4 , 1 

= T a + T™* ’ 


v = [^ + 2 « . 


P'ies con x 2 = t es (§ 52-2, a) : 
1 f 2 » rnr-r-r. 


1 r 2 a - i (* 4n= ,_ 4 

— V 4a J x' — x* dx = — V 4a 2 — t dt = -~a B , 

¿ J o 4 Jo 3 

mientras que con V2a- — ax = 2a sen t es (§ 51-5): 

r 2a 1 _ 

2« x arc sen — v2 — (x/a) da; = 

1 

f4 ' i 

= 2 »J 0 4aí sen 2í . (2a — 4a sen 5 í) dí = — na\ 

En cambio, para b = \a (fig. 284), debe aplicarse [84-3] y es: 

1 T- J C ;- 7 , C 2a C - .r-’ ,- 

T = J o dx J 0 vax — y-dy + J da: j q y/ax — y* dy = 

C a 1 i f2n __ 

= J 0 'J' naX áx + T ) a X V (2°— *) (* — a)dx + 

1 f 2a --- 

+ ~ 2 ~ a J a x arc sen V2—(x/a)dx = 

= -T w* + -T na 3 + T-na 3 , dando V = -||-Jta 3 , 


,„„•8 con V (2a — x) (x — a) = (x — a)t es (§ 52-2, d 2 ): 
Y~ j" a x \TTTT)Jx^a)dx = a 3 Jj° 


•°° W + 2) 
o (#» + l ) 4 d ’ 


y nplicando el método de Hermite (§ 52-1, c) : 

2) d / 9í° + 8f 3 — 9í\ 3/16 

(í“+l) 4 '“ d t \ 48(í 3 + l) a / + t 3 +l ’ 

ho obtiene 


. f 00 t 3 (t g + 2) _ 3 jt 3 

Jo (í 3 + iy át - 32 a ’ 

l>or otra parte, con V2a- — ax = a sen t es (§ 51-5): 

1 C 2a ,- 

— 2 ~ a \ x arc sen V2— (x/a)dx = 


x 

1 , f Z - " 11 

= -z~ a 3 í(2 — sen 3 1) sen 2í dí = .-ta 3 . 

¿ J o 64 


Kn este último caso veamos de integrar primero respecto de x, Iuego 
M'npcHo de z y finalmente respecto de y, por resultar cuadraturas ma« 
nondllnM, aunqua deba cuidarse el tomar límites correctamente. Hemos do 
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tomar la x entre el paraboloide y el cilindro, la 2 entre 0 y la proyección 
sobre el plano yz de la cuártica intersección que es a + V a 3 — y 2 = 
= (y 2 + z 2 ) /a, y la y entre 0 y a, dando: 


Va 2 — y- + a Va- — y- 


” a + Va a — ; 
(]/ 2 + z") /a 


a — Va 2 — y 3 — (y 2 /a) Va 2 — y 2 + a V a 2 — y ¿ d y — 


(a 2 — y 2 + a V a s — y “) 8 / 2 d y = 


(a 9 — r + a Va- —r) 3 / 3 dy = 


(cos 3 1 + cos í) 3 / 2 cos t dt, para y = asent. 


T a Jo 


Si hacemos ahora cos t = cos 2 0 queda, seg'ún [53-7] : 

1 

-T+ = A a = ( 2 (cng 1 e 4 . cos» 6 ) 3 / 2 CQS 2 6 — 03 9 SCn d9 = 

4 3 J 0 VI — cos 1 0 

1 

4 n 1 4 / 711 511 \ jr 

= T a 'Jo cos"«(co S =» + i)dí = + Tt) T , 

es decir, resulta como antes V = 25na 3 /16. 

b ) Cuando a cada par (x, y) corresponden solamente dos 
puntos de contorno, es decir, cuando el cuerpo es diferencia de 
dos cilindroides definidos por sendas funciones z = f 2 (x,y), 
z = fi (x, y) (con f, (x, y) < f 2 (x, y), por ejemplo), el volumen 
de cada uno viene expresado más sencillamente por una inte- 
gral doble, y es: 

[84-4] V = J J n fj(x,y)dxdy — JJ q U(x,y)dxdy, 

lo que equivale a haber efectuado la integración respecto de z ; 
y estas integrales dobles se reducen a simples integrando en 
11110 u otro orden, según convenga en cada caso. 

NOTA 2. Así como se ha introducido un signo para el órea orientada 
(§ 54-1, d), el signo del segundo miembro de [84-4] puede interpretarse 
como valor de un volumen orientado, según veremos con precisión en 
§ 90-3 y antes hemos sugerido en el ejemplo 1. Pero entonces el signo 
depende de la orientación de los ejes coordenados (§ 60-3) y así ya no 
piieiie decirse que el volumen orientado sea un invariante métrico euclídeo. 

EJEMPLO 3. Véase § 82-4, ejemplo 2. 
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2. Coordenadas esféricas. — No siempre son las coordena- 
das^ cartesianas las más adecuadas para el cálculo de áreas y 
volúmenes. Para los cuerpos redondos son más naturales las 
coordenadas polares, también llamadas esféricas y las semipo- 
lares o cilíndricas (§ 84-3). 

Dado un triedro xyz todo punto del espacio está determi- 
iiado dando: su distancia al origen o radio vector r; el ángulo 
( P ( P} e éste forrna con el plano xy ; el ángulo A que el plano 
vertical rz forma con xz (fig. 285). 



Figr. 285 


I or analogía con las coordenadas geográficas, a los núme- 
roH r cp, A los llamaremos brevemente: radio, latitud y longi- 
t u<L A veces se utihza el complemento 0 de cp, llamado colatitud. 

I; as coordenadas cartesianas del punto se obtienen fácil- 
menle observando que la proyección de r sobre el plano xy es 

(,s 'PI ; v sus dos Proyecciones sobre los ejes x, y resultan mul- 
nplicando por cosA y senA: 

I H.I-5] * = r . cos cp . cos A , y = r. cos cp . sen A , 2 = r. sen cp 
de donde se despeja, recíprocamente: 


184-0] 


+-’ + y~-\-z 2 


tg A = 

x 


sen 9 = 


+ Vz 2 + 2/ 2 + z 2 


( «n (4 sistema de coordenadas polares el espacio queda di- 
vulnlo del modo siguiente: los valores de r e[ 0 ; +co) dan es- 
I'tjih concéntricas de centro O; los valores de A e(—ir; dan 


§ 84 -2 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES MÚLTIPLES 


427 


planos meridianos que pasan por el eje z; los valores de <p 
e [—(0 de 0 ) dan conos de revolución de eje z. 

Para~pasar de coordenadas cartesianas a esféricas en la 
integración, formemos (§ 83-5) el jacobiano 


[84-7] 


9(a:> V, z) 
3(r, A, cp) 


r 2 cos cp , 


obtenido con fácil simplificación del desarrollo por su tercera 
fila. E1 signo positivo de J indica que el orden adoptado 
(r, A, (p) es acorde con el ( x,y,z ). Entonces para el volumen 
| D | del recinto tridimensional D (con frontera de medida tri- 
dimensional nula (§ 82-2)) resulta la fórmula 


[84-8] | D I = f f J D r 2 cos q) dr dA dcp 


que se resolverá por tres integraciones sucesivas en el orden 
que más convenga al caso estudiado, como hacíamos con las 
coordenadas cartesianas (§ 84-1). 

Para la masa M, siendo q la densidad variable, función de 
r, A, cp resulta 


[84-9] 



q (r, A, cp) r 2 cos cp dr dA dcp. 


Notas: 1. Directamente se obtiene [84-8] al pasar de las coordena- 
das r, A, q? a las r -f dr, A + dA, cp + dcp, pues las tres superficies que 
determinan cada uno de estos dos puntos limitan un cuerpo análogo al 
paralelepípedo de las coordenadas cartesianas. Las aristas (que son cur- 
vas) en el punto r, A, cp son (fig. 286) : 

AB = dr (rectilínea) ; 

AC = r . cos cp . dA (círculo de radio r. cos cp); 

AD = r.dcp (círculo de radio r). 

Considerado como paralelepípedo, su volumen viene dado aproxima- 
damente como producto de estas tres longitudes, es decir: 

r 3 cos cp . dr . dA . d(p. 

2. La fórmula de rectificación de una curva en el espacio con tan- 
gente continua se deduce de [73-1] y [84-6], dando: 

[84-10] ds 2 = dr 3 + r 2 cos 2 (p dA 2 + r 2 dcp 2 . 

Kjemplos: 1. Calcular 



da: d y d z 

x' + tf + iz — 2) a 


en la esfera x 2 + y 2 + « 2 < 1. 


Empleando coordenadas esféricas se simplifica el tomar limites y por 
tanto la integración sucesiva. Según [84-6] es x 2 + y +(z — 

z r 3 — 4r sen cp + 4, de donde habrá de calcularse (§ 51-3, nota ¿, 


8 Bl-6) : 





dA = 
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2.^ Curva de Viviani. — Se lla- 
2 ma así a la curva de la superficie 

_ esférica r = R, definida por la 

ecuación X =cp. De ella se deduce 
/, /] V\ % a + V* = Rr, luego su proyección 

/' / \ \ \ horizontal es la circunferencia de 

/ ' / \ \ diámetro R; por esto suele definir- 

/ i /__ \lV ^ \ se también como intersección de la 

/ -"k/’/ I superficie esférica con el cilindro 

I/" ¡ i^-KT \ rl que tiene esa seccie n recta (fig. 

/ t \Jj 1 286). Su longitud viene ^expresada 

M/bMW por ^su ^diferencial así (dr = 0, 

-- ——**■■<£. ds = R Vl + cos' cp dqp = 

Fig ' 286 = R V2 Vl — isen 2 cp . dcp , 

y se calcula por una integral elíp- 
Lica dc segunda especie, mediante tabla (§ 55-3, 6), siendo en este caso 
(x = 45°. 


3. Coordenadas cilíndricas. — Cada punto viene determina- 
do por los elementos siguientes: las coordenadas polares (r, l) 
de su proyección horizontal, más la altura z sobre el plano xy. 
Las coordenadas cartesianas se deducen inmediatamente: 

[84-11] x = rcosX , y=rsenl , z = z. 

E1 elemento de volumen se calcula mediante el jacobiano 
.) d(x, y, 2 )/@(r, l, z)= r (§ 83-5): 

184-12] ¡ D I = V =» ffí r .ár .dk. dz. 
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Notas: 1. Directamente (cfr. § 84-2, nota 1): el área del trapecio 
circular de radios r, r+dr y ángulos X, X + dX es exactamente: dr por 
el radio medio r. d^, es fiecir: 

Área = r . dr. dk. 

E1 volumen del cuerpo prismático (fig. 287) limitado por el par de 
planos, X, X + dX, por el par de planos z, z + dz y por los cilindros r, 
r + dr es exactamente: r. dr . dX. dz, y por tanto el volumen de un 
cuerpo cualquiera viene expresado 
por la fórmula [84-12]. 

. . . , 2 | , 

2. La fórmula de rectificacion v 

de una curva en el espacio con tan- ' ' 

gente continua se deduce de [73-1] ; \ 

y [84-11], dando 

[84-13] ds 2 = dr 2 + r 3 dX 2 + dz". ' 

3. En § 54-3 se ha dado la fór- r 0 ' r , 

mula [54-10] de cubicación de un- w w r m r 

cuerpo de revolución, si la sección ■*—- r -1 - hi 1 

meridiana se toma en forma explícita v{! \' 

con variable independiente sobre el \ ’Q, \| 

eje de rotación. Si en cambio se toma \ V4 V 

sobre éste la variable dependiente _ H 1 

que da la sección meridiana para cal- r " " 

cular así el volumen del cuerpo re- / H 

dondo engendrado por el trapezoide / H / 

determinado por z — f (r) entre n y / H ¡ 

r a al girar en torno del eje z (fig. 

288), utilizando coordenadas cilíndri- 
cas, se obtiene: 

[84-14] V = / ^ r dr J** dX dz = 2n JJV f (r) dr. 

Ejemplos: 1. Volumen de la bóveda de Viviani. — Se llama así a 
la parte de superficie esférica limitada por el cilindro cuyo diámetro es 
un radio de ella. 

En coordenadas cilíndricas: 


r dr . dX . dz = 2 J J" r dr. d?. V R 2 — r* = 


= 4 j o ,- d?i ) o r . y/R* — + dr. 

La integral de r Vfí a —-r a dr es (— R 3 sen 8 X + E 3 ) : 3, e integrando 
de nuevo entre 0 y n/ 2, resulta: 

C ir/2 ( tt /2 

W = — 4ñ 3 J o sen 3 X. dX. + 4ñ 3 J o d?. 

3V = — (8/3) R 3 + 2 nR 3 = 2R s (n — 4/3). 

2. En coordenadas cilíndricas, la ecuación de la hélice cilíndrica 
(§ 72-6, ejemplo) es: r = const., z = kX, y aplicando [84-13] resulta la 
misma fórmula obtenida en coordenadas cartesianas (§ 73-1, ejemplo). 

3. Calculemos el volumen del cuerpo de revolución engendrado por 
ln curva z = e-* 2 al girar alrededor del eje z, limitado por el cilindro 
r rr. a. Es: 


— J/ 


r e-r 3 dr = n(l — e-®*). 
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4 . Área de una superficie alabeada. — Parece a primera vis- 
a ac ™isible una definición análoga a la dada para la longitud 
de un arco, como extremo superior o como límite de los perí- 
metros de las quebradas inscriptas, al tender hacia cero todos 
los lados. Ocurre inmediatamente inscribir en la superficie dada 
poliedros de caras triangulares y hacerlas tender hacia cero 
mediante mtercalación de nuevos vértices. 

Sin embargo, según observación famosa de Schwarz, el ex- 
tremo superior es m y pueden resultar límites distintos se- 
gun como se hagan tender a cero las caras del poliedro (ver 
nota I). Hay que poner tales restricciones a la elección del 
poliedro inscripto, que se complica mucho la definición. Re- 
cordemos, por otra parte (§ 55-1, b) , que la longitud de un 
arco de curva resulta también como límite de la suma de dife- 

renciales ds, es decir, 
como suma de los tro- 
zos de tangente limita- 
das por las ordenadas 
sucesivas. Una defini- 
ción análoga es válida 
para las superficies, co- 
mo formada por “esca- 
mas”. 

Dividido el plano xy 
por una cuadrícula de 
lados paralelos a los 
ejes, cada rectángulo 
dxdy determina sobre 
la superficie un cuadri- 
látero curvilíneo (fig. 
289) cuya proyección es 
dx áy, y, tomando el 
Fig - 289 plano tangente en cual- 

, quiera de los puntos de 

eMe üe superficie, determina con el mismo prisma pro- 

yciiante de base dx dy, un cuadrilátero plano cuya área es 
d.' d///cos (n, z), siendo cos(n, z) el tercer coseno director dc 
■ i noi mal, que es igual al coseno del ángulo que forma cl plam» 
tangente con el xy, debiendo tomarse el ángulo agudo, cn dc 
<'ir, cl coseno positivo, pues todas las áreas lo son. 

I'd límite de la suma de todos los cuadriláteros ani l'orma 
dos cs, por definición, si la superficie tiene plano taiigcnlc <,ur 
vana con continuidad, el área de la superficie y vicnc, por 
Innlo, cxpresada por la integral doble: 



I 81 15] 



dx dy 
cos nz 
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La ecuación del plano tangente a la superficie z =f (x,y) 
en el punto (a, b, c) es (§ 66-5) : 

— c = z x {x — a) + z v (y— b) , 
y los cosenos se calculan así (§ 60-8, b 3 ) : 

z x _ Zy __ —1 = -y/1 -\-z x 2 -\-zf 

cos(nai) — cos(n y) cos(n 2 ) 1 * 

de donde resulta, aplicando la fórmula [84-15] : 


[84-16] 


S = Jf A Vl + + z/áx Ay. 


Esta fórmula subsis- 

te si en el plano xy se 2 

adoptan coordenadas 
polares, sustituyendo _ 

dx dy por r dr dA. 

Si la ecuación viene L. -- ^ \ 

dada en forma implíci- I ¡ ''vXs 

ta F{x,y,z) = 0, tal que ¡W ¡ Z2 |¿ SE$i M 

z toma dos valores pa- ¡N\v^¡ 1 ii '] 

ra cada par xy del do- i ' J i 

minio A (fig. 290), no ¡ ¡ 

conviene despejar z, si- i oT| ¡ ¡ i , 

no diferenciar F, calcu- ¡ ! 

lar z x , z v y substituir en ¡ ¡¡\j i 

la fórmula anterior. La _i ii > 

integral es entonces la ["'fPJ 

suma de dos integrales í A i m i\' 

de las funciones z 2 y Z\ KpjNl 1 

correspondientes al cas- 9To* y 

quete superior y al in- 

ferior. fi k . 290 

Si la superficie se 

oxpresa en forma paramétrica r = r (u,v), el área vendrá da- 
da, en virtud de [72-60], por 

184-17] S = J J* W(u,v)dudv , 

dondo R es el recinto del plano paramétrico respecto del cual 
mo extiende la superficie y es 

172-57] W (u, v) = | r tt A r v \ = + V’gu g 22 — gi 2 2 = 


= + 

Hogún vimos en § 72-7, b. 


'Ji a + Ja 2 4 J= 2 


Nota. La definición analítica anterior puede aplicarse si la superfi* 
ülo tienc plano tangente continuo, es decir, Ja función o funciones que 
«xprcnun la superficie tienen derivadas primeras continuas en la clausura 
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del recirda de definición de la superficie. En casos más generales y aun 
cuando las integrales (R) de los segundos miembros de las fórmulas an- 
teriores existan, su valor puede no alcanzar lo que en general se entiende 
por área de una superficie continua alabeada. (Ver Cap. XXIV, nota III). 


Ejemplos: 1. Área de la porción del paraboloide y 2 -f- z a = 2px limi- 
tada por el plano x = a. Basta considerar la mitad superior, en la cual 
es: z* = p/z, z v = — y/z, y resulta fácilmente: 



2px + p a 
2 px — y 2 


d y , dando 


iS = n Vp [ (2a + p) a / a — p 3 / 2 ] : 3. 


Esto mismo se obtiene más brevemente por una integral simple, por 
ser una superficie de revolución (§ 64-5, ejemplo 2). Ponemos este ejem- 
plo porque las cuádricas que no son de revolución conducen a integrales 
elípticas (§ 65-4, 6). 


2. Área de la bóveda de Viviani. — Puesto que la normal a la su- 
perficie esférica es el radio, el coseno del ángulo que forma con el eje z 
es z/R ; luego: 


y, en coordenadas cilíndricas: 

S = R j J r dr dX/ VR 2 — r 2 . 


Fijando X e integrando respecto de r, resulta: — VR 2 — r 3 ; pero fijado 
X el radio r oscila entre 0 y R . cos X, luego: 


— VR 2 


R cos X 


= — R sen X + R . 


Integrando respecto de X entre 0 y ji/2 para obtener la mitad de la bó- 
veda superior: 



R 2 . dX — J q 2 


ñ a senA,.dX = R 2 (i n —1). 


Así, la superficie de la bóveda superior es: S = R 2 (n — 2). 

Es éste el problerm florentino o de Viviani, discípulo de Galileo, 
que propuso trazar en la superficie esférica una ventana cuadrable. 


5. Momentos de líneas, superficies y cuerpos. — Dada unn 

línea, superficie o cuerpo material, dotada de densidad |i, o ó i 
respectivamente, constante o variable *, puede consideni !•»»«• 
como límite de una suma de masas rectilíneas, rectangulaiTM. " 

paralelepípedos, respectivamente. Calculada la suma <1 «■ . 

inentos de estas masas componentes respecto de un crnt.ro, •• j« 
o plano, su límite se llama momento de la curva, supei ricic o 
cuerpo material respecto de este centro, eje o plano, y scgim 


• l'.'nto concopto do densidad en un punto no se puede definir clarumcnto «Ino <lo 
modo nnAIOKO n como Be ha definido la velocidad en un momento, la carita on un punto, 
otc., medlnnte la derivada. Pero tratándose de de dos o más variables hny <iuo cntudlui 
provlamente Ibb funeionea de recinto. 
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sean aquellos momentos de primero o segundo orden, es decir, 
según que cada masa esté multiplicada por la distancia o por 
el cuadrado de la distancia al centro, eje o plano, así resulta- 
rá el momento de primero o segundo orden (estático o de iner- 
cici) de la masa curvilínea considerada. 

En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad q es 
constante, las masas son proporcionales a las longitudes, áreas o volúme- 
nes, y se pueden sustituir por éstas, resultando así momentos geométricos, 
esto es, sumas de productos de las longitudes, áreas y volúmenes compo- 
nentes por sus distancias o cuadrados de distancias al centro, eje o plano. 
Una vez calculados estos momentos geométricos bastará multiplicar por 
la densidad, para tener el momento mecánico. 

Si consideramos un elemento de arco ds, es decir, un trozo 
de tangente que suponemos tiene su punto medio de contacto, 
y es x la abscisa de este punto de contacto, el producto \ix . ds 
es el momento M V2 . de ese segmento respecto del plano yz. E1 
límite de la sumá de momentos, o sea el momento de un arco, 
es pues, la primera integral, y análogamente M 2T , M^: 

[84-18] M yz = J* p . x ds, M w = J* ¡i. y ds, M w = J* ¡ 1.2 ds, 

siendo ¡i = q(s) la densidad lineal. 

Análogamente: el momento de un área plana respecto de 
su plano xy es nulo; respecto de los planos yz , zx, vienen ex- 
presados por las integrales 

[84-19] M„, = f a.x.dS ; M„ = 'fa . y . dS 

i'H decir, coinciden con los momentos respecto de los ejes y, x. 
Aquí es <7 = a(x,y) la densidad superficial. 

Estas fórmulas valen asimismo para recintos de superficie 
curva, pero en ellas ya no es dS el producto áx.dy, sino éste 
dividido por cos(n 2 ), como se explicó en § 84-4, y además apa- 
i vco M JV = J a . z . d S. 

Análogamente, los momentos de un cuerpo homogéneo res- 
pi'd.o de los tres planos son respectivamente: 

I H-l 20] M V2 = J* t. x . dV, M** = J* x.y.áV, 

Míj, = J x . z . dF, 

Micndo dF = d& . di/. áz. 

Ln ecuación de un plano cualquiera jt que pase por O, re- 
iliii'ida a su forma normal (§ 60-8, b 2 ) , es decir, después de 
dividida por la raíz cuadrada de la suma de cuadrados de los 
coeficientes, sea: 

a\X + a 2 y + a 3 z = 0 ; 
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la distancia del punto (*, y,z) a este plano se obtiene (§ 60-8 
b 3 ) sustituyendo estas coordenadas en el mismo, luego el mo- 
mento de un arco dado respecto de ese plano es: 

[84-21] M, = j (a x x-f-a 2 y +a 3 z)ds = + a 2 M^ + a 3 M TI/ ; 

la misma fórmula vale para las superficies y cuerpos. 

Calculados, pues, los momentos respecto de los planos coor- 



denados, se deduce 
fácilmente el momen- 
to respecto de otro 
plano, y resulta ser 
una función lineal 
homogénea en los co- 
senos directores de 
la dirección; por tan- 
to (§ 63-1, a), todos 
estos valores pueden 
sintetizarse mediante 
/ un vector M 0 de com- 
ponentes M w , M*«, 
M w , cuya proyección 
sobre el vector nor- 
mal a n da M x (fig. 
291). 


. Nota. Puede introducirse directamente M 0 mediante una integral vec- 
torial. Por tal entendemos 

[84 - 22] ff L f(r)dV = limSf(r,) &V, , 

cn el sentido de § 83-2, para r ( vector de posición de cualquier punto de 
A y t • 

Entonces, el momento vectorial respecto de 0 de una masa elemental 
dm situada por el vector de posición r = xi + yj + zk, será r dm, con 
parámetros directores x, y, z, y sumando se obtendrá 

[84-23] M 0 = J r dm , 

donde dw = t dF (o bien a dS ó ,uds si se trata de superficies o lí- 
iii as con integrales respectivas dobles o simples). Calculado M«, se tiene 
IVI * proyectándolo sobre la normal a .t. 


6. Centros de gravedad. Teoremas de Guldin. — a) Suele 

definirse el centro de gravedad o baricentro de un cuerpo, co- 
mo punto de aplicación de la resultante de un sistema de fuer- 
zas paralelas aplicadas en los infinitos puntos materiales que 
Ioh componen. Esta expresión ineorrecta debe entenderse así: 
I'h momento del cuerpo, según se acaba de definir, respecto de 
todo plano que pase por el centro de gravedad debe ser nulo. 


84 -6 


En particular, si el cuerpo es homogéneo, es decir, su densidad 
constante, siendo la masa proporcional al volumen, se puede 
sustituir el momento estático por el geométrico. 

Si G(|, x), O es el baricentro en cuestión, la definición an- 
terior equivale a decir que debe ser nulo el momento estático 
vectorial M G = 0, para lo que es necesario y suficiente (§ 63-1, 
a) que sea 


M n ? = M« = Míd = 0 , 

es decir, para la determinación del baricentro hasta imponer 
la condición de que sean nulos los momentos respecto de los 
tres planos trazados por él paralelamente a los coordenados 
(cfr. § 60, ejercicio 33). 

Los momentos de un cuerpo respecto de los planos x = 
y = \ 1 , Z = t son: 

fr(x— l)áV = 0, fx(y — i\)dV = 0, f r(z — ?)dV = 0, 


de donde se deducen las coordenadas £, xi, t áel baricentro, que 
son (cfr. § 60, ejercicio 32) : 


[84-24] | = 


f x.x.dV 
J' t. dV 


f t . y . dV 
S T • dF 


J' x.z.dV 
S r.dV 


Si el cuerpo es homogéneo, la constante x se puede sacar 
como factor común y después de simplificar resultan: 



siendo V el volumen total del cuerpo. 

Nótese que dV designa el elemento de volumen, que puede 
lomarse en coordenadas cartesianas o polares, según convenga 
por la forma de la superficie-frontera. 


Ejemplo 1. En § 83-1, ejemplo, hemos calculado el momento del oc- 
Innte de esfera respecto del plano xy. Hagamos ahora el cálculo en coor- 
d.-nndas esféricas, y dicho momento vendrá expresado por la integral tri- 
I> 1 o ilc z . t 3 cos cp que se calcula muy sencillamente y vale jtñ 4 /16. 

('oinpárese la brevedad de este método con el cartesiano seguido an- 
i' i'ini''mente. 

I,mi coordenadas del baricentro del octante de esfera, son por tanto: 

£ = Tl = f = (3/8)7?. 


Nota. Análogamente se calculan las coordenadas del centro de gra- 
vi'ilud de una superficie o de una línea material, y son respectivamente: 


[ 84-25] 


IH4 26 


€ = 


£ = 


X ax dS 
fadS 
X \xx ds 


H = 


Xtids ’ 11 XM- ds ’ XI 1 ds 

■Ml por ejemplo la superficie es un recinto R en el plano xy de área 
N, y i'H n const., se tiene: 


X ay d S 
fo d S 
X W) ds 


r = 




X oz dS 
X o dS 
f\iz ds 


ImIii 
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[84-27] 


-t/s !cds ■ " = !/ yis • f =» 


pero si se tiene un trozo de superficie curva « =f (x.y), la diferencial 
de area es áS = áx dy/cos nz (§ 84-4). enciai 

En , P a . rticuIar > es importante el caso en que la superficie es esférica. 
Para ella la normal es el radio y cos nz = z/R. Por tanto: 




áx .dy = 


¡Sw¡! e Q r Í.*S f t '¡ ira ¡ del baricentro de una porción de superf,cie esférica de 
a es igual al radio por la razón entre su proyección S 0 y su área S. 

(R 2 i' altura del baricentro de la bóveda de Viviani 

(S «4-4, ejemplo 2) es: 

f _ „ d/4 )kR 3 _ 1 R n 


S = R 


(ic — 2)R* 


4 n — 2 ' 


„ Ai E1 baricentro de l hemisferio superior de la esfera de centro 0 y de 
radio R tiene las coordenadas 4 = 0, p = 0, $ = R/2. 

Teoremas de Guldin. — Relacionan las áreas y volúmenes de los 
cuerpos de revolucion con la longitud recorrida por el centro de gravedad 

‘ fj a , , gene . ratnz de la superficie o cuerpo, y tienen muy útil aplicación, 
directa e mversa. 

presada á (§ a 54!3) n por UPerfÍCÍe d& reVoluCÍÓn alrededor dei e J e * viene ex- 
t 84 ' 28 ] = 2 rt jy ás , 


pero observese que esta integral es el momento de la línea generatriz 
lespecto del eje * es decir, el numerador que figura en la fórmula que 
determina la coordenada p del baricentro, y cuyo denominador es la lon- 
Kitud s de dicha curva, luego S = 2rep . s. 

, . ^ ^ 1 se con sidera solamente un sector de superficie de revolución, es 
(lecir, si la curva generatriz gira un arco, bastará poner dicho arco en 
vez de 2kx\. Es decir: 

El área engendrada por un arco al girar alrededor de un eje de su 
plano, que no lo corta, es igual a su longitud por la longitud del arco de 
circunferencxa descripto por el centro de gravedad. 

voiumen engendrado por un área al girar alrededor del eie y, 
scgun [84-14] es: 


[84-29] 


= 2 kJ xy . 


< (>ndo bajo el signo integral aparece el elemento de área y.áx por la 
dislnncia x al eje y, luego es el momento total del área respecto del 
( ! J0 , y\ y jecordando la fórmula que da la ordenada del centro de grave- 
<ad del área, esta integral resulta igual a: 4S, luego V = S.2nZ, es 
docir: 

El volumen engendrado por un recinto que gira alrededor de un eje 
n<> Rccantc cs igual al producto del área del recinto por la longitud del 
arco dcscripto por su centro de gravedad. 

Mstos teoremas de Guldin (ya sabidos de Pappo) sirven para calcu- 
lur árens y volúmenes de superficies de revolución cuando se conoce el 
n ii ro de gravedad del arco o área móvil. Y también para calcular el 
centro de gravedad, cuando se conoce el volumen o el área engendrada. 

Ejhmpi.oS: 3. Área y volumen del toro engendrado por la circunfe- 
roncia de radio r, siendo el radio de giro a. 

S = 2n.r .2na = árdar ; V = nr 3 .2n a = 2*? r* a. 
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Compárese la brevedad de este método con el del cálculo directo en 
coordenadas cartesianas. 

4. Centro de gravedad de un arco de circunferencia. — Si R es el 
radio y 2a la amplitud, la longitud es 2Ra. Haciéndolo girar alrededor 
del eje y perpendicular al eje x de simetría, el área de la zona engen- 
drada es (§ 54-5): 

2n J ^ R cos (p R dcp = 2.-tñ . 2 R sen a = 2Ra . 2jt£ ; 

luego 

4 — R (sen a) /a ; p = 0. 

5. Centro de gravedad del semicírculo. — Por simetría debe estar 
en el radio perpendicular a la base a una distancia 4 de la misma; ha- 
ciendo girar el semicírculo, engendra una esfera de volumen: 

4- nR 3 = 4" n E 2 .2a4 
3 u 

de donde se despeja: 

4 = 4R/(2n). 

6. Hagamos girar el semicírculo alrededor del eje que dista a de su 
base. Aplicando de nuevo el teorema de Guldin, el volumen engendrado 
vale: 

V = 4-nR'.2n(a±¿) = n? R 2 1 a ± —) 

según que el eje esté situado del lado de la concavidad o de la convexidad. 

He aquí, pues, calculado el volumen de las dos porciones externa^ e 
lnterna del toro; su suma coincide naturalmente con la expresión 2id R* a 
urriba obtenida para el volumen del toro. 

Ejercicio. Calcúlese análogamente el centro de gravedad de la semi- 
i'ircunferencia y aplíquese a la determinación del área de cada una de las 
<los regiones convexa y cóncava del toro. 

7. Momentos de inercia. — Momento de inercia (o de se- 
!/undo orden) de una masa aislada m respecto de un eje es el 
pmducto de m por el cuadrado de su distancia ál eje, es decir: 
I mr-. 

Tales momentos se llaman axiales y si r es la distancia a 
iiii punto o a un plano, el momento se ilama polar o plano, res- 
prct ivamente. 

S¡ la masa es un hilo, superficie o volumen, las expresiones 
.1.1 momento de inercia se definen como límites de sumas de 
Iom momentos de sus elementos, es decir, por integrales. 

Si lu masa es plana, resultan: 

Mmnento8 polares son los momentos de inercia respecto de ejes per- 
|«'ii<ll<Milttres al plano o, lo que es lo mismo, respecto de puntos del plano. 

Mmucnto8 axialcs son los momentos respecto de planos perpendicula- 
i.'.i iiI dailo, o lo quc es lo mismo, respecto de ejes situados en el plano. 

|<;i momento respecto de un punto 0 lo dosignaremos Io y respecto de 
mi i'i.i y l<> ilosigrmrcmos I„. 
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^ nom ^ n1:o P°^ ar 0 axial de una masa plana m es I, se llama 
raaio de giro al segmento q que cumple la condición 


[84-30] I — mQ e es decir: p — VI/m. 

Representa, pues, el radio de giro la distancia del centro o del eje a 
que debe co ocarse la masa concentrada m para obtener un m.omento igual 
al de toda la masa superfxcial. Obsérvese (§ 56-3) que n<» es sin<» la me- 
dia cuadratica de todos los radios u ordenadas del recinto, según sea el 
momento polar o axial. 

Si, como supondremos en lo sucesivo la masa es uniforme, es decir, 
proporcional al área, se puede sustituir en las fórmulas, masa por área 
tomando como umdad de masa la masa de la unidad de área. 

Las relaciones fundamentales a que satisfacen los momentos de iner- 
cia son egias: 

El momento polar respecto de 0 es la suma de los momentos axiales 
respecto de los ejes x, y. 

En efecto, siendo r a = x a -|- y\ integrando resulta: L = I„ - 4 - I, 

El momento de inercia respecto de cualquier ep- e* ignal al momento 
rcspecto del eje paralelo trazado por el eentro rí<- gravedad más el pro- 
aucto de la masa (o del área) por el cuadrado dt la distancia entre am- 
bo8 ejes. (Steiner). 

En efecto, si adoptamos el baricentro como origen, y el eje dado es 
el x = d, tenemos: 

. (x — d) a ■= x 2 — 2dx + d 2 
e integrando .sobre la superficie resultan tres integrales. 

De estas tres integrales la segunda es el momento estático respecto 
«lel e.]e y que pasa por el baricentro, y, por tanto, es nula. Queda, por 
consiguiente: 


[84-31] 


L = I„ + Sd’. 


E.iemploS: 1. Momento de inercia del rectángulo de base b y altura 
a respecto de su base. 

Adoptada ésta como eje x tomando elementos rectangulares de base 
b y altura d y, resulta: 

t f ° , „ , a'b e a* 

L = J o b V -dy = — = area por —. 

1. uego el radio de giro es q = a/\' r 3. 

2. ídem respecto de su base media o eje neutro. 

Adoptado éste como eje x resulta: 

T _ f a/Z , 3 , a s b , a 3 

'* - J-a /2 ^ Ay = TF = P ° r TT ' 

«le donde resulta: o = a/(2 \ÍB). 

3. ídem respecto de una paralela a la base, a distancia d del centro. 
Segun lu propiedad segunda: 

I d = a?b! 12 + abd 2 

En particular para d = la resulta el ejemplo 19 


'I. Momentos polar y axial de un anillo circular respecto de su cen- 
y Hu «liámetro. Sean r y R los radios interno y externo; tomando co- 
roims circulnres como elementos de área, resulta: 


Io 


= 2n 



dr = hi(R* — r*) , 


0 = i (R' — r‘) : (R' — r') = ¿ (R 7 + r 3 ) . 


§ 84 -Ej. 


Puesto que los momentos respecto de los diámetros perpendiculares 
son iguales por simetría, y su suma es I e , resulta: 

L = ht(R* — r*). 

Para el circulo, resulta, por ser r = 0: 

I 0 = InR* ; qo = R/y2 ; I. = inR* ; q* = iR. 


Ejercicios 


1. Volumen del sólido limitado por la superficie 2 = e*~" cos(.o + y), 
el plano xy y los cuatro planos verticales y = ± x ± Ln. 

2. Volumen del sólido limitado por el elipsoide (x"/a‘) +(y'/b~) + 
+ (z+c 1 ) = 1, los planos coordenados y el plano vertical (xla) + (y/b) = 
= 1. 

3. Volumen del sólido limitado por la superficie cerrada x : / n + y' " + 
+ 2 -/ 3 = aV*. 

4. Dada la esfera de centro en el origen y radio a, con densidad 
igual a la altura z, calcular la masa del segmento esférico comprendido 
entre los planos z = h y z = k. 

5. Área de la .superficie cónica z 2 = 2 xy entre los planos x = 0, 
x = a, y = 0, y = b. 

6. Área de la superficie anterior entre los ejes Oa;, 0 y y el cilindro 
{x/a)‘ J + (y/b) B = 1. 

7. Área del casquete del paraboloide elíptico z = x 2 /2a + y B /2b li- 
mitado por su intersección con el cilindro (x/a) 2 + (y/b)~= 1. 

8. Área de la superficie esférica. 

9. Baricentro del octante de elipsoide macizo en coordenadas carte- 
sianas; momento estático respecto del plano 2x + Sy + 6z = 0 y del pla- 
no 2x + Sy + 6z = 18. 

10. Baricentro del octante de superficie esférica hallado mediante 
coordenadas esféricas; momento estático respecto del plano 3x + 4y + 
f 12« = 0 y del plano Zx + 4y + 12 z = 24. 

11. Baricentro G de una superficie cónica circular recta. entre el 
vértice V y un plano noi’mal al eje a distancia h de V, hallado mediante 
ooordenadas cilíndricas. 

12. Dado el toro engendrado por la circunferencia de radio r, con 
radio de giro a, hallar por el teorema de Guldin el área y el volumen 
<|o sus dos partes separadas por el cilindro x~ + y~ = a~. 

13. Volumen del toro de sección elíptica: 

( Vx J + y 2 — l) 2 j_ jL < 1 con a < 1. 

á? b 

14. Calcular los momentos de inercia de un cilindro macizo circular de 
rmlio R y altura a respecto de los ejes siguientes: a) Eje del cilindro; 
l>) Eje perpendicular a la dirección del cilindro, trazado por el bancen- 
Iro; c) Diámetro de una base. 

15. Momento de inercia de la esfera de radio R respecto de un diá- 
mol.ro. 

16. Momento del toro engendrado por la circunferencia de radio r 
niyo ccntro dista R del eje, respecto de éste. 

17. Momonto dc inercia de la superficie limitada por una elipse de 
m mleJoK a y l> respecto del eje mayor. 

I h Entre <■! radio de giro q respecto de un ejc que pasa por el 
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eSteT°;elaciS: ÍO c /=f‘+ «>. I<!specto ** ™ eje Paralelo que dieta d 

paraWo a C no?Sderad a oe° d0 d ° l0S reeÍnt ° S anter¡ ° reS para ejes 

i .20. Momento de inercia de un cono macizo circular recto de radio r en 
soide^centra/de * ” T b « tetotri « «*“"»* haila? ¿ 


NOTAS AL CAPÍTULO XXI 


fi ra J: j, r l^ de una au P er pcie alabeada. _ 1. He aquí ligerament¿ modi- 
5 -I i áS1C ° ejemplo de H A. Schwarz ( Sur une définition erronée 
iRan? M o1 va 6 8Ur / a af ? ourbe ‘> Gesammelte Math. Abhandl., 1 , pp. 309-311: 
i'ünovt Udld ° en § . 84 " 4 ’ ^ ue m >?estra que pueden resultar límites distintos 
trianmíbfípo 5 Uper '° r segun como se ha S an tender a cero las caras 

anSmflpfnn d 5 ? P ohedral mscnta, cuya área (§ 48-1) se tome como 

cffíndrica circular ^ ^ Un& superflcie tan re e ular y elemental como la 
Sea S la superficie cilíndrica 

[XXI-1] r = cosw.i -f sen u. j + v . k ; 

(m,v)eR: 0 ^ u ^ 2n , 0|d¿1 ; 

la que cortada a lo largo de una generatriz y desarrollada sobre el 
plano uv, se adapta exactamente sobre el rectángulo paramétrico de defi- 
iucion R. obtemendose asi el área elemental 2 n. Si dividimos los lados 
K ’ P araIelos a lo f ejes u y v respectivamente en m y n partes igua- 
ks y trazamos por los puntos de subdivisión sendas paralelas a los ejes 
u y v quedara subdividido R en mn subrectángulos congruentes, en cada 
no de los cuales tracemos ambas diagonales para obtener en definitiva 
* í ? on , 4 mn triángulos. Los puntos correspondientes, 

i, ,‘,i í ’ + e d - e los . vertlc es de estos triángulos, determinan una polie- 

l i. p'l! ffU ar inscrita « n S, formando una especie de “almohadillado 
RLnacimmnto , pohedral cuyo perímetro o área elemental A„, n se 
calcula fácilmente y es: 

[XXI-2] A«n = 2m.sen-^- + 

2 m 

Kn clecto, las bases verticales de 2 mn triángulos inscritos tienen por 
°"*í tud 1 1/w y , sus alturas valen 2 sen (jt/2m), longitud de cada uno de 
,‘ s lados del Pongono regular inscrito en la circunferencia unidad. 
Inm-iÜTo horlzontales de los Oteos 2mn triángulos inscritos tienen por 
ongitud 2 sen (jc/m), que es la de cada uno de los m lados del polígono 

l!'í lii’nüff ° e t n a , circunferencia unldad , y por altura la hipotenusa 
d.Mnangulo rectángu o cuyos catetos valen 1/(2%) y 1 —cos(jt/m) = 

~ mu (n/ 2 m) t este ultimo, flecha del arco de circunferencia unidad de 
nmplitud ¿n/m. Entonces, si escogemos n = m 3 , resulta A m „ -» + oo para 
"‘ ‘ I mientras que si n = m, resulta que A mn -» 2% para m + oo. 

, 1,1 mas » P ara cualquier número real k tal que 2n < k < 4 - co puede 
lincei'Ho que Am,, —> k mediante una adecuada relación que ligue ’m y n 
Z 1 crecimiento n comun ' E st ° ya nos dice que definiciones análogas a 
lT' ? ’, a V Del ’ y Cap - X , V ’. nota I» Teor., no podrán subsistir 
1 ,l<llMÍ1 ?' area » a monos de ímponer a las poliedrales inscritas y 
i ihs nupi-i i icics cuya área buscamos restricciones más o menos artificia- 
‘ >M G ap, X\1V, nota III). En cambio. si observamos que 



ÁREA DE UNA SUPERFICIE ALABEADA 


—> 2 k para m —> 4- co 


LXXI-3J A mn ^ zm.sen-^- + m . S en 

el valor elemental 2n del área A(S) es un extremo inferior de los va- 
lores límites de A m „, lo que es ya una indicación de la posibilidad de ge- 
neralizar la definición de Lebesgue dada en Cap. XV, nota II, teor., para 
el caso de las superficies (Cap. XXIV, nota III). Un examen más dete- 
nido del proceso de convergencia estudiado en este ejemplo, hace que la 
intuición llegue a captar que si se toma n muy grapde respecto de m, la 
poliedral triangular inscrita puede llegar a adaptarse uniformemente a 
la superficie cilíndrica, pero formando una especie de “plisado” al aplas- 
tarse horizontalmente las caras superior e inferior de cada “almohadilla”. 

M. Fréchet (Sur l’aire des surfaces polyedrales; Ann. Soc. Polonaise 
de Math., 3, pp. 1-4; 1925) ha demostrado que puede llegarse al mismo 
resultado de Schwarz reemplazando la superficie cilíndrica de revolución 
por una poliedral, la que teniendo sus aristas como líneas singulares sin 
plano tangente, da el resultado paradógico de que su área elemental di- 
recta no quedará aproximada por la de las poliedrales triangulares ins- 
critas cuyas caras tiendan unifor- 
memente a cero. 

En efecto, basta adosar a una z> 

arista de la poliedral (que supon- i/ m 

dremos es el eje z del triedro tri- ' 

rrectángulo de referencia, inter- 
socción de las caras xz é yz de 
la poliedral) un “plisado” obte- 

nido de la siguiente manera: Si — m 3 

mediante el plano x + y = 1/m 

neparamos entre los z = 0 yz = l _ 

iiu trocito de poliedral (fig. 292), 

y en dicho plano consideramos , 

m* horizontales intermedias entre —-■>> 

¿ — 0 y z = 1, al unir dichas ho- y 

i i/.ontales con m 3 + 1 puntos in- 
lermedios del eje z, se formará 

• •I “plisado” de 2m 3 triangulitos, m 

niya área total será mayor que ^ 

'.!m J . (l/2m J ) = m, tan grande co- Fig. 292 

mo se quiera con m. 

2. Desde el punto de vista geométrico y para superficies suficiente- 

.... regulares (por ejemplo, con plano tangente variando con continui- 

'lml), aparte de la definición directa vista en § 84-4, también es intere- 
niinli' la siguiente definición axiomática: Dada un trozo S de superficie 
i r(w, v) definida en el dominio D del plano uv, con r„, r„ continuas en 

• I, iu' busca una función W (u,v) tal que el número 


• ... determinado por las condiciones: l^) La función W(w,v) depende 

i'uliiiiii'iite de u, v, r, r„, r„; 2?-) E1 número A(S) queda invariante res- 

.... do los movimientos (§ 61-7, c) ; 3?-) E1 número A(S) queda in- 

v iii iii nl.i* respecto de un cambio T de parámetros |x = p,(w, u), v=v(u, v) 
ili’ Jnciibiano no nulo (§ 67-7) y que conserve la orientación (§ 54-1, d; 
’i h:i l; cfr. § 88-5, a) ; 4^) Para el cuadrado unidad Q resulta A(Q) = 1. 

11 n númcro como el A(S) que depende de una función W se llama 

• i * * n lioicional. La función W que cumpla la condición 1?-) es la más sen- 
i ilbi (juc pui’dn dnr lugar a una funcional que cumpla las condiciones 2$), 
i") v l"). VonmoH primero que ln función [72-57] satisface los reque- 
1 1nili'iitoH diehos. E1 cumplimiento do las condiciones l^), 2^) y 4$) es 
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inmediato. Para la 3^) basta aplicar § 67-7, teniendo en cuenta que 
í/n^M — gi■/ — (YnYm —Yi3 2 )T 2 si T = 3(|x, í') /d(u, v) es el jacobiano 
de la transformación T y las y son los coeficientes de Gauss [72-45] res- 
pecto de los nuevos parámetros p,, v. En efecto, es 

[XXI-4] | dr | 2 = 2g tk dudv = 

f(>u du \f 3-y dv \ 

= 2£T<* [ — dp -f — dv du + — d. J = S Y( * dp úp , 

donde los g tk se comportan como Ios coeficientes de una forma cuadrática 
un una transformación lineal de coordetvadas, es decir, si consideramos las 
matrices 



J Qn Qvi 1 

l g*. g& J 



el último miembro de [XXI-4] puede representarse (§ 61-4, d) por VTV 
y siendo (§ 61-3) V = TU con 



resulta el segundo miembro de [XXI-4] representado (§ 61-4, a) por 
(J'T'JTU = U'GU de donde TTT = G, con módulos (§ 15-7) cumpíiendo 
G = rT 8 como queríamos demostrar. 

Pero además dicha función es única, pues toda otra función W que 
origi ne el cumpl imiento de las cuatro condiciones dichas es tal que hace 
W/ V g u gt a — gn = 1. 

I)esde luego. por 2^) y 3^) en cada punto determinado, el primer 
miembro anterior es invariante respecto de los movimientos y cambios de 
parámetros. Si en particular, consid^ramos tí = n + a, v = v + |3, con 
«, (3 constantes, las r, r u , r„ permanecen invariantes y como para u, v 
J’ijos pueden elegirse adecuadas a, (3 para obtener cualquier p, v, la fun- 
ción W (w. v. r, r«, r„) debe ser independiente de u y v. Pero además una 
traslación hace v$riar r, pero no r„, r„, por lo que W es también inde- 
pendiente de r. Mediante movimientos y cambios de parámetros de jaco- 
binno no nulo, el par de vectores r„, r„ linealmente independientes puede 
transformarse en otro par cualquiera de vectores linealmente independien- 
tes (§ 60-2, b) por lo que W(r í( r„)/|r„ x r„| se conservará constante, 
Hiendo esta constante la unidad por la condición 4$). 

II. Bibliografía. — 1. Los tratados generales de Análisis matemático, 
nolire todo los modernos, incluyen el tratamiento de la integral de Rie- 
mann-Stieltjes. Un estudio muy completo incluye el tratado de E. W. 
IIohhon (citado en Cap. IX, nota VIII, 3). También se incluye en las 
oliniH <>specializadas sobre integración (cfr. Cap. XXIV, nota IV), parti- 
culnrnienle en la clásica y fundamental de H. Lebesgue (citada en Cap. 
XIII. nota V. 3). Por su importancia en la matemática aplicada y en 
rnuclias teorias matemáticas especiales, dedican sendos capítulos a la in- 
I<T'h! de Stieltjes muchas obras monográficas. Pueden citarse como 
rigurosos y asequibles los incluídos en la obra de Perron (citada en Cap. 
V, nota IV. 4). y en: 

S BoghneR: Vorlesungen über Fouriersche Integrale (Cap. IV; Aka- 
demische Verlagsges., Leipzig, 1932); traducción inglesa (ampliada con 
nnn memoria del autor) : Lectures on Fourier integrals. With an authors 
»iil>l>lcmnit on monotone functions, Stieltjes integrals, and harmonic 
itnttlnnin (Princeton Univ. Press, 1959); 

D. V. Widder: The Laplace Transform (Cap. I; Princeton Univ. 
PrcHs, 1941). 

11iiii extonsa bibliografía sobre el tema se encuentra en 

T. II. Hildebrandt: Stieltjes integrals of the Riemann type (Amo- 
rloan Muthomatical Monthly, I>r>, pp. 265-277). 
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Contiene una discusión detallada de la integral de Stieltjes w-di- 
mensional la obra de exposición poco usual, aunque origmal, que «jclu- 
yendo el estudio del espacio de Hilbert y de la íntegral de Lebesgue- 
Stieltjes desarrolla las teorías modernas de carácter supenor en vista 

de sus aplicaciones físicas . , , _„ 

M. Picone y T. ViOLA: Lezioni sulla teona moderna delLzntegraztone 

(Edizioni Scientifiche Einaudi, Turín, 1952). 

De menos alcance teórico, pero tambien extensa es 

N. Gunther: Sur les intégrales de Stieltjes et leurs applications 
aux problémes de la Physique mathématique (Chelsea, Nueva York, 1949). 

2. De las obras especializadas sobre series citadas en Cap. V, nota 
IV, 1, la de Knopp no trata las series dobles, pero en camhio si lo hace 
en forma notable la de Bromwich. 

3. Incluyen el estudio’ de las integrales múltiples los tratados de 
Análisis matemático citados en Cap. XVIII, nota IV, 1 y 2, como ya í- 
jimos en Cap. XIII, nota V, 1 y 2 del volumen I, en cuya segunda edi- 
ción y siguientes se citan también el estudio excesivamente monografico e 

R. L. Gomes : Integral de Riemann (Junta de Investigaijao Matem., 

yTa^’didáctica obra conteniendo un tratamiento completo de la integral 
de Riemann y su generalización a la de Lebesgue en el espacio eucii- 

(Ígo de • 

W. W. Rogosinski: Volume and integral (Oliver y Boyd, Edmburgo, 

1952). 




Capítulo XXII 

INTEGRALES PARAMÉTRICAS 


§ 85. INTEGRACIÓN Y DERIVACIÓN DE SERIES FUNCIONALES 

1. Integración de series. — En el estudio de las condiciones 
(}ue legitiman un doble paso al límite, reiterado, de diverso 
tipo (tal el puramente funcional en § 65, el de las sucesiones 
y series dobles en § 81, el de la integración reiterada en § 82), 
vamos a examinar ahora el que corresponde a combinar la in- 
tegración con la sumación de series o convergencia de sucesio- 
nes funcionales. Veamos condiciones suficientes que aseguren 
la conmutabilidad de los signos J’ 2 = X f (integral de la 
Herie = serie de las integrales), equivalente a la conmutabili- 
dad lim f = f lim. 

Para las integrales (R) (§ 49), las condiciones suficientes 
d(í aplicabilidad práctica que pueden darse son bastante res- 
I ringidas y ésta es una de las razones que aconsejan la am- 
pliación del concepto de integral, según haremos en los §§94 
y 95. 

En el § 43-3 vimos que la convergencia uniforme de las 
icries funcionales, no tan sólo acota el resto de la serie, inde- 
pcudientemente de x (definición), sino que conserva en la su- 
iiih de la serie la continuidad de sus términos; vamos a ver 
ahora que también conserva la integrabilidad. 

'I'EOR. 1. INTEGRACIÓN TÉRMINO A TÉRMINO. — Si U7UL serie 

co 

fiuieional 2u ra (a;) de funciones integrables (R) converge um- 

fonnamente a su suma S(¡r) en [&,&], entonces S(íc) es in- 
legnihle (R), la serie de las integrales de los términos es con- 
eergente y se cumple 

|H5 1] f b 'S(a;)da; = 2 f b u n (x)dx. 

Si dcsignamos por S„(¡r) la suma parcial.de los n primeros 
lci iiiinoa de la serie funcional, por la aditividad finita funcio- 
....1 .1«' la integral (R) (§ 48-5, b), se tiene que la integrabi- 
lldiid dc Ioh términos de la sucesión u„(a;) implica la de los 
li'i miiioH dc la sucesión S„(íc) y recíprocamente, pues u„(a;) = 

S„ (u )- S„ ,(a;), y en ambos casos es 



446 


XXII. INTEGRALES PARAMÉTRICAS 


§ 86 -1 


[85-2] 2 f 6 u r (z)dz = f 6 s„(»)daj. 

r=l Ja 

Así pues, el teorema 1 es equivalente a: 

Teor. 2. Paso al límite bajo el signo integral. — Si una 
sucesion b n (x) de funciones integrables (R) converqe unifor- 

Zl m ru\ e i a SU U ™l te en enton ces S(x) es integra- 

i-e (ti), La sucesion de mtegrales es convergente y se cumple 

[85-3] lim f 6 S n (a:)da: = P S(x)dx. 

n —>co a J a 

Si designamos por R.(*)= S(*)—S.(*) el resto de la se- 
rie ’ au supuesta convergencia uniforme significa (§ 45-3) que 
para todo e > 0, existe un número natural N(e) independiente 
ae x e[a, b ] tal que 

[85 - 4 ] |R»(*)|<s /(b — a) 

si n > N, cualquiera que sea x en [a, b ]. 

• Si son las re spectivas oscilaciones de las fun- 

Í'wq i^ 5 ’ Sw ^' ,?»( a! ) en cada uno de los intervalos 
(s 4. -Í) de una partición n de [a, 6], será <o r < co/ + co/', y 

c mo la cond, ció n de integrabilidad (R) de S.(*) se exprésa 
por X co r 5. < s, de estas dos y la [85-4], deducimos que para 

cualquier e > 0 existe una partición x de [a, 6] respecto de la 
la cual se cumple 

2(0,5, <2co/8, +2a)," 8, < s + 2 8, = 3e 

b — a ’ 

lo que asegura (§ 49-1) la integrabilidad (R) de S(a:) 

P ° r otra Parte [ 48- 29 ], [85-4] y el teorema defvalor me- 
dio (§ 48-6) prueban que para n > N es 

f‘S(í)di- f‘s,( I )d I = 

^ a J a 

= f b R„(a:)da: < j b | R n (a;) | dx < e , 

quo asegura la existencia y valor del límite expresado en T85-31 
para w —» oo . J 



Nota 1. La convergencia uni- 
forme es suficiente, pero no ne- 
cesaria para la (R) integrabilidad 
(érmino a término de una serie 
funcional. 

E jemplos: 1. S«(*) = *" en 
[0; 1] no converge uniformemento, 
pues la función límite S(ar) =- 0 
si 0 < » < 1, S (1) = 1, es discon- 
tinua (§ 43-3, b). Sin embargo 


FIb. 208 


§ 86 -2 
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lim f 1 x n dx = lim —f-r- = 0 = f S(*)da; 

J o b+1 J o 

para n —> 00 • 

2 s n (x)=nxl (1 + bV)-> 0 para n— >co, .no unif ormemente en 
[0; 1], pues Sn(l/w) = 4 (fig. 293). Sin embargo, es 

0 < lim f'-^T < lim \-YJ=+ s -(4=)l = 

n—>oo J o 1 ~h n x TI-+CO [_2 v n \Vw/J 

= 0 = jf 1 S(*)d*. 

3. En caipbio, para S n (*) = n* e-"«* que tie nde a 0 para n-^oo, 
no uniformemente en [0; 1] pues S n (l/V2n) = Vw/ (2e) (fig. 294), es 

lim f 1 wxe-** a dx = lim 4(1 — e _n ) = 4 0 = S (*) d*. 

n —^co J 0 n —>co JO 

Obsérvese que aquí S n (*) no se conserva acotado respecto de n (cfr. 
§ 95-4). 

Nota 2. E1 paso al límite bajo el signo integral se hace más senci- 
llamente en la integral de Lebesgue (§95) que en la de Riemann, pues 
uunque el integrando se conserve acotado, puede ocurrir que la funcion 
límite S (*) no sea integrable (R) . Así, 
si en la sucesión (§ 2-11) de puntos 
racionales Xi, x¡, ..., x n , ... de [0; 1] 
definimos S»(*) = 1 en los n primeros 
*t, *., ...,*» y S n (*) = 0 en los otros 1 UL — 

puntos de [0; 1], la sucesion funcional 1 2e / | \ 

S„(*) tiende (no uniformemente, ¿por / 1 \ 

qué?) a la función de DlRlCHLET S(*) / ! \ 

(§ 23-3, ejemplo 4). Existe cada inte- / V 

gral / V 


/o 1 - 


x) dx = 0 


:iiondo 0 el límite de la sucesión de in- 
lcgrales, sin que exista 


S(x)dx , 


integral del límite (§ 49-2, ejemplo). 


2. Derivación de series. — Aunque una serie (o una suce- 
ción) uniformemente convergente tenga derivables todos sus 
U rminos, no podrá afirmarse, en general, la existencia e igual- 
(lud de la derivada de la serie y la serie de las derivadas. 

Ejemplos: 1. Las sumas parciales S n (x) = (1/w)senwx_tienden uni- 
fonmmente a S(x)=0 en [0; 1], cuya derivada es S'(x)=0, no com- 
inUinLo con lim S n ' (x) = lim cos nx para n-^oo, pues éste vale 1^0 
I iii ru x=ü y no existe para xe(0; 1]. 

WEIERSTRASS demostró (Cap. IX, nota VII) que la función 
co 

S(x)= 2 a’* cos(jtó n *) , 

„ = o 
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11,111,1 ni infinita en níngún Pl punfo 71 + no tiene derrv ada 

zz ú?¿rr ™* or ~ 

uno» punto» (p 0r eje mp l 0 x = 0) y no en en 

,u Ie C r eCUenCÍa ÍnmedÍata del teore “- 1 de § 85-1 ea el si- 
Teok. Si: 19) en el intervah [aj6] hs func . ones 

nen B -integrables u.'(«) ; 2*) la serie Su'(z) 

oonverge uniformeraente en [a, 6] « la función continTay (x) • 
* ) enun P untoce [a , b] C on V er ff e W) = S ( c); entonces, 

en todo el intervalo [a, 6] l a serie ? „ t „\ 

l , i ua sene 2 u n (x) converge unifor - 

í nTn.r fmCÍÓn 8 «- V™ 1 » «« - síe derivada 

e* R-?ntegrable^ 0 cump*Iiendo la CÍtad °’ la Serie de las de -vadas 

[85 ' 6] // [.!-'<-> ] -— S /V(*)d* = 

-* n — i J 0 

03 

* u M (c)] 

unfformemeñtTpOTque 2U ” (C) ’ tamb¡én ’° es 2 u„(*) = S(*), 

FT n(X) ~»l U " W | = |r[J„«»'W]<l* <s( 6 _ ffi) , 

00 J 

81 ] ^ m Un ' (x)¡< 6 desde ™ » en adelante, independiente de * 

notj/ 2 )^ podñmo/ñterivar C °T inua Y(*) (ver 
185-5] y resulta V(a;)= S'(z) ’ a e pnmer miembro de 

híp.HoBÍH (le convergencia término a término, la 

«Momplos 1 y 2). se reflere a la sene derivada (ver 

,l, > u.'(«) (cfr. 1C § C 50-2 Tota TT la de + § - exi S e la R-integrabilidad 
"1 cnunciado del teorema Interior de Sin errr bar g0 , 

,li ‘- ¡one » y «*i subaiste con presc ! ndir de ambas con- 

vndaH It-intcgrables” por “derivada^ fin^tls” ? ' Uy6nd ° sól ° “ deri - 

I""' función V (x) aunque ] a donwl Jnf' y funcion continua V(a;)” 

‘ m eI I f,1 °rema 1 de § 86-1 Es la si^enteT ** PU ® da entonces a Poyarse 

<!>«• puií m > mt^htodo^p’sea! 8tirá independien ^ de x en [a, 6] tal 
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m p 

2 Uu'(x) < e/( 6 — a). 
n =z m 

De aquí deducimos, por el teorema de Lagrange (§ 36-1) aplicado a la 

m + p 

función 2 u n (x): 

n = m 


m + p 

m + p 

m + p 

2 u»(*) — 

2 u„ (c) = | a? - C | , 

. 2 u„'(¿) 

n — m 

n = m 

n = m 


por lo que la serie 

co 

2 u„(ai) 

n = 1 

converge uniformemente a una suma S(x). 

Para íc E[a, 6] y todo h ^ 0 tal que x + h e[a, 6] es 


u»(sc + h)— u»(*) j = -jj- 


m + p m + p -| 

2 U»(aj + ü)— 2 Un(x) ■ = 

n — m n — m ^ 


m + p 

= 2 u»'(a; + Oh) < e , 

n = m 

pnra 0 < 6 < 1 y todo p y m nu independientes de h y 6 . Por tanto, 
ln serie 

v u n (a; + h )—u„(a;) 

n = 1 b-\ 

tionde al cociente incremental [S(a; + /t)—S (x)]lh, uniformemente res- 
pecto de ft + O, por lo que para h —> 0 existirá 

S'(») = lim S(« + M-S(«) = lim 2 ”d£+*)-”•(») = 

h —>0 , h It_>0 n — I h 


= 2 lim 

n = 1 \ h ~>° 


u„(a; + h) — u„(aQ 
h 


= 2 u»'(«) = V(x) , 

n — 1 


como queríamos demostrar. 

Obsérvese que como 1/h —> co para h —> 0, de la convergencia uni- 
l'orme de 


2 u„(x) = S(x-) , 

n = 1 

»<) «e puede deducir sin más (§ 43-3 nota 2) la del cociente incremental 
I S(ar + /i)— S(x)Vh. 
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Ejercicios 

1. Dadas las sucesiones funcionales S„(a;) siguientes: 

a) nx 2 e-nx'* f 

b) nxe-nx 3 , 

c) - 

1 + wV 

,, ln (1 + nV) 


cstudiar en el entorno de_» = 0 su convergencia unifovme y la de sus 
derivadas S n (x), viendo si las S„(a:) son derivables término a término. 
Lstudiar también la integrabilidad término a término de dichas succsiones 
»»(*) y la ^e sus derivadas S,'(») en el intervalo [0; 1]. 

2. Estudiar en [0; 1] la convergencia uniforme y la derivación tér- 
mino a termino de 

co 

S(«) = 2 C(*Vfc)— (**+»)/(fc +1)]. 

Convergencia uniforme de la serie derivada. 

3. Demostrar que si en un conjunto X es f(x) = 2u„(a:) convergente 
unif.ormemente y g(x) se conserva acotada, entonces 

f (*). g(x) = Zg(£C)U„(£c) 
converge uniformemente (cfr. § 43-3, nota 2). 

4. Mostrar por qué en § 85-2, Teor., la convergencia uniforme en 
i a > ' , j ( j e -u„'(a;) con u„'(a;) continuas, no implica que -u (.>•) converja 
en ulgún punto de [a, 6]. Aplíquese al ejemplo u„ (x) = cos (.r, n). 


5. Compárense los valores de 




2 u* (í) dí y 2 
i í 


u*(í)dt 


U) _ _ 2(fe + l) 2 t 

(1 +/c 2 í 2 )ln(/c + 1) [1 +(/c+ l)T]ln(/c + 2) ’ 

explicando el resultado. 

0. Probar que si S„(x) es derivable en [a, b], tal que |S„'(a;)|<K 
( con constante indepenc}iente de n y £c) y la sucesión S>,(x) converge 
cn l.odo punto de [a, &], entonces esta convergencia es uniforme. 

^ 7. l’robar que si la serie 2u„(a;) tiene las sumas parciales acotadas 
I S„ (x) | • K (con K constante independiente de n y a;) y para todo 
b • 0 es 2íu„(ar) integrable término a término en [a, c —8] y [c + 8, 6], 
ontonccs también lo es en [a, 6]. 

H. Hujo las hipótesis del ejercicio 7, probar que si g(x) no acotada 
'' n I "• ^ I ticnc on cstc intervalo, integral absolutamente convergente 
(§8(1-8), enlonces -u„(*)g(x) es integrable término a término en [a, b | 
(d'r. § 43-3, nota 2 y cjcrcicio 3). 
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§ 86. INTEGRALES PARAMÉTRICAS PROPIAS E IMPROPIAS 

1. Definiciones. Equicontinuidad. — a) En § 80 hemos es- 
tudiado las integrales en intervalo infinito o con puntos sin- 
gulares (en cuyo entorno no está acotado el mtegrando), p - 
ralelamente en lo posible a las series funcionales y respecto de 
éstas, hemos visto en § 43 y § 85 condiciones suficientes suple- 
mentarias que permiten conservar las propiedades de limites 
funcionales, continuidad, derivación e mtegracion de una suma 
de un número finito de funciones. En térmmos precisos: desig- 
nando por la suma.de un número fmito de sumandos y 

por /la R-integral en intervalo finito (a,x), se verifican es- 

tas permutaciones entre los símbolos S, lim, J y D. 

I) lim x 2 n = lims , 

II) J" 2 n = s» ; 

III) D® 2 n = 2 n D® , 

mientras que, al pasar de la suma finita 2 n a la serie o inte- 
gral, no subsisten en general, y así como lo hemos hecho para 
las series (§§ 43 y 85), hemos de ver ahora condiciones sufi- 
cientes suplementarias que permitan conservar # dichas propie- 
dades, si se consideran integrales (R) parametricas propias (de 
intervalo finito e integrando acotado) o impropias (de mter- 
valo infinito o con puntos singulares). 

Def. 1. Integral funcional, o integral paramétrica, e s 
t,oda integral en intervalo finito o infinito de una funcion 
f (a:, Vi, 2 / 2 , • • •, Vm) que además de la variable de integracion x, 
depende de uno o varios parámetros y r > 

Para cada valor o grupo de valores de estos parametros, 
rosulta una función distinta de la variable x, y su mtegral de- 
l'inida en a < x < b, cuando existe, es un número que depende 
do los valores dados a y u y 2 , . ■ - , y m , ó sea: la mtegral yara- 
métrica define una función de los yarámetros, que son sus va- 

viahles indeyendientes. • „ 

Consideremos integrales de un solo parametro, caso al que 
Mr reduce el de varios, y veamos el caso más sencillo, en que 
liilos integrales ordinarias en intervalo finito tienen las mis- 
nuiH propiedades I, II, III, de las sumas. 

h) Dcmos nociones análogas a la de convergencia uniforme de las 
ni'ilcH (§ 43-3) que nos ha servido (§ 85) para trasladar a estas las 
propiedades II, III. 

DKK. 2. Se dico que f (x,y) es equicontinua en y 0 para x en [a, 6] 
{„ ||||C i'h cnntinua <•» //„ uniformcmente respecto de x en [a, 6], si para 
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f° d . 0 e >°- co rre fPo n de 8 > 0, independiente de x en [a, 6] tal que'sea 
\i(x,v)— f (», 2/o) | < e, cuando \y — í/ 0 |<8. 

Geométricamente esto significa que la curva í(x,y), donde a; es la 
varmble mdependiente e y el parámetro, podrá a la vez, en todo [a, 6] 
aproximarse tanto como se quiera a la curva í(x,y 0 ). 

Noia. En § 65-3, nota 2, dimos ya este concepto, como caso parti- 
/ r o P f S °of í 1 ,™ 1 * 6 r especto de un parámetro, uniformemente en íc 
• f ota y imos tambien allí el teorema de Heine, según el cuaí 

si t (x,y) es continua en ambas variables superficialmente, también es 
'•■(liucontinua en una de ellas respecto de la otra, pero en cambio no basta 
(¡ue sea contmua en y para cada a:e[a, 6], para poder decir que es equi- 
continua en y respecto de x en [a, 6]. 

Ejemplos: 1. La función f (x, y) = y/(y° + x a ) si x ^ 0, con f(0,«) = 

- - o, es contmua en y para cada x, pero no es equicóntinua en y 0 — 0 res- 

Pecto de cualquier conjunto de x que tenga 
X ' = 0 como punto de acumulación. En cam- 
bio, es equicontinua para cualquier otro valor 
de y 0 0, aun cuando f (x,y) no sea continua 
en * = 0 y cualquier y 0 fijo (fig. 295). 

2. Para cada x fijo, la función y * es con- 
tinua (§ 27-4) en y = 1; pero dado e > 0, 
no es posible encontrar un 8 = Ay > 0 tal 
que |1—(1-f 8)* | < e válido para todo 
x > 1 (§ 27-1), es decir y x no es equicon- 
tinua en y = 1 para 1 < x < + oo. En cam- 
bio, lo es para 0 < x < 1, y además, en 
y = 1" (a la izquierda de 1) es y“ equicon- 
tmua en 0 < x < + oo. En y = 0% es y- equi- 
continua para 1 < * < + co y no lo es para 0 < x < 1. 

Def. 3. Se dice que i(x,y) es derivable en y = y 0 , uniformemente 
rcsprcto de x en [a, 6], si el cociente incremental Ai/f (x, y 0 ) / Ay 0 con x 
conslante, converge a su límite i v (x,y 0 ) uniformemente respecto de x en 
K/'l (§ 65-2. nota 2), es decir, si A»f (*, j/o) I AV« = i v (x, y 0 ) + e con 
I ' I • ko para | Al/o | < 8 independiente de x en [a, 6]. 

I0.M3MPLO 3. Sea i(x,y) = (y 2 /x)sen(x/y) si x"-y* > 0, con f(0,y) = 
f(x, 0)=0. Para y 0 = Q, /\y o = k^0 es &i/k = (k/x) sen (x/k) 0, si 

.<• / 0, siondo Af//í = 0 si x = 0. Por tanto, existe i v (x, 0)=0 para todo 
• r 1 10, 1 |, pero no uniformemente respecto de x en [0,1], pues para todo 
/. por peqúeflo que sea, se puede haoer Ailk tan próximo a 1 como se 
'l"icia, lomando x /- 0 suficientemente pequeño (§ 28-2). 

2. ('ontinuidad, integración y derivación de integrales pro- 
pins parumétricas. — a) Teor. 1. Si f (x,y) es continica res- 
prclo <lel par (x,y) en el rectángulo a < x <6, c<2 /<d, 
la fmción 

t(?/) = ( b f (x, y)dx 

J a 

rs ronlinua cn todo yunto y de (c,d). (Dini, 1878). Pues 

hícikIo 

A<r(v) “ ¡ b [Hx,V-\-k)— f(x, y)]dx , 

• / a 
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por el teorema de HeinE (§ 65-3, nota 2) sobre fundoneB con 
thiuas de dos variables, el incremento entre corchetes es, en 
vaTor absoluto, menor que s para | k \ < & mdeyendtente de x 
en [a,&], y por tanto 

| Acp (y) | ^ — a ) • 

Corolario. Para cada y 0 en [c, d] es 
[86-1] lim [ b í(x,y)dx = f* i(x,y 0 )dx , 

v->v 0 J a . 

quedando así probada la permutabilidad [86-1] de límite e m- 
tegral, es decir, la continuidad de la mtegral en el punto j o- 


Notas: 1. E1 teorema subsiste para extremos variables: 

Teor. l a . Si a (y), b (y) son contínuas> en [c d]y 
nua en un dominio D que contcnga en su mtenor el K-^(V) < x ^ o\yt, 
o<y<d), es 

m ( V ) = f h(v) i(x,y)dx continua en (c, d). 

Sean y 0 z(c,d) é y, = V. + k .[«, d] ; llamando a( y .)=ct., *(*)-*.. 
(i = 0; 1) se tiene: 

(y.) - »(».) = j’j‘f(*,¡(>><“' ~ Í!,’ UX ’ V ' )ÍX = 

= r b - [£(a! , Kl ) _1(«,».)]<!« + + j N(*,y>)te , 

pudiendo las tres últimas integrales re- 
ferirse a intervalos no contemdos en el y¡, 
dominio R (fig. 296), aun cuando para 
lc suficientemente pequeño estaran aen- 
tro del interior de D que lo comprende. 

Entonces, estas tres integrales tienden 
a 0 con k —^ 0; la primera por lo visto 

en el teorema 1, las otras dos P or ser y_ 

I f (x, y) I acotada en D, y | a £ — cto | 

1 — 6 0 1 —> 0 para k 0 por la conti- 

nuidad de a(y) y b (y). (Cfr. nota 7). 

2. Con la noción de equicontinuidad , . ( 

(§ 86-1, def. 2), el teorema 1 puede ge- i , ¡ 

ncralizarse en la siguiente forma: I 


Teor. l b . Sea 
<¡>(v) = ( 

J a 




i(x,y)dx 


ilnnde suponemos a constante *(y) variable con y ^^^m^ntomo 
nn reanécto de x en ra,b(j/)] para los valores de y de un eniomo 
,/,. y 0 . jpara que <p(y) sea continua en y 0 es suficiente que simultáneo 

mtnte: , 

IV) Sca i(x,y) equicontmua en y 0 para x en [a, &oj con o 0 —DU/°/ , 
29) Exieta K tal que |f(x,i/)|<K para todo xe[b 0 ,b(y)] e y en 
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un entorno de y 0 , siendo en éste f(x,y) integrdble (R) respecto de x 
<>n un intervalo que contenga en su interior [a, 6 0 ]; 

3 9 ) Sea b (y) continua en y 0 . 

La marcha de la demostración consiste en ver que A<P = Ai<P + Ascp 

(fig. 297) tiene el primer 
sumando Ai<P de base deter- 
minada y altura tan peque- 
ña como se quiera, y el se- 
gundo sumando A^tp existen- 
te y de altura acotada y 
base tan pequeña como se 
quiera. Pues dado e > 0 ar- 
bitrario, existe 8(e), inde- 
pendiente de x en [a, 6 0 ], 
tal que sea simultáneamen- 
te | f (x, y) — f(x, y 0 ) | < 
< Je/(ó 0 — a) para a;e[a,6 0 ], 
I b(y) — b(?/o) | < e/( 2K). 
Entonces, existen las inte- 
297 grales siguientes y es: 

lA<p(?/)| < í < ‘í(x,y)dx — ( f(x,y 0 )dx + I í <ü f(x,y)dx < 

\J a J a \J b 0 

< f ° I f (x, y) — f (x, y 0 ) | da; + K | b (y) — b 0 1 < e 

J a 

para | A 2 /o | < 8, como queríamos demostrar. (Cfr. nota 7). 

I ja conclusión puede expresarse también en la forma del paso al lí- 
mito bajo el signo integral: 

lim f f (x, y)dx = í "f(x,y 0 )dx. 

V —> V 0 J a J a 

Ejemplo 1. Para la función de § 86-1, ejemplo 1, es 
<p (y) = f(x,y)dx 

(ÜHcontinua en y = 0, pues siendo cp (y) = Arc tg(Hy) si y =£ 0, resulta 
<P (O' ): - in, cp(0)=0, cp(0") = — hn. 



'l’KOit. 2. Si f (x,y) es continua respecto del yar (x,y) en 
<1 rcctángulo a < x < b, c < y < d, se yuede integrar 

y(y) = ) f (x, y) dx 

J a 

haj<> cl signo integral, es decir 

|HC>-2] í '' d y ( u í(x,y)dx = f 6 dz f d f (x, y) dy. 

J a J a J a J c 

Km efVcto, siendo í(x, y) continua, existe su integral doble y 
por taiito las dos integrales reiteradas, que son iguales (§ 82-5). 

Queda así generalizada la permutación (II) ( v )* = 
í para integrales propias. 

J a o 
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ha llegado a demostrar que basta la existencia de 


para todo y eíc, d~¡ y la de 


f(x,y)dx 


f d f(x,y)dy 
J c 


para todo ..h>l, para que existan ambas integrales reiteradas y sean 

iglia Teorema (PUBIBl) más sencillo y eompleto se eonsigue en la teoría 
de la integral de Lebesgue (cfr. § 95-6). 


EJEMPLO 2. 


r 1 n dy C l dy C 

J 4 sen 7 T = Ji 


’if x dx 

cos- ~~ 

o y V 


r ir C 1 x dy 

'o d "J» "”77 


,dx r 2 ^ ser \_x_ 

(sen2 x-sen*)—= x 


TEOR. 3. Si 


cp (y) = f f y)‘ 

J a 


existe en c<v <d, y el integrando admite derivada fjx.y) 
^continua respecto del par (x, y) en el rectángulo a < * < 6, 
r < v < d entonees la función q>(y) admite denvada pa 
todo y yi(¿d), obtenible derivando respecto de y bajo el signo 
integral (regla de Leibniz) : 

[86-3] J(y) = Ux,y)dx = j a lAx,y)dx. 

En efecto, por el teorema de Lagrange (§ 35-1) es 
A<P(0> = [f(x,y-\-k)—f(x,y)]dx = f* f v (x,f\)dx 

donde n es un punto intermedio entre y + 
nueda depender de x, tiende hacia y para k -+0, y por la su 
puesta continuidad de f v (x,y), se podrá aplicar el mismc> ra- 
zonamiento empleado en [86-1] a la ultima mtegral pa 

ner [86-3]. TT . . 

Queda así generalizada la permutacion (111) • 


pura integrales propias. 


;■ = f 


NoTAS' 4 E1 teorema anterior se generaliza, si en lugar d e ia con- 

ünuidad de (.(.,»), >«P™™ 0 » n «f a 0 dS™ )‘ taTqu= Úx.ti 

unlformemente respecto de x en ia, oj (3 c. > > 
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aea m te g rable en [a, b'\, cumpliéndose también entonces la [86-3] para 
En efecto, para A 2 /« = k menor en valor absoluto que 8, será 

■<+ - £ íax.v) d* | = £ *■> _ f , (ií>í) J da; = 

= f e d* I < e 0 (6 — a) , 
tan pequeño como se quiera con e o >0. 

i n . Continuidad, integración y derivación de integrales múltiples. ~ 
i rl ‘ gra! multiple de una funcion, que contiene uno o varios parámetros, 
define una función de estos parámetros: ’ 

fp( 2 /i, .. .,y m ) = f (x-i, ..., x„, i /i, .. .,y m )dxi .d«„. 

C ® n ^gero cambio de notaciones quedan generalizados los teoremas 
i, ¿, á, en esta forma: 

d, J+nvíiMeÍ%a"' X " V ' . V ' ) ** ° mtima rmVeCl ° del ° ruv ° 

ar<Xr<br , c. < y, < d. (r = 1, 2. n ; s = 1,2, ..., m) , 

la mtegral n-ple sobre un dominio X contenido en el ortoedro a r < x r < b r 
fme una función cp(j/i, ...,y m ) continua en el ortoedro c, < y, <d,. 

n, parUcular > es función continua respecto de cada una de las m 
vamables y lt ..., y m . 

* „ ^ 2 ‘ ^ on ias _ mi smas hipótesis, se puede integrar bajo el signo 

Zftnín de una f 0 ? ar J as de las variables 2/i, •••, 2 /m en todo dominio Y 
contemdo en el ortoedro c, < y, < d,. 

„ / K0 , R ‘ 3 ■ , í 2/i, •••, 2 /m) admite derivada respecto de y r 

I/ ai a demvada í Vr (x,, ..., x n , yi, ..., y m ) es función continua del punto 

■(*|. ...,Xn, Vu ...,Vm), su integral en un dominio X contenido en el or- 
loidro a r x r < b r es la derivada parcial <p y . 

Hrevemente: es legítimo derivar bajo eí signo de integral múltipie, 

' " a,l< ,! el ,nte í?i’ando que así resulta es función continua del grupo de 
variables y parámetro.s. 

I>) Regla general de derivación bajo el signo integral. — Se 
reliert* ;il caso en que a y b son también función del paráme- 
tro y. Setiene: 

I kor. ,V‘. Si a (?/) y b (y) están definidas en un entorno 
dr y n cxisticndo las derivadas a '(y 0 ), b'(y 0 ), la función f(x, y) 
r» h(y) ■ z • b(y) tiene derivada f v (x,y), siendo f y f y con- 
tinuas respcclo del par (x,y) en un recinto que comprenda en 
!<u intcrmr rrgión R dada por cada y del entomo de y 0 y x 
coniprcndida entre los valores homólogos a (y) y b(y), enton- 
crs la f unción 

q>(?/) = [ b{V) f(x, y)dx 

J a ( V) 


lirnr la dcrivada 
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[86-4] cp'(i/o) = j a J fv(*»3/o)d* + f(b 0 ,yo)b'(y 0 ) — 

— f(a 0 ,y 0 )h'(y 0 ) • 

con b 0 = b(y 0 ), a 0 = &(Vo)- 
Pues es 

[80.5] Acp = y(yo-)rk) — ip(?/o) = 

= f 6 ° +Ab °f k)dx — r° f(x,Vo)¿x = 

Ja 0 +Aa 0 J a ° 

= [*■[*(»,*.+w-f(*.v.)]d» +£f b °n*,y°+w* - 

J a 0 

__ C a ° +u °f(x,y 0 +k)üx , 

J a 0 

pudiendo estas integrales del último ^andó 

l?srs££ de e 

fntegrales el primer teorema del valor medio (§ 48-6), de 
[86-5] se deduce 

Acp = k r b ° f„(a:,Tl)da: + A6n f (b 0 + 0i ^ 0 , l/o + — 

J ®n 

— Aa 0 f (a 0 + 02 A^o, 3/o + fc) > 
con x\ e {y 0 , ?/o + fc) y 0 < < 1, (^ — 1 > 2). 

Dividiendo la anterior por lc - 0, basta aplicar [86-1] a a 

para ver que existe cp' (l/o) Y vale L 86 " 4 -!- 

NotáS : 6. Por la supuesta.continuidad de f (»:,2/) respecto de x, si 

a y b son variables in dependientes, ( j^rda fácümente [86-4] por 

- — f (a. y) ■ De ahí y el teorema d, se recuerua i el prime r 

la regla de derivación de funciones compuestas <§ 1 ¿ £ rcia i m ente 

término del segundo “^ b ~ d | e [ ? 6 ^p®SSdJ constantes a y b; y loe 

respeeto de ésto, 

7. Para ia validea de [86-4], ^ , — 

v f„ en la región R, si se supone que . 3- se re duce al teorema 

Lntinuas a'(»), V (v) ■ Pues entonces el teoremaj ee r^ ( )]t> 

;i i» on el cambio de vanable (§ 51-3, b) . x-a\y>-r\. 
dundo 

„<„) _ f l (b_o)f(*,!,)dt , con derivada 
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=/>*+£-*(*£ . 

resultando (§ 50-2) la fórmula [86-4], válida para todo y del entorno de 
y,> donde se cumplen las condiciones de hipótesis. 

Análoga observación puede hacerse respecto de los teoremas 1° (no- 
ta 1) y 1" (nota 2). 

Ejemplos: 3. Para hallar la diferencial total de la función 

/ \ f ln * sen(wx) , 

<v(y,z)= -^dx , 

J sen y XZ 

que no puede expresarse por funciones elementales, basta hallar 


f ln 2 

ff).. - ' 

cos (yx) 

/l 'Y’ 

cos y sen (y sen y) 

M-’l/ — 

J sen y 

z 

UU/ - - 

z sen y 

[' ln z 

rn _ — _ 1 

sen (yx) 

rl 'V' . 1 

sen (y In z) 

J sen y 

xz 3 

ux 

z a ln* 


y aplicar dcp _ cp v áy + cp., áz. Obsérvese que la integral que figura en 
(pu puede expresarse ahora mediante funciones elementales. 

4. Hallemos el momento de orden n del área del trapezoide deter- 
minado por la cui'va f(x) en el intervalo [a, í] res- 
pecto del eje variable x =. t (fig. 298) (cfr. § 84-5 
L^-1 y § 84-7) : 


a x |t b 

Fig. 298 

Partiendo de 


Mí) = f* f(»)(í — aO n dx. 

J a 

Derivando bajo el signo integral: 

M 'n(t) = n í ¿ f(x)(t — x) n ' 1 dx + 


-f f(í)0 n = n\x„- 1 . 


=r 

J a 


f(x)dx 


por ¡ntegraciones sucesivas (cfr. § 51-5, nota 3, y § 106-1, nota 2), se 
van calculando gi(t), ^(í), ...; haciendo t = b se tienen íos momentos 
de la función en [a, 6] respecto del eje x = b. Para un eje a la derecha 
do b basta completar la función para x > b con valores nulos. 

Así puede hacerse un cálculo gráfico rápido de los momentos suce- 
hívos. Si y = f(x) repi’esenta la curva, con y = 0 para x > b, sea 


= M* = f* f(*)' 

J a 


Ih curvu integral (§ 58-2), cuya ordenada yi representa el área (mo- 
mento de orden 0) encerrada por la curva, el eje x y las verticales 
>• a, x = t (fig. 299). Para t > b, se prolonga y-i desde b hasta t por 
unn horizontal. E1 momento de primer orden (estático) se obtiene me- 
dinnte Ih curva integral y» respecto de j/i, de modo que 
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Para í > », se prolonga y, desde b hasta t mediante la tangente en 

b a la curva y», con pen- 
diente dada por yi en b. 

La abscisa g del bancen- 
tro G vendrá dada por 
la intersección de esta 
tangente con el eje x, 
pues ello indicará que es 
nulo (§ 84-6) el momen- 
to estático del area total 
entre a y b respecto de 
x — 9 • 

Si integramos de 
nuevo la curva y», obten- 
dremos una nueva curva 
?/ 3 , cuyas ordenadas mul- _ 
tiplicadas por 2 dan los Fig 299 

momentos de inercia o de 
segundo orden: 

,u = 2 J* R.dx = »£ 

Para t > 6 se proM y. Ítr" 

gen %olvtndra tologra P rV,,Te ohteadrá el momento de tercer orden me- 
diante 



donde se prolon.a entre.h y t mediante nna parábola de tercer ordem 
y así puede seguirse sucesivamente. 

3. Integraleswamétricas 

me. - Como se ha dicho en § 86-1, las mtegra q tener 

pueden ser ímpropias, por ref ®™ s ® esté aco tado el inte- 

puntos singulares (en euyo t del rámetr o suhsisten los 

termina-do de valores del parametro. 

sr .¡m “ 

cp (y) = J f (^* 

oon un extremo singular 

°nZ e e ra (?6SZZfa V respectl de y en [.,« los Umües gue 
figurctn en la definición de § 80-1. _ vano-Cauchy 

, —o 

B > 0, se verifica 
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^ 86-6 3 I f Q f (x, y)dx <8 , 

\J p 

para todo par de puntos p, q de un cierto semientorno, inde- 
Vend i ent& de y en [c, d], del extremo singular (cfr. teor. de 

S 80-2). 

Análogo al criterio de Weierstrass (§ 43-3, c) que asegu- 
ra la convergencia uniforme de las series funcionales, el cri- 
teno (suficiente) más sencillo en este caso es el siguiente de 
VALLÉE Poussin (cfr. § 80-6) : 

... T®OR. _Si pava un cierto semientorno del punto singular 
(finito o infinito) se conserva, cualquiera que sea y e[c, d] : 

¡86-7] | f (x, y) | < g(z) 

V la integral impropia 


g(ar)dx 

•' a 

es convergente, entonces 

f 6 f(x, y) dx 

J a 

ch absoluta y uniformemente convergente respecto de y en 
\c,d ]. 

Puea por la desigualdad [48-29], el primer miembro de 
186-6] será menor que el correspondiente ag(i), independiente 
de y. 


Ejf.mplo. Sea f (*. y) = e*- si x > y, í(x,y)=0 si x<y. La inte» 
gral ímpropia 

X +co r+co 

_ M i(x,y)dx = I e v_ * dx = + 1 , 

no es uniformemente convergente respecto de y en [c, -f-co), pu es por 
grando que sea y, la última integral vale siempre +1, es decir, en [86-6], 
pura cualquier p, tomando q suficientemente grande, el primer miembro 
no acerca a 1 tanto como se quiera. 


4. Continuidad, integración y derivación de integrales para- 
métricas impropias. — E1 concepto de convergencia uniforme 
pn las integrales impropias permite extender a éstas los teo- 
remas estudiados en § 86-2. 

Tkor. 1. Si la integral impropia 

<P (y) = ) b f (x, y)dx 

ch unif ormemente conve é rgente respecto de y en [ c, d ], siendo 
\'(x, y) continua. respecto del par (x, y) en todo rectángulo de 
altura c < y • d, cuya base se obtenga excluyendo del inter- 
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valo a < x < b un semientorno cualquiera del punto singular, 
entonces cp (y) es continua en todo punto yz(c,d). 

Probémoslo para el caso de intervalo infinito & = + <», 
pues la demostración es análoga si el integrando deja de estar 
acotado. Por la convergencia uniforme supuesta, dado 8 > U 
arbitrario, existe un p = p(e) independiente de y en [c,d\ tai 
que para cualquier y sea 

I f W f (x, y)dx < 6. 

I./ p 

Fijado así p(e), por la continuidad de f(x, y), para ye(c,d) 
existirá un 8 (e) tal que para | k | < 8 y x z[a, p\, será 

\f(x,y-\-k)—f(x,y)\ <i/(v — u) • 

De ambas acotaciones se deduce, para | fc | < 8(e) : 

|<p(l/ + fc) — cp ( 2 /) | = |J* f(x,y-\-k)dx jj f (x, y)dx | < 

/* (X) 

< [f(x,y-\-k) — f(x,y)]dx + J f (x,y-\-k)dx + 

\J a v 

+ I í ^ f(x, y)dx < 3e , 

| J p 

que prueba la continuidad de cp(?/) en todo yz(c,d). 


Nota 1. Obsérvese que en la demostración sólo interviene la equi- 
contmuidad de f (x,y) en y respecto de x en [o,p], por lo que puede 
establecerse también aquí el análogo del teorema 1 de § 86-¿. 

Teor. 2. Con las mismas hipótesis del teor. 1, se puede in- 
tegrar bajo el signo integral, es decir: 

[86-8] f d dyf b í(x,y)dx = f* dx f d í(x,y)dy. 

Supongamos también la integral infinita: b = + co. Apli- 
cando la permutabilidad en la integral propia probada en 
§ 86-2, teor. 2, bastará ver que 

[86-9] lim í d d y f v f (x, y) dx = \ d d yj í(x,y)dx. 

Para cualquier e > 0, existirá p 0 (e) independiente de y en 
[c, d], tal que si p > Po se cumple 

J+f ( x ’y) áx \ < +r7 - 

siendo por tanto, para p > p 0 (e) : 

j f d d y j p f(x,y)dx — dy j^f (x, y)dx = 

= f d dy fff~ cr f(x,y)dx < -JZ dy = 8 ’ 
quedando así probada [86-9] y también [86-8]. 
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Nota. 2. Obsérvese que la demostración no es válida si también 
d 4. cc, por lo que la permutación 

r +03 r+ co r+co r+ co 

dy f dcc = d* I f d y 

J c J a J cl J c 

requerirá en cada caso un estudio especial (ver ejemplo 2). 

Teor. 3. Para la validez de la regla de Leibniz de deri- 
vación bajo el signo integral: 

[86-10] líjjr/ t{x,y)&x = J f v (x,y)dx 

en todo y e(c, d), es suficiente que la integral impropia del se- 
gundo miembro de [86-10] sea unif ormemente convergente res- 
pecto de y en [c, ¿], que f v (x,y) sea continua respecto del 
par (x,y) en todo rectángulo de altura c < y < d, cuya base 
se obtenga excluyendo del intervalo a < x <6 un semientorno 
cualquiera del punto singular y que la integral impropia del 
primer miembro de [86-10] exista; entonces la derivada res- 
pecto de y e(c, d) de esta integral existe y es igual al segundo 
miembro. 

Supongamos también integrales infinitas: b = -(- oo . Por 
§ 50-1, a, para Ye[c, d], es: 

í Y i v (x, y)dy = f (a:, Y) — í(x, c). 

J c 

Tomando integrales infinitas en ambos miembros: 

( 1 y f (x, Y)da: — ( ¡ ^ f(x, c)dx = f 4 °° dx f Y f v (x, y) d y = 

= ( Y dy f H 00 f v (x, y)dx , 

J c J a 

cuya última igualdad se justifica por el teorema 2 aplicado a 
I',,. E1 último miembro tiene derivada respecto de Y (§ 50-1, a, 
y teor. 1), luego también lo tiene el primero y es: 

JL £ +a) f(a:, Y)do; = ^™i v (x, Y )dx , 
como queríamos probar. 

Notas: 3. Obsérvese que la convergencia uniforme se exige a la in- 
legral impropia de integrando f„. 

4. Si las integrales dependen de varios parámetros, se pueden esta- 
blocor teoremas análogos a los anteriores (cfr. § 86-2, nota 5). 

ICJEMPLOS: 1. Para la función de § 86-3, ejemplo, no puede aplicarse 
lu derivación bajo el signo integral, pues es 

C + oo f + co 

cp (y) = 0 f u (x,y)dx = e"~‘ dr = + 1. 

J— 00 J u 

lOllo HO debo n quo 
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C + 'S- 

í v (x,y)dx , 

J —co 

aunque existente, no es uniformemente convergente respecto de y. Obsér- 
vese que al derivar 

f + co C + 00 

f d* = e v ~* dx , 

J 00 J y 

el límite inferior es variable, y de acuerdo con [86-4] debería ser 

q>'(y) = f e v -dx — e v ~ v =1 — 1 = 0 , 

J y 

pues tomando una constante b > y, se aplica § 86-2, b, a la integral en 
x e [y, 6], y § 86-4, teor. 3, a la integral en x s [b, +°o]. 


2. En § 51-5, a, se ha visto que 


J e°® 

e ax cos bx d* = ■ ^^ (b sen bx + acos bx) + C , 

de donde, para a= — 1, b = y resulta: 

C +oo 1 

[86-11 ] J q e— cos(yx) dx = ^ + . 

Por el criterio de Vallée Poussin (§ 86-3, teor.), esta mtegral in- 
finita es uniformemente convergente respecto de cualquier conjunto y, 
pues | cos ( 2 /»> | < 1, pudiéndose aplicar la fórmula [86-8] de integración 
bajo el signo: 

(‘ Y C + °° , f+co , sen(Y«) . . . 

[86-12] dy J o e~’cos(yx)dx = j o e- -^- da; = ArctgY. 

Por tanto existe 

C + oc C + 00 

[86-13] dy e~* cos(yx) dx = lim ArctgY = + *n , 

J o J o Y-» + cxd 

no siendo conmutable la integración infinita reiterada del primer miem- 
bro, a pesar de ser la integral [86-11] uniformemente convergente res- 
pecto de y en [0, + °o) (ver nota 2). . 

Obsérvese también que el segundo miembro de [86-12] tiene límite 
para Y —> co, aunque oscile el integrando, es decir, ahí no podemos to- 
mar límites bajo el signo integral, que no podrá ser uniformemente con- 
vergente para Y -» co (teor. 1). Sin embargo, se elude la dificultad por 
el cambio de variables Y x = t, y llamando (3 = 1/Y>0, de [86-12] de- 
ducimos 


|86-14] 


C +°o 

J, 


sen í ., . , 1 

—— dí = Arc tg -— , 
t p 


cuyo primer miembro es ahora uniformemente convergente respecto de P 
on (0, |3o), pues por el segundo teorema del valor medio (§ 79-2, a) : 


f’ e- t = 

JP t P J p 


sen t dt < — , 


¡ntlapendiente de (3 > 0 y que puede hacerse tan pequeño como se quiera 
pi'iu p suficientemente grande, cumpliéndose así [86-6]. 

Por tanto, puede aplicarse a [86-14] el teorema 1 y será: 


k« ir>i 


lim 

/3_>0 J o 


+ 00 sen t 


dí = lim ( Arctg-f-) = + 
B —>o \ 6 / 
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De esta manera hemos conseguido evaluar la integral infinita que 
l'igura en el segundo miembro de [86-16], convergente (§ 80-5, ej. 1), y 
úlil en muchas cuestiones. 

Con el cambio de variable t=kx obsérvese que es 

r „ „ f +co sen kx , , 7 

[80-16] - áx = Jjtsg/c , 

J 0 X 

por lo que [86-16] es ejemplo de integral impropia no uniformemente 
convergente respecto de k en un entorno de 0, al representar una fun- 
ción cp(/c) discontinua en k = 0 (teor. 1). 


Ejercicios 


I. Estudiar el límite cp(0 + ) para 


v(v) = Hir+w 11 ’- 


2. Supuestas existentes y continuas g x(x,y) y g*y(x,y) en el en- 
torno U de (a, b), aplicar § 86-2, Teor. 3, y § 60-1, a) a 

g(x,y) = g(a,y) + í g*(£, 2 /)d£ 

J a 

pma demostrar que existe y es g U x = gx U en el entorno U de (a, 6); 
(cfr. § 69-2). 

3. Apliquese § 86-2, ejemplo 4, para demostrar que 

{' dx n { *" dx n -! ... í(x)dx = -^—\ t í(x) (t — x) n dx ; 

J O Ja Ja n\ J a 

(cfr. § 51-6, nota 3, y § 106-1, nota 2). 

4. Demostrar que para y > —1 es posible de 

— - -= f 1 d* , 

1 + y J n 


deducir 


1 

(i +vY 


— — x v In x dx. 

J o 


í>. Demostrar que para | y | < 1 y | Arc sen y | < in, es 

, 4 C r ln(l + y cos x) , . 

w(y) = —-—- da; = jtArcseny. 

J o cos x 

0. Ln función de Bessel J 0 (íc) puede definirse por 
J.(*)=if + 1 +HÍgíLdí. 

n J -í V 1 — t- 

Demostrar que J" 0 + (l/«) J'o + J 0 = 0 (cfr. Cap. XXVII, nota I). 

7. Para r entero no negativo, puede definirse la función de Bessel 
. 1, («) mediante 

J '<*> = '1 .8.,, »r- iu Sy ~ C ° a (a,t) 

Demoñtrnr que se cumple 
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j r" + —“ J/ + (1 — — r-) J r = 0 , (r > 0) 


Jr + 1 = Jr -1 — 2J r ' , (r > 1) J J, = _J 0 '. 

8. Demostrar que 

C 00 e-** — e- a+ 1 1 + a 4 


cos x dx = 


2 ln 1 + b a 


9. Calcúlese 


“ sen(aaj) J 0 (óa;) 


donde J 0 es la función de Bessel definida en el ejercicio 6. 

10. Demostrar que 

C <*> 

í’* e-*‘ dí 

J o 

converge uniformemente respecto de x > 8 > 0 y deducir a partir de 

C 00 , . 1 f» n f 

e df =-que t n e~ xt df =-+ . 

J o x J o £C n+1 

Para x = 1 resulta la función (ver Cap. XXIX, nota VII) : 

C co 

r(«) = «•-»«-* dí 

j 0 

con r(n + l) = n! (cfr. § 53-2, ejemplo 1, y § 53, ejercicio 8). 

11. Por método análogo al del ejercicio 10 evaluar 

r «3 

fw e-t 3 df 

J o 

teniendo en cuenta [53-15]. 

12. Derivando 

f 00 dt _ J_ JL 
J 0 £G a + t a 2 x ’ 

obtener 

f 00 d t a (2n — 3) !! 1 

J o (x 3 + t 2 ) n “ 2 (2n — 2) !! x 2 ’- 1 

donde m!! es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 
(8 53-2, ejemplo 2). Para x = Vw, de e-í 2 = lim(l — t 2 /n)" para n —4 oo, 
uniformemente respecto de t, y [53-15], deducir la fórmula de Wallis 
I53-13]. 

13. Teniendo en cuenta [53-15], demostrar que 

<p(y) = I < «-^cosí^j/xjda: = ~~\J~ e ^ 8/a » (a>0). 

14. Estudiar la existencia y convergencia uniforme de 

f 00 

e-r-y sen y d y 

J o 

"ii el entorno de r = 0. Lo mismo para 


e-T-y S en y áy 


e~T 2 v dr 


"ii "l •inmientorno y > 0 
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15. Demostrar que 

í dr f e-^v sen y dy = í d y \ e-r"v sen y dr = F(T, Y). 

J o J o J o J o 

I’robar la existencia de G (T) = lim F (T, Y) para Y —» oo, y de H(Y) = 
“ lirn F(T, Y) para T —» co, resultando 

r (» r T f T f 00 

G(T)= d y e-^v ssn y dr = dr e~^v sen y dy , 

J o J o J o J o 

H (Y) = dr f Y e-r'v sen y áy - í^d y f °° e-^v sen y dr , 

J 0 j 0 J o J 0 

a pesar del ejercicio 14. 

CXl 

16. Demostrar que si 2 «nCC n es convergente para íc > 0, entonces 

o 

puede multiplicarse por e-* e integrarse término a término sobre (0, °o), 
HÍcmpre que la serie resultante 

co 

2 n\a n 
o 

tu'ii también convergente. (Hardy). 

§ 87. Integrales múltiples impropias 

1. Concepto de integral múltiple impropia. — a) Como en 
cl caso de integral simple (§ 80-1), llamaremos aquí también 
punto singular del dominio D de integración a todo punto en 
cuyo entorno no está acotada la función. Si los puntos singu- 
lares son aislados, la integral imnropia se define por un pro- 
(jcso análogo al visto para una variable independiente. Se en- 
cierra el punto singular P por una sucesión de entornos U„ 
cuyo diámetro (§ 82-1) tienda a cero y supuesta f(x) integra- 
ble en todo dominio residual (conjunto cerrado): D„ = D — U„, 
hü dice existe integral impropia convergente con valor I, si 
cxiste y es finito el límite: 

|87-11 I = lim f f(x)dx . 

n —>00 J®n 

independientemente de la particular selección D„ con fronteras 
de medidn nula (§ 88-3, d) que excluye el punto singular P. 

Anúlogamente se define la integral impropia sobre una re- 
gión infinita R, aproximando ésta por una sucesión de domi- 
nios Di, Do, . . ., D„, ... acotados y con fronteras de medida 
nula, tales que eualquier clominio acotado contenido en R está 
contenido en todo D„, desde un valor de n = m en adelante. 
Si existe el límite [87-1] independientemente de la particular 
Hcleación I)„, se dice que dicho límite finito es el valor de la 
integral impropia convergente. 

h) E1 criterio general de convergencia de Bolzano-Cauchy 
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(§ 65-1, nota 2) es también aquí condición necesaria y sufi- 
eiente de existencia de integral impropia con valor finito y se 
i-xpresa así: A todo e > 0 corresponde un 5 = ó(e) > 0 tal que 
rospecto de dos recintos cualesquiera Ui y U 2 de diámetro 
menor que b, con frontera de medida nula y conteniendo el 
punto singular P corresponden integrales propias sobre los do- 
minios (recintos cerrados) D — Ui y D — U 2 que difieren en 
menos de e. Análogamente para una región infinita R. 

c) Si la función f conserva su signo en D, es suficiente 
para asegurar la convergencia, que exista el límite para una 
particular sucesión D„, que puede aún suponerse monótona, es 
ilecir, D„(^)D„ +1 . Pues, si R„ es otra sucesión arbitraria y 
l es no-negativa, para D p contenido en D, corresponde n 0 (p) 
lul que para n > n 0 (p) es D P (^)R„. Recíprocamente, se cum- 
ple que todo R»(:§j)D m desde un valor de m en adelante, y de 
la acotación 

/ D f(x)dx < J r f(x)dx < f(x)dx , 

M(* deduce que la sucesión de integrales intermedias tiene el 
mi.smo límite que la de los miembros extremos. 

Nota. A veces un adecuado cambio de coordenadas transforma una 
integral impropia en propia. Por ejemplo, si es í(x, y) = In vV + y", 
iio acotada en el origen, excluído por un círculo de radio 6, si D es el 
•■ii-culo unidad, resulta al pasar a coordenadas polares (§ 83-4, ejemplo) : 

j j h l n V x a + y- d« dy = j j dq? j ^ r ln r dr , 
v por ser (§ 37-4) lim(rlnr)=0, la última integral deja de ser im- 

r—>0 

piopia, siendo por tanto, convergente la primera. 

2. Criterios de convergencia. — Def. Una integral impropia 
• absolutamente convergente, si es convergente la correspon- 
dicnte al valor absoluto del integrando. 

Ksta clase de integrales se reduce al caso de función de 
'dgno constante (§ 87-1, c) mediante f = | f | —(|f| —f). 

I’or el criterio general de convergencia (§ 87-1, h), una in- 
l<T.ral impropia absolutamente convergente, es convergente *. 

I’ara el caso de funciones de dos variables, con punto sin- 
i'iilar en el origen de coordenadas 0, criterio suficiente (no ne- 
■ cMario) de convergencia es el siguiente (cfr. § 80-7) : 

Teor. 1. Si la función f (x,y), integrable en todo subdo- 


• iu ucuiuuuh uuuu ue nueKrai mvutipie impropia laeoiaa a JORDAN) se ae- 

. . . tnmbién cl recíproco, es decir, que una integral múltiple impropia convergente 

,M nl "'"liit*mente convergente (véase Hobson, vol. I, pág. 524, citado en Cap. IX, nota 
'ii. 'I. l')l modo particular de excluir los puntos de infinitud, incluso en el método de 
Maiiiiaiiu (§ HO-9) posihilita la existcncia de integrales simples impropias condicional- 
"" convi'i'jtentes: una definición menos restrlctiva de integral múltiple impropia 
| iw I.) posibllitarln también cn éstaa ln convergencia condicional (vénnse e.iercicios 
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minio de D con frontera de medida nula que excluya el yunto 
singular 0, es tal que existe una cota M y un exyonente yosi - 
tivo h < 2 que cumplan 

[87-2] \f(x,y)\ < 

para todo (x,y) eD distinto del origen 0 e D, entonces la in- 
tcgral [87-1] es absolutamente convergente. 

En efecto, podemos suponer (§ 87-1, c) D y D„ circulares de ra- 
dios R, 6», y siendo 

| f ( f (x, y)áx áy I < f f_ | f (x, y) | áx áy < M f f^ —+=== 77 - 




J/.rv 


**+ !/•)* 


al pasar a coordenadas polares (§ 83-4, ejemplo), queda 
f f áx áy C 2ir 1 f R dr 

J Jd„ (V?+?) fc ”Jo *Ja. ^ ’ 

convergente (§ 80-7) si /t — 1 < 1, es decir h < 2. 

Análogamente para una función de tres variables se esta- 
blece: 

Teor. 2. La integral impropia en el origen 0 e D de una 
función f (x,y,z), integrable en todo subdominio de D con 
frontera de medida nula que excluya el origen, es convergente, 
si. cxiste una cota M y un exponente positivo h < 3, que cum,plan 

[87-3] | f(x,y,z)\ < W(Vx- J rV- J rZ 2 ) h 

para todo (x,y,z) eD distinto del origen. 


Pues podemos considerar dominios esféricos (§ 87-1, c), y al pasar a 
coordenadas esféricas (§ 84-2), resulta: 

m ' dx áy d z _ f f f (,QS 'P +' d f P _ 

f2ir f ir fR dr . f R dr 

= Jo íx J- í , coscpd,r Je. Js. ’ 

convcrgente (§ 80-7) si h — 2 < 1, es dccir h < 3. 


Notas: 1. Si el pu nto sing ula r P es el ( a,b) 6 (a , b, c) en lugar 
del o rigen, se sustituye Vr + y- ó \ 'x- + y" + z" por (x — a) 2 + (y — 6)" 
ó V(x — a)‘ J + (y — ó)“-f-(z — c) 2 en las consideraciones anteriores. 


2. Los demás criterios prácticos de convergencia o divergencia abso- 
lutas vistos para integrales simples (§ 80-6 y 7) pueden también trasla- 
darse fácilmente aquí siguiendo la pauta anterior. 

Así, si en lugar de integral con punto singular, se considera intc- 
gral extendida a una región infinita R de E„, será suficiente para su con- 
vcrgencia que el integrando (ya no infinito) sea infinitésimo potencial 
(cfr. § 80-7, nota 1) de orden k > n (número de variables independien- 
tos) en la parte de R exterior a un círculo, esfera, o hiperesfera de radio 
lendiendo a infinito. 


8. Las integrales múltiples impropias admiten generalizaciones aná- 
logas n las vislas para las simples (§ 80-9) y aun en este caso el con- 
iunto do puntos singulares pueden formar variedades de dimensión posi- 
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livn. Así en E 2 , si los puntos singulares de f (x,y) forman una línea 
'nii,/nlur o en general un conjunto de extensión plana nula (§ 82-2), se 
prorode como en § 87-1, a, excluyendo dicho conjunto por recintos U„ de 
ii ri'tts que tiendan a cero y pasando al límite. Por ejemplo, si un segmento 
■ 1**1 eje y es singular, basta que sea \f(x,y) \ < M/*' 1 con h < 1 sobre 
todo punto de D que no esté en le eje y para que la integral converja. 

Ejemplo. Propongámonos estudiar los valores reales que deben to- 
inur a, b, c para que sea 

C co c co 

I(a, b, C.) = e- («a 2 + 2bxy + cj/ 2 ) dx áy = + l. 

J —<x> J —co 

Por ser el integrando positivo, debe ser infinitésimo (aquí exponen- 
riul) en el infinito (nota 2), para lo que es necesario y suficiente que 
‘u cxponente sea una forma cuadrática positiva definida (§ 63-7) que 
pur un adecuado cambio de variables podremos siempre reducir a la for- 
iiiu canónica: 

í" + x\" = ax 3 + 2 bxy + cy 2 = — (ax + by)" + (c - ~)v 2 - 

Debe ser (§ 63-7, teor. 1) a>0 con 

I a b « 

= ac — b- > 0 , 

I b c 

oliteniendo: í = (ax + by) / Va, p = V'(ac— b")/a . y, con jacobiano 


I’«>r Ber (cfr. § 87-3) 


_ V ac — 6*. 

c ('X,y) 


- z z 


e - (f 2 + rf ¿ ) d| dn = jt = V ac — b I , 


(§ 83-4), rcsulta en definitiva que las condiciones buscadas son a>0 
«•oii ac — 6 2 = jt a . 


3. Integral de Poisson. 


(’ co 

J. 


Impnrtante en el Cálculo de posibilidades y ya calculada en § _53-5. Mé- 
iinln más sencillo es pasar a integral doble de integrando positivo para 
upln'ur la propiedad estudiada en § 87-1, c. Así, consideremos la integral 
. 1 , ,ic r.-(x a *y») — e-r- sobre el círculo C: 0 < r < a, que vale (cfr. § 84-3, 
' i' inplo 3) : 


S¡ Uamamos 


C2r fa 

j-(ík 2 +¡/ 2 ) áx áy — \ dcp J r dr = jt(l — e- aZ ). 

I„ = e~ x 3 üx , 

J o 


... de e~ x "-v 2 sobre el cuadrado 0 < x < a, 0 < y < a es 


e x "-v"-áx = 


e-v"- d y . 


e-& dx = I 0 2 . 


('mno el cuadrado a que se refiere el primer miembro contiene y está 

... . en cuartos de círculo de radio R-» co para a—»co, podremos 

• "iilui; lim I," = lim J J» = i n para a —> co, de donde 


J e-** d* = 1 Vn. 
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4. Integrales de Fresnel. — Para calcular 


r co i 

sen(ar)díc = — 

0 U . 


cos(a: 2 )da; = 


00 sen y 

3 Vy~ 

' 00 cos y 


cuya convergencia condicional ya conocemos (§ 80-8), a pesar de no ten- 
der a cero los integrandos sen(ar), cos(x J ) para x —» oo (§ 80-2), expre- 
semos 

1 2 r°° , 


Vn 


e~rH/ dr 


poniendo x = rVy en la integral de PoiSSON [87-4]. 


Vimos en 


51-5, a, que e atf by deriva de 
cos 


sen by + 


a 2 + 6 a \ b .* ^ a / 

y para a = — r 2 =+ 0, 6 = 1, aplicados a [0, oc) dan 

r co i r oo r* 

[87-6] e-T 2 i/sen j/dy = —- ; e-T 2 v C os y dy = ■ t . 

0 1 “p J 0 i. “p 

Aunque en [86-13] no era conmutable el orden de integración, a pe- 
sar de ser [86-11] uniformemente convergente respecto de y en [0, + 00 ), 
en cambio ahora es conmutable 


sen y d y 


a pesar de que 


r o) r go e -T*v r co /’ co g-r*w 

[87-7] I = d y \ —— sen y d? = dr —í=senj/di/ , 

J o J o y n Jo Jo y n 

a pesar de que 

r co e-r^v 

—;==sen y d y 
J 0 Va 

no exista en r = 0, ni sea uniformemente convergente respecto de r en 
un conjunto que tenga r = 0 como punto de acumulación, pues no repre- 
nenta una función de t continua en r = 0 (§ 86-4, teor. 1). La conmu- 
tabilidad [87-7] es consecuencia de la existencia de la integral doble del 
integrando en la región infinita R = \y > 0; r>0[, probada por apli- 
cación del criterio general de convergencia (§ 87-1, 6). En efecto, basta 
exduir de R sendas fajas de anchura 8 junto a r =0 é y = 0 en la 
siguiente forma: Por el segundo teorema del valor medio (§ 79-2) es 

. C* e-r'v , CS e-r-p f{ „ 28 

J o Jp yjt Jo y« Jp Vn 

pnra p y q cualesquiera, independientes de 8; por el primer teorema dcl 
valor medio (§ 48-6) y [87-4] se obtiene 

! f S f (j e-r-v C S S en y , ^ ,rr 

d y \ —=. sen y dr = -— d y < V 8 , 

|Vo Jjy Vjt Jo 2 Vy 

también para p y q cualesquiera, indepedientes de 8. 

Por otra parte, en la región restante de R, la integral doble con 
vcrge por ser el integrando infinitésimo exponencial (§ 87-2, nota 2, y 
§ 87-4). Así hemos probado la existencia deí límite doble de 

(' v r t c -r+ r t r Y e ~ r ‘ v 

F(T, Y) = úy —— scn y dr = dr —=senj/dj/ 

J o Jo -v/^T J o Jo y„ 
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para (T, Y)—>oo simultáneamente. Existen también los límites simples 

r oo r T e -T=y 

G (T) = lim F (T, Y) = senydy ^= dr , 

Y—>oo J o Vo yjt 


H(Y) = lim F(T, Y) = 

T—>oo 


‘ 00 1 — e-r 3 Y (r 2 sen Y + cos Y) 
3 Vit (1 + r‘) 


pucs la primera integral infinita converge (condicionalmente) por el cri- 
lerio de Dirichlet (§ 80-8), ya aplicado a los últimos miembros de [87-5], 
nl tender 

C t 

e— t 2 i/ dr 

J o 

monótonamente a cero para y —» + co, y la segunda integral infinita 
«•onverge absolutamente (§ 80-7). 

De la existencia de la integral doble infinita y de los límites simples 
<!(T) y H(Y) sigue la existencia de ambos miembros de [87-7] y su 
Igualdad con el valor de la integral doble (§ 65-2, nota 1). 

Los segundos miembros de [87-6] saben integrarse como funciones 
mcionales, pues derivan respectivamente de (§ 52-1): 

1 . r^+V^r + l 1 , V2r 

-= ln-=- H-= arc tg --= 

4/2 t 3 —V2r+1 2 V2 ! — T 


1 t 2 _V2r + l 1 / 2r_V2 , , 2r + V2 

4 V2 r*+V2r + l 2 V2 \ V2 V2 / 

'Pii- entre [0, co) proporcionan e, mismo valor a/(2V2), el cual, apli- 
1 '"!(» a [87-7] y su anaioga para el coseno da 

C 00 c c° *- 

187*8] I = sen(a: 2 )da: = J = cos(a: 2 )da: = Vit/8. 

J 0 J 0 


5. Integral de Cayley. — Si para [87-1] se toman límites excluyen- 

• I" un número finito de rectángulos infinitésimos de lados paralelos a los 

• 1 • . conteniendo cada uno al menos un punto de infinitud, obtendríamos 
ii" concepto de integral propia que por admitir convergencia no-absoluta, 
ii" coincide con el más restrictivo dado anteriormente. Análogamente 
pnm ul caso de dominio de integración infinito. Así para el cuadrante 
pomlivo, la definición rectangular sería: 

l»7 l) | ( f f (x, y)dx dy = lim ( f a f (x, y) dx dy 

J 0 J 0 J 0 J 0 

pnn» (n, 6)—>oo, que por exigir menos, resulta más general que la dada 
§ 87-1. 

A :tí, Cayley dió el ejemplo f (x, y)= sen(x 2 + y 2 ) que integrada se- 

.. rcdángulos 0 < x < a, 0 < y < 6, da mediante integrales de Fres- 

"I I (§ 87-4) el valor: 

( ( ° sen (a; 2 + y 2 ) dx dy = ( ° sen(a: 2 )da:. ( 6 cos(j/ 2 )dj/ + 

.) 0 J 0 J 0 J 0 

+ J/ cos(a: 2 )da;. sen(y 2 )dy 

""«• pimi (a, 6)— >00 tiende según [87-8] a in. En cambio, si se inte- 
1 in gún un cuarto de círculo 0 < 0 < ¿jt, 0 < r < R, con R—> co, pa- 
.lo 11 coordemvdas polares se obtiene: 
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| J^ sen(* 2 + y 2 )dS = jj de J^ rsenr’dr = 1^(1 — cos(R 2 )) , 
oscilante para R -» co. 

Ni aun el concepto más general [87-9] dará convergencia indepen- 
diente del modo de tomar los rectángulos en integrandos de signo va- 
riable. 

Ejemplo. La función escalonada que se conserva constante en cada 
cuadrado unitario, con los valores indicados en la fig. 300, integrada reite- 
radamente da 


J ' co r co 

dy f da: = + 1 
o J o 




• 

. 

• 

. 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

. 

. 

. 

• 

0 

0 

-1 

0 

1 

• • • 

0 

-1 

0 

1 

0 

• • • 

-1 

0 

1 

0 

0 

• • • 

0 

1 

0 

0 

0 

• • • 


convergente (§ 87-2) 


f d y— — 1 

Por cuadrados daría 
ei valor cero; pero en 
realidad carece de sig- 
nificado numérico, 
por ser oscilante, ya 
que por grandes que 
se tomen a y b en 
0 <»<a, 0<j/<ó, 
hay rectángulos en 
que vale +1, en otros 
—1 y en otros 0. 

Tales distinciones 
desaparecen cuando el 
integrando es de sig- 
no constante (§ 87-1, 
c) y también cuando 
la integral impropia 
se reduce por defini- 
ción directa o indirec- 
ta a absolutamente 


Ejercicios 


1. Calcular 


2. Calcular 


U. Calcular 


r 1 r l dx d y 

Jo Jo Vx + y 
C co r co_ d% d y _ 

J o J o (l+arMl + y 2 ) ’ 

r 03 r co 

e~(ax 2 + 2 bxy + cy*) (Ax a + 2Bxy + Cy 2 )dx d y 

J —00 J —co 


(a >0, ac — b 2 > 0). 
4. Estúdiese la existencia de la integral d' 

c c i i 

—r ~.— r sen — r .: 

J J x J + y 2 Va; a + y' ¿ 


pie; ímpropia 
dx dy 


wobre el círculo unidad: a) Excluyendo el origen por un entorno circular 
iiifiiiitésimo de centro en él; b) Aplicando la definición más restrictivu 
de § 87 1; elíjase como dominio D„ el conjunto de anillos circulares de 
centro origen que cortan al semieje a; positivo en los intervalos 


S «7 -Ej. 
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[(2n+l)n ’ *] ’ [(2« + 3)it ’ (2w + 2)n] ’ 

[ (2n + 5 )n ’ (2n + 4)a] ’ *“ ’ [ (4n + l)n ’ 4«n ] ’ 


nnillos unidos entre sí por pequeñas regiones angulares de amplitud 8 P en 
Idh anillos complementarios, compensadas uniendo éstos por otras regio- 
iics angulares de amplitud e p en los anillos considerados, de modo que 


C 2pv i 

ep J 1 V 


sen —- dr = — 8 P 
r 


(2j>—l)ir 1 1 

— sen — dr , 
i r r 


C¿P + l)v 


(p = n + 1, .. .,2n). 


6. Por método análogo al del ejercicio 4 demostrar que en el rectán- 
gulo limitado por x = 0, x — 1, y = 0, y = l, la integ-ral doble de 
(I/a;)sen(l/a;) no existe según definición de § 87-1, mientras que la 
Integral simple 


C 1 i i 

■— sen ■— 1 
J 0 X X 


V 80-9, ejemplo 2) existe según la definición de § 80-1. Hacer ver que 
-Kcluyendo la línea singular a: = 0 por el rectángulo x = 0, a; = e, y = 0, 
ii 1, existe el 

r 1 r 1 1 1 

lim - sen -da; d y 

e _ >0 J 0 J e X X 


6. Calcúlense en el cuadrante de coordenadas positivas las integrales 

J* J" sen(aa; 3 + 2bxy + cy*)dx dy , 

J J cos(aa; 2 + 2bxy + cy 2 )dx dy , (a > 0, ac — b a > 0) , 

|mu' rcctángulos y por cuartos de círculo. Existencia de dichas integrales. 

7. Hágase estudio análogo al del ejercicio 6 para las integrales 

J* J* sen(a;y)da; dy , J* J* cos(xy)dxdy 
miiIhi' ol cuadrante de coordenadas positivas. 

H. I,a frecucncia de un error x en una distribución normal es 
/■• lo que significa aue la probabilidad de un error x entre a y 6 es 

f b ke-hw da;. 


Mli'iulo scgura la existencia de algún error de cierta magnitud, debe ser 

X oo 

fce-fr 2 * 8 da; = 1 , 

-00 

il. iliiuili' por | 87-4 | dedúzcaso que k = h/Vn. 
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9. Con la notación del ejercicio 8, el error medio cuadrático (x se 
define por 

r co _ 

M- 2 — íc 2 ke-hw dcc , con k = h/y/n. 

J —CO 

Deducir de esto y de § 86, ejercicio 11, que 1/ (h V2). 

10. Definida en [57-9] la función error 

• 2 C & 

=—-=. e-^dt , 

Vjt J 0 

demostrar con la notación del ejercicio 8 que la probabilidad de un error 
entre — c y c es <$(ch). E1 error probable e (de probabilidad i de no 
ser superado) queda así definido por h = $(eh). Mediante la inversión 
de la serie [57-10] se calcula e = 0,4769/ h. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXII 


I. Bibliografía. — Incluyen el estudio de las integrales impropias y 
paramétricas los tratados generales de Análisis matemático (citados en 
Cap. XVIII, nota IV, 1 y 2) siendo muy cuidadoso en ésta como en las 
demás cuestiones el de Hobson. También les prestan particular atención 
las partes iniciales de las obras especiales dedicadas a las integrales de 
I'OURIER y aparentadas (cfr. Cap. XXV, nota IV, 5); entre éstas. con- 
tiene un desarrollo muy detallado la de 

H. S. Carslaw: Introduction to the theory of Fourier’s series and 
integrals and the mathematical theory of the conduc.tion of heat (3^ ed., 
Mucmillan, Londres, 1931; reimpr.: Dover, Nueva York). 


CAPÍTULO XXIII 



1. Definición y reducción a integrales definidas. — Como 
para las funciones de una variable, también para las de dos 
variables hay un doble problema de Cálculo integral: la inte- 
gral definida entre dos puntos (a-,'6), (a', b' ) (cfr. §§ 48 y 49), 
y el problema inverso de la derivación, o sea, el cálculo de una 
función conocidas sus derivadas (cfr. Cap. XIV). 

Lo mismo que allí (§ 50), el primer problema se reduce al 
negundo, pero la analogía no es completa, pues carece de sen- 
tido hablar de función primitiva de una sola función; en cam- 
bio, se dirá que U = U(z, ?/) es función primitiva o función 
votencial del par de funciones P (x,y), Q (x,y), cuando sea: 
U, = P, U v = Q. 

Si el par P, Q admite dos funciones primitivas en un re- 
cinto, la diferencia de éstas es constante, pues siendo nulas sus 
dcrivadas parciales, debe ser independiente de x y de y. 

a) Sean P (x,y) y Q (x,y) dos funciones continuas y uni- 
l'ormes en un recinto D. Llamaremos arco elemental a un arco 
rcgular (§ 34-6) C, contenido en D, tal que exista una repre- 
Montación paramétrica regular 

|H8-1] x = x(t) , y = y(t) , (T 0 < t < TJ , 

pnra la cual las derivadas x'(¿), y'(t) (existentes y no simul- 
luneamente nulas ni infinitas en un mismo punto) (§ 34-6), 
ncan continuas, y por tanto acotadas en dicho intervalo: 

188-2] | x'(í) | < M , | y'(í) | < M. 

Curva elemental es la compuesta por un número finito de 
nrcos elementales. 

La observación de que en la curva C las funciones de dos 
vuriables P (x,y), Q (x,y) se reducen a funciones compuestas 
dv nna variable t: 

188-3] P[x(í), y(í)] = P*(¿) , Q[x(¿), y(¿)] = Q *(t) 

migioro la siguiente definición de integral, análoga a la de in- 

l(’Kial definida (§ 48-3). 
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Para cada partición del intervalo T 0 < t < Ti: 

[88-4] T 0 = ío < h < í 2 < •.. < t n = Ti , 
y llamando x r = x(t r ), y r = y(t r ), podemos considerar las su- 

mas (cfr. [48-14]): 

2 P*(r r ) (Xr — Xr-t) = 

r = 1 

= 2P[x(r r ), y(r r )] . [x (t r ) — X (í r -i) ] , 

2 Q*(r r ) (y r — y r -\) = 

r = 1 

= 2Q[x(r r ), y(r r )] . [y(ír)—y(tr-l)] , 

cuyos límites cuando tiende a cero la norma 5 = Máx(í r — í r _i) 
de la partición [88-1], llamaremos (si existen) integrales cur- 
vilíneas de P (x,y) respecto de x, y de Q (x,y) respecto de y, 
sobre el arco C, o a lo largo del arco C, llamado camino de 
integración, e indicaremos: 

[88-6] jj P(x,y)dx ; J^ Q(x,y)dy. 



Teor. En las hiyótesis hechas sobre P, Q y el arco C, las 
integrales curvilíneas [88-6]: 

l 9 ) Existen y están dadas por las integrales definidas 
f J c P(x,y)dx = / T Tl P*(í)x'(í)d¿ ; 

[88-7] 

l/c Q(x,y)dy = / T J Q*(t)y'(t)dt 

que re8ultan de reemylazar las ecuaciones del camino de inte- 
gración en el integrando, la diferencial, y los límites; 

29) Son indeyendientes de la reyresentación paramétrica 
elegida yara el arco C. 


Dem. 1?) Por el teorema de los incrementos finitos 
(§ 35-1) es 

X r — X r -i = x(t r ) — x(ír-l) = X'(r'r) (t r — í r -l), 
con 

t r . x < r'r < t r 

y entonces la primera suma [88-5] se transforma así: 
2P*(r' r )x'(r' r ) (t r — t r . i) + 

+ 2 [P* (r r ) —- P* (r'r) ] x'(r'r) (t r — t r - X ). 

Cuando ó->0, la primera de estas sumas tiende (§ 48-3) 
u la inlegral dofinida que figura en la primera [88-7] y la 
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segunda tiende a cero, pues dado e > 0 será para 5 suficien- 
temente pequeño, por la continuidad de P (x,y), x(t) é y(t) ; 
J P* ( Tr )— P* ( T 'r) | < e/[M(Ti — To)], y entonces 

2 [P*(r r )—P*(r' r )]x'(r' r ) (ír—ír-l) < 

r = 1 

< M(Tt^ To)~ ‘ M ^ Tl T|) = 

Análogamente para la otra integral [88-6] . 

29) Resulta de [88-7] y § 51-3, b. 


EJEMPLO 1. Calculemos j ^ ydx a lo largo de la elipse de semiejes 

a y b situados en los ejes coordenados, recorrida en sentido positivo. 

Las ecuaciones paramétricas de la elipse son: 

x = a cos t , y = b sen t 

desde t = 0 que da el vértice de la dei'echa, hasta t = 2n que vuelve a 
dar el mismo, después de recorrida en sentido positivo; la integral se 
transforma así: 

X r 2 tt ’ f2ir 

ydx = j 0 bsení(—a.seni)dí = — ab J Q sen 2 1 dt , 

y como la función primitiva de sen 3 í es lt—l sen 2í, limitada entre 
í) y 2;t resulta —nab como valor de la integral. 

Notas: 1. Las integrales de funciones irracionales cuadráticas cal- 
culadas en el § 51-4, c, son integrales curvilíneas a lo largo de circunfe- 
nmcias, y el cambio de variables que se hizo para efectuar las integra- 
rúones no es sino la expresión paramétrica de la respectiva circunferencia. 
Sea, por ejemplo: 


IMiniendo 


/ Vl — x*.dx = J* y. 


y = V1 — x a o sea: x a + y* = 1 
i'l cambio de variables: 

x = cos t , y = sen t 

• i juatamente la expresión paramétrica de la circunferencia. 
l,o mismo acontece en § 52-2, di, por ejemplo, 

J' x VT — x 2 — 2x . da; 

,iu«i ("i una integral curvilínea sobre la circunferencia: x 3 + y 2 + 2x = l. 

2 . I,a demostración anterior subsiste en virtud de § 48-3, d, si sólo 
, , q.jmos a x'(t), y'(t) que sean continuas salvo en un número finito de 
..lon, y la acotación [88-2]; en particular, para una curva elemental. 

:t Si A (oi, a a ) y B(b„b a ) son origen y extremo del camino C de 
ml.'Kinción, suelen usarse para la integral curvilínea las notaciones 

J Ai| P(»,y)d» ; (J P(x,y)dx ; f (£$ P(x,y)dx ; etc.; 
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pero debe tenerse en cuenta que la integral curvilínea depende no sólo de 
los puntos A y B, sino del camino que los une. 

Ejemplo 2. Calcular 


l p ) 

29 ) 



x"y da;, 


A (0, 0), 


B(1,1) : 


Sobre el arco Ci de parábola y = x z , (0 < x < 1); 
Sobre el segmento C 2 de recta y = x, (0<íb<1). 


En ambos casos puede tomarse como parámetro t la abscisa x y re- 
sulta 



x*x"-dx 




x 2 xdx = 


1 

4 


b) Con las mismas hipótesis sobre P (x,y) y Q (x,y) se 
prueba la existencia de las integrales curvilíneas [88-6] como 
límites de las sumas [88-5], con sólo suponer que el arco C, 
dado por [88-1] con x(¿), y(t) continuas, es rectificable 
(§ 55-1). 


En efecto, en tal caso son x(í), y(í) de variación acotada (§ 55-9, 
a, y b) \ será entonces x(í) diferencia de dos funciones continuás cre- 
cienl.es en sentido estricto (§ 55-9, d) : 

x(í) = u(í) — v(í) , 

y entonces la primera suma [88-5] se descompone en 
[88-8] SPMT r )(w; : — Ur-x) — 2p*(r r ) (v r — V r -i) . 

Por ser u(í) y v(í) crecientes en sentido estricto, existen y son 
conlinuas sus funciones inversas t = í(u), t = g(v). Entonces P*[f(íí)], 
l , + |g(v)] son funciones continuas de u y de v respectivamente, y en 
' irtud dc § 48-3 existe el límite de [88-8] dado por 

[88-9] í P(x,y)dx = f 'P*[f(M)]du— f 1 P*[g('y)]d'V , 

• C •'««<, U v¡¡ 

siendo w ( = u(T<), v ( = v(T<), (¿=0; 1). 

Análogamente para la otra integral [88-6]. Ambas resultan ser in- 
tcgrales de Riemann-Stieltjes (§ 78-1). 


Notas: 4. Para la existencia de P(x,y)dx, con las mismas hi- 

-'c 

póteHÍs sobre P (x,y) y x(t), sólo se necesita la continuidad de y(t); 
y nnálogamcnte para 

Q (x,y)dy,. 
uc 

r>. Puesto que las integrales curvilíneas pueden reducirse a integra- 
I*'M defiuhjas, les son aplicable'S todas las extensiones del concepto de in- 
lcgrul definida en una variable. Así, se podrá generalizar el concepto <i« 
inti'gral curvilínea para el caso cn que la curva C esté representada en 
la forma 


uj = x(t) , y = y(t) , T» < t < + oo 



Fitr. 301 


Kntonces puede tomarse x como parámetro, y así resulta 

| 10] f P(x,y)dx = lim S„ = f & P[cc, <p(«)]díc , 

J C S —» 0 Ja 

■ leiido 

n 

| I' I 1 J S„ = 2 P[lr, cp(ír)] (Xr — X r -l) , (x r -l < Sr < X r ). 
r = 1 

I.ii función continua z=P(x,y) se representa por una superficie o, 
v » Iok puntos (x,y) de la curva C corresponden mediante z=P (x, y) 
piinloN <le o que forman una curva C' (intersección de a con el cilindro 
vmihml <le directriz C, fig. 301). 

üoiiHÍderemos también la proyección C" de C' sobre el plano (x, z), 
i-mi iilii/unente al eje y. Los términos de la suma [88-11] son las áreas 
iIm i imí migulos en el plano (x,z), de bases x r — x r -i y alturas iguales a 
• 1 . 1(1111111111 - mtermedias sobre C". Por tanto es inmediato que [88-10] 
l.i <1 ni'eii S del trapezoide en el planó (x, z), limitado por el arco C', 
• i e|e i. y lus rectas x = a, y = 0, y x = b, y = 0. Esto resulta también 
i. i < 1 11 liim miembro de [88-10] observando que C" tiene en el plano (x,z) 
l- • • iiu. lóii , P[flJ, (p(flj)]. 
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siendo rectificable, para cada T > To, el arco correspondiente a To < t < T; 
o bien para el caso en que la función P[x(í), y(t)] deje de ser continua 
en un número finito de puntos, pudiendo tener puntos de infinito. 

2. Interpretación geométrica. — Nos limitaremos, en la integral 

P(x,y)dx, al caso en que C sea un arco üniforme dado por 

J c 

y = cp(íc) , a < x < 6. 
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8. Cálculo de integrales curvilíneas. — E1 cálculo de las in- 
tegralevS curvilíneas se hace por reducción a integrales defini- 
das (§ 88-1), pero como en muchos casos el camino de inte- 
gración tiene trozos con distintas expresiones analíticas, con- 
viene destacar que la 'propiedcid aditivo de iutervcdo de la 
integral definida (§ 48-5, a), y la definición [48-25] tienen 
propiedades análogas en la integral curvilínea. 

a) Si el camino de integración [88-1] se descompone en 
varios, mediante una partición del intervalo T 0 < t < Ti, por 
ejemplo T 0 < t' < t" < T x , la integral sobre el camino [88-1] 
es igual a la suma de las integrales sobre los caminos corres- 
pondientes a T 0 < t < t', V < t < t”, t" < t < Ti. 


Ejemplo: í (x 3 + y") dx sobre el camino C formado por los ar- 

Jc 


Ci) v-x , 

o < * < i ; 

c 2 ) y = Vx 

, 1 < x < 2 ; 

C 3 ) x — 2 , 

l>y> 0 . 

Se tiene 


f (x* + .y*)dx = f 
Jc J c x 

+ í + f = f ^ ’ 2x * Ax + 

J c 5 Jo 

2 17 21 

+ J (*■ + *-)<!»+ 0=-j- + -g- - -g-- 


b) En particular, la integral a lo largo de un contorno ce- 
rrado se puede calcular como suma de las integrales a lo largo 
de diversos arcos abiertos en que éste se descomponga, o bien 
por una sola integral de T 0 a Ti, si T 0 y T a son los valores 
del parámetro que determinan el punto inicial y el fmal de la 
curva, siendo ambos coincidentes (§ 88-1, ej. 1). 



Flií. 302 


c) Si se cambia el sentido de la in- 
tegración sobre un camino abierto o ce- 
rrado, hay que permutar los extremos 
To, Ti, luego la integral cambia dc 
signo. 

d) Si la integral a lo largo de un 
camino cerrado es nula y A, B son dos 
puntos del mismo, las dos integrales a 
lo largo de los dos caminos AB son 
iguales; pues siendo (fig. 302) : 




Kocíprocíimente, esta igualdad para dos caminos enlre <>oh 
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puntos equivale a la anulación de la integral en el circuito que 
forman. 

4. Generalizaciones. — a) Por lo general las integrales 
[88-6] no se presentan por separado, sino formando sumas de 
dos, una de cada tipo. Por ello convendrá llamar integral cur- 
vilínea completa a la suma de ambas [88-6], indicada por 

[88-12] f Fdx + Qd y = f Pdx + f Qáy. 

J Q, •'C 

b) Si es s la abscisa curvilínea sobre el camino de inte- 
gración C, podemos definir la integral curvilínea £ P(*/ 2/) ds 

como límite de sumas análogas a la primera [88-5] pero con 
a(t r )— s(í r -!) en lugar de ® r —a?r-i. Esta integral represen- 
ta el área del trozo de superficie cilíndrica de la figura 301, y 
rio la de su proyección sobre el plano (x, z). 

Esta definición sólo exige al camino C ser rectificable 
(cfr. § 88-1, b), pero si imponemos a C las condiciones mas 
restrictivas de § 88-1, a, resulta la integral curvilínea de 
\*(x,y)s/l -\-y’ 2 respecto de x, y entonces, con las notaciones 
de § 88-1, a, se tiene 

[88-13] f P(s, y)ds = f P(x, y)Jl + y'* dx = 

J C 

= f T ' p* (t) v'x /2 (0+y /2 (í) d ¿- 

c) Análogamente a lo visto en § 88-1, se puede definir la 

Infegral curvilínea f Y(x,y,z)dx, sobre una curva, en ge- 
J c 

neral alabeada: 

188-14] x = x(t), y = y(t), z = z(t), (T 0 <f<Ti). 

d) Lo mismo que en a, se define en tres variables e\ pri- 
i.i.t miembro de la expresión siguiente, integral curvilínea 
rmnpleta, mediante el segundo miembro como suma de tres m- 
l « grales curvilíneas: 

|88-15] f Pdz + Qdy + R dz = f Pd* + 

* o c 

+ Qd y + J' Rd^. 

5. Áreas y momentos por integrales curvilíneas. a) En 
i, 54 I, d, vimos que si un recinto R está limitado por una cur- 
vn Himple cerrada C, al contomo orientado C, es decir con un 
muitido de recorrido sobre él, corresponde el área onentada A, 




482 XXIII. INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANÍLISIS VECTORIAL § 88 -5 

positiva o negativa según sea el sentido de C (fig. 303). Para 
el área orientada A hemos hallado las siguientes expresiones 
que ahora podemos interpretar como integrales curvilíneas: 

[88-16] A - —f ydx = f xdy = xdy — ydx. 

La definición 

Def. a. El sentiáo 
de C es positivo cuan- 
do al recorrer C, queda 
a la izquierda el inte- 
rior del recinto, y nega- 
tivo en caso contrario 
(fig. 303), es sólo intui- 
tiva y no satisfactoria 
desde el punto de vista 
matemático, pues no he- 
fík- 303 m0 s definido la expre- 

sión “a la izquierda”. 
Por eso la reemplazaremos por la siguiente, equivalente a la 
anterior sólo con la orientación elegida para los ejes de coor- 
dcnadas en el plano (la que lleva el eje x sobre el eje y me- 
diante un giro de contrario al de las agujas del reloj; cfr. 
§ 28-1). 

Def. (3. El sentido de C es positivo cuando el ángulo orien- 
tado desde la tangente t en el 
sentido de recorrido hasta la 
normal interior nu es igual al 
que lleva el eje x a coincidir con 
cl eje y: 

[88-17] ángulo (t, n¿) = 

= ángulo (x, y), 

y negativo en caso contrario 
(fig. 303). 

A1 mismo contorno C reco- 
rrido en sentido contrario al de 
(' lo indicaremos —C. En la fi- 
gura 304 el sentido de C es ne- 
gativo y entonces A < 0, el de 
■—C es entonces positivo y es 

A 0. Si cambiáramos el sentido de uno de los ejes x, y, o 
bien los permutáramos entre sí, resultaría A > 0, —A < 0. 

h) Para las integrales curvilíneas tendremos (§ 88-3, c) 

[ 88 - 18 ] Lc-~í ■ 
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En adelante, cuando una integral curvilínea se tome sobre 
un contorno C lo supondremos orientado sin indicarlo en .ne- 
grita, y mientras no se diga lo contrario, en sentido positivo. 

c) Para integrales dobles son útiles las siguientes conven- 
ciones: 

[88-19] f f i(x,y)dxdy = — f f (x, y)dxáy, (A>0), 


y cuando no se indique la orientación del área, se conviene en 
determinarla por el orden 


de las diferenciales en el 
elemento de área (figura 
305) : 

[ 88 - 20 ] 


fj f(x, y) dydx = 
= — f f í(x,y)dxdy. 



Fig. 30B 


Notas: 1. Con el convenio [88-19] se tiene (§ 83-4) : 

[ 88 - 21 ] ff í(x,y)dxdy = ff^i\.^u,v),y(u,v)-[j^dudv , 

pues el jacobiano de la transformación es positivo si se conserva él signo 
del área orientada, y negativo en caso contrano. En particular [88-2ÜJ 
corresponde a d (x,y)/d (y, x) = — 1. 

2. La convención establecida para el signo del ele ™ e ”t° J® 

(fig. 305) es independiente de la orientacion del sistema de cooidenadas, 
y puede resumirse en las expresiones simbólicas 
[88-22] [dxdy] = — [dyd*] = óx.dy. 


d) Análogamente, los momentos de primero y segundo or- 
den del área S respecto de los ejes (§ 84-5 y 7), vienen dados, 
como ahora veremos, por las integrales curvilmeas. 

f y 2 dx = f b lyS — yftdx = — 2M* 

Jc ''o- 

f x 2 dy = f <l \x 2 2 — Xi 2 ]dy = 2M„ 

J C Jc 

f y*dx = P W — Vz^üx = — 31, 

Jc Jo. 

f x*dy = f^ W — xfldy = 31^. 

Jc 


11 o aquí la demostración general, sin recurrir a las mte- 
p.mloH ilobles, como suele hacerse Para un trapezoide aABb 
nobre \a. h | el momento respecto del eje y es (§ 79-1, h) . 
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v y . aj n+1 l B 

- 1 P 

L n -\-1 Ja 

n -\-1 •'a 


íc n+1 . d y. 


A1 restar. las dos expresiones para los dos trapezoides cuya 
diferencia es el recinto, se reduce el término integrado, común 
a ambas y queda la integral curvilínea sobre C positivo de 
x n+1 . d y dividida por n-\- 1. Para los momentos respecto del eje 
x, las integrales curvilíneas resultan sobre —C. En ambos ca- 
sos los índice 2(1) indican la coordenada'mayor (menor) en- 
tre ambos puntos que tienen igual la otra coordenada. 

6. Fórmula de Riemann. — Consideremos un recinto R cu- 
yo contorno está formado por dos arcos uniformes rectificables 
AB (fig. 306),y calculemos la siguiente integral doble: 

f j^ -P v (x,y)áxdy = £ dx £'? v (x,v)dy = 


= f' b [P(x,y 2 )—R(x,y í )'\dx. 

•'a 


Fig. 806 


%—Ahora bien: la suma de estas 

___TtN,x 2 dos integrales es (§ 88-1) la in- 

Á j Ag tegral curvilínea de la función 

V i P(x,y) tomada en el arco supe- 

¡ ¡ rior AB y después en el arco in- 

i y 'i i x ferior BA. 

—q —^— 1 - “5 ** Por tanto, si adoptamos como 

sentido positivo en el contorno 
Fig. 806 el que deja el recinto a la iz- 

quierda, resulta 

[88-23] f j R P v (x, y).dxdy = — f c P(x,y).dx , 

l'órmula que transforma una integral doble en una integral 
curvilínea. 

Análogamente; calculemos esta integral doble: 

f f Q,x(x,y)dxáy = f d y J 2 Q*(a:, y)dx = 

J .'R •'C • / X 1 

= £ dy[Q(xo,y)— Q(x lt y)\ = 

= f d Q,(x 2 ,y)dy — £ Q(x u y)dy 

y como estas dos integrales componen la integral curvilínea de 
Ift función Q (x,y) a lo largo del contorno cerrado en sentido 
positivo, resulta: 

[88-24] j j ¡{ QÁx,y)dxdy = J~ o Q(x,y)dy. 


§ 88 -6 


INTEGRAL CURVILÍNEA 


485 


Reuniendo en una ambas igualdades [88-23] y [88-24] ob- 
tenemos la fórmula 

[88-25] /Jj (Q. — P,)d*dj/ = X Pd* + QAy , 

llamada de Riemann, que transforma una integral curvilínea 
en una integral doble y viceversa, válida para el contorno C 
rectifkablet^siendo P, Q, P„ Q, continuas en el recmto cerra- 

do R. 

= *, N n ^. M a * 

[88-16] para el área de un recinto. 

2. Las relaciones [88-23] a [88-26] se generaliaan fácilmente para 
el caso de recintos _ cuyo con- 
torno, supuesto rectificable, no 
esté formado por dos arcos uni- 
formes. Basta con que R pue- 
da descomponerse en un núme- 
ro finito de recintos, cada uno 
de los cuales tiene con cada 
recta paralela a un eje, a lo 
más un segmento común. Por 
ejemplo, para el recinto R- 
1 < x * -|- y * < 2 el contorno 
consta de dos circunferencias 
concéntricas, y el sentido posi- 
tivo en él (que deja el recinto 
a la izquierdá, cfr. § 88-5, a) 
es el indicado por las flechas 
llenas en la figura 307. 

Los ejes de coordenadas 
descomponen R en cuatro re- 
cintos a los que puede aplicar- 
se la demostración dada para 
cualquiera de las [88-23] a 

4Sde y s fo m o a bt°ne la u n a a ¿á?a el recinto total 



3. Con el mismo recurso utilizado para deducir [88-23] y’ 188-24], 
u saber la integración doble de una denvada parcial, se deducen de 
+ vu, = (uv)fy uv v +?u u = (uv) v las siguientes formulas de mte- 

Ijraoión yor yartes para integrales dobles: 



uvx&xdy 


= + x 



vuAxdy , 



uv u dx&y = 



uvdx 



vu v d%dy ■ 


4 t,a fórmula de RlEMANN, que muchos autores llaman de Green y 
otro. impropKnte de GAUSS, fné extendida en diversos sent.dos por 
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Green (nota II) y Stokes (§ 92-3, nota 1). Una expresión análoga en 
el espacio fué considerada por Gauss (§ 92-1, nota 2); ver § 92-3, no- 
tas 2 y 3. 


Ejercicios 


1. Calcular f x (x + 2y) dx ; A(0; 0), B (2; 1) a lo largo de los 

Jab 

caminos: a) y=hx-, b) y = x z l 4. 

2. Calcular f cr cotg 2 y dy ; A(0;0), B(2; in) sobre el camino 

J AB 

y = arc sen ix. 

3. Calcular la integral curvilínea (y — x) áx + y dy ; A(0;0), 

B(1 ;2) : a) Sobre el camino rectilíneo AB; b) Sobre una parábola de 
oje vcrtical con vértice A. 

4. Calcular ( AB (* + 2 /) áx -f 2x áy; A(0;1), B(1; 2) a lo largo de: 

fr,) La recta y = x + l; b) La quebrada con lados y = 1, x = 1; c) La 
quebrada con lados x = 0, y = 2; d) y = x"-\-l. 

5. Calcular í 2xy dy + x" dy ; A (0; 1), B (1; 2) sobre los mismos 

J AB 

caminos del ejercicio anterior. 

6. Calcular jj d s/Vx'- + y 2 siendo C el contorno del cuadrado 
I » I ^l, I V I ^ 1. 

7. Calcular ( x dy — y dx, A(a, 0), B(0, b): ló) Sobre el cua- 

J ab ^ 

drunte de elipse (x"/a 2 ) -f (y 2 lb") = 1; 2*?) Sobre la cuerda AB ; 3 1 ?) De 
[KH 16] deducir el área del seg-mento de elipse limitado por la cuerda 
AB y el nrco. 

8. Aplicando [88-16] hallar el área encerrada por la hoja de estro- 
foide x = acos2t, y = a tg t cos 2í. 

í). Area de la astroide *7 3 + y 2 / 3 = a"/ 3 por una integral curvilínea. 

10. 1°) CalcularJ c xy dx a lo largo de la circunferencia de cen- 
t io (■ l;0) y radio V2, en sentido positivo. ¿Qué significado tiene? 
2V) Lo mismo parajj x"y dx. 

11. E1 momento do inercia polar (§ 84-7) de una curva C respecto 

ilo un punto P está dado por í - 2 ds siendo r = PM la distancia de P 

n un punto gcnérico M de la curva. Calcular el momento polar de la 
miln.iile (§23-9) x 2 / 3 + y"/ a = a"/ a respecto del origen, y el radio de 

giro (§ K4-7) teniendo en cuenta § 55, ejercicio 2. 

12. Calcular j y a dx sobre una onda de cicloide (§ 34-6, ej. 2) y 
dar «ii HÍgnificailo físico. 

18. DoBarrólleie la teoría de las integrales curvilíneas para curvas 
n'cl ificublcs no derivables, mediante integrales de StieltjeB. 
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§ 89. INTEGRACIÓN DE DIFERENCIALES EXACTAS 

1. Existencia de la función potenciai. - Pasemo^ ahora al 

k*. :• a “ » — 

existe una función potencial U tal óue 

r 89-11 Ua — P , U y — Q- 

Teor. La condición necesaria y 

recinto simvlemente conexo las J ’ sean id ¿nticas 

P y , Qx continuas, admitan un potencia , l 
esas derivadas cruzadas : 

B9 '4 j 

SSÜ toS™ ! 6»-», .»« " 

continuas. 

27 Supongamos, recíprocamen- 
te, que la condición [89-2] se 
cumple en un cierto recmto simple- 
mente conexo y veamos que existe 
una función U (x,y) que satisface 
al sistema [89-1] . 

Formemos la incegral curvi- 
línea [88-12] de la expresión 
P . do; -h Q • d y desde un punto ii]o 
(a.b) a un punto variable (x,y) 

siguiendo el camino más simple p . g 308 

formado por sendas paralelas a los 
ejes (fig. 308), 

[89-3] V(*,V) - £ + i <*(*’*)** ’ 

kst; 

Q( YJ¿ r e dant C1 iá légía^áerivar bajo el eigno integra. 

(§ 80-2. b) r» SA 

V. = p (x, b) + £ Q.(*.»>d y = P(*,|S)+J, F '(*’ y) y 

- p (x,b)+ lP(,x,y)—P(x,b)-] = 7(x,y). 
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Resulta, pues, que la función V(x,y) definida por la inte- 
ffral [89-3], suma de dos integrales simples, es una función 
yotenciál de P y Q. Cualquier otra función potencial tendrá 
la misma derivada respecto de x é y; por tanto difiere de 
V(x, y) en una constante (§ 66-2). Es decir: la función po- 
tencial más general del par P, Q es: U = V (x, y) + C. 

Si no se pueden unir los dos puntos (a, b) y (x, y) por una 
quebrada de dos lados contenida en el recinto, se toma de va- 
rios lados y la conclusión subsiste, al ser el valor de la inte- 
gral curvilínea obtenida el mismo para todas esas quebradas, 
pues de una se pasa a otra (fig. 309) sustituyendo respecti- 
vamente dos lados consecutivos de un rectángulo por los 
otros dos; luego define una función uniforme V(a, rj). (Véase 
§ 89-2, nota 2). 

Notas: 1. A este mismo resultado 
se llega integrando el sistema de ecua- 
ciones diferenciales 

U, = P , U v = Q , 
pues de la segunda ecuación resulta: 

u = jj Q(x,y)dy + a(a:) 

siendo a(a:) una función arbitraria de 
x que no eontiene la y, derivando res- 
Flg. 309 pecto de x y sustituyendo Uj, = P, re- 

sulta la nueva condición: 

P (#. y) — ] QAx,y)dy + a'(x) 

Jb 

y niinlituyondo Q, = P„, resulta: 

V(x,y)= (' P„(x, y)dy + a'(x) = P(x, y) —- P(x, b) + a'(x) 

Jb 

do dondtí : 

u'(x) = P(x,6) a(x) = f P(x,ó)dx + C 

J a 

v (iltidinnort H mismo resultado. Este método suele convenir en la prác- 

tlctt. 

V.. Con d(>mostración más penosa, el teorema subsiste aún sin la con- 
timiiilnil di> biM derivadas P„, Q», suponiendo sólo la diferenciabilidad 
(M (1(1-4) de P y de Q. 

K.ikmpu) La» funciones P (x,y)= — y/(x 2 + y ! ), Q (x,y) — 
>/( > ' | ii") verifican [89-2] on todo punto distinto del origen. La 
l'umdón poloiicial rosultn U(.r, //) arc tg(y/x) , que no es uniforme si 
(•I recinto contiene ol origen. 
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9 Tntep-rales curvilíneas de diferenciales exactas. — Que el 

sí-xs&k-íS 

la diferencial dU de una funcion U = V(x,y),J se ía 
diferencial exacta. En tal caso la mtegral curvilmea 

f Tdx + Qáy ; A (a lt a 2 ) , B(b u b*) , 

J AB 

se transforma así: 

[89-4] + 

= dU(*,K) - U (61,62) — U (Oi, O2), 

fórmula que' generaliza la de BarroW y puede enunciarse: 

1 <W existe función potencial uniforme, el yalor ae 

“ r En a efect 0 , con las notaciones de § 88-1 y Uamando U* (t) 
a la función compuesta U[x(t), y( 1, la mtegral de [89-4] 
se transforma así (§§ 88-1, 67-1 y 50 2) . 


rr. / 0 U d*_ SV_ áv\ dÉ = 

Jt. \áT dT + 3V dí I Jt - dt 


dt 



= u*(Ti) — U*(T 0 ) = U(bi,b 2 ) — V(a u a 2 ). 


También se verifica el teorema recíproco 


Tfor 2 Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 

rontornos contenidos en un recinto es 

a los ejes, existe función yotencial, es decir. 

una diferencial exacta. 

Definamos la función siguiente: 


[89-5] v(«, v) = y )áic + qu v)áy 


ss.ix’í.’+.» íx 

ción potencial. 
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Ejemplo 1. Calculemos la integral curvilínea 

f (3x 3 + y)dx + (x — 4y)dy ; A(0,0) ; B(l,2). 

•''AB 

Primer método : Puesto que P v =Qx = l, hay función potencial y la 
podemos calcular así: 


luego: 


r(x.O) ('(x,y) 

(x, V) — \ + = r' + xy — 2y- ; 

•/( 0 , 0 ) J (x, 0 ) 

í = U(1, 2) — U(0, 0) = — 5. 

JaK 


Segundo método (§ 89-1, nota 1) : 

U — xy — 2y 3 -f a(a) 
a'(x) = 3x a + y — y ; a(aQ = a 8 + C. 


Notas: 1. Obsérvese que no ha sido preciso exigir la anulación de la 
integral en toda curva cerrada; basta que sea nula en todos los contornos 
dc lados paralelos a los ejes y contenidos en un cierto recinto, para que 
exista función potencial y, por consiguiente, la integral será nula en toda 
curva cerrada contenida en el mismo *. 

2. Los teoremas 1 y 2 son válidos aún si el recinto es múltiplemente 
conexo, pero en este caso el recinto contiene caminos entre los dos puntos 
que no se reducen uno a otro, como se explicó en § 89-1, y la función ob- 
lenida [89-5] puede ser multiforme, aunque se cumpla [89-2]. 

Los caminos quedan clasificados en grupos, según el número de vuel- 
tas en torno de las lagunas o contornos interiores, y el potencial obtenido 
por los caminos de cada grupo es el mismo, mientras que los correspon- 
dientes a diversos grupos difieren en ciertos números llamados módulos 
(le ■pcriodicidad. Así, por ejemplo, en la teoría de la sustentación del ala 
(lo aeroplano, el recinto en cuestión es la parte de plano exterior al perfil 
(id ala, y en este recinto doblemente conexo hay un solo módulo del que 
depende la fuerza de sustentación. 

EjemplO 2. E1 par de funciones considerado en § 89-1, ejemplo, da 
)n función potencial arct g(ylx), y si el recinto contiene el origen, como 
óste es singular y debe excluirse, resulta un recinto doblemente conexo; 
ni hl* parte de un punto (a, b) para Uegar al (x,y) por un camino de 
nrgumento creciente, resulta un cierto valor de U, mientras que al seguir 
otro camino de argumento decreciente se llega a ese valor disminuído 
en 2 n. 

Nota 3. Por los teoremas 1 y 2 resulta: Condición necesaria y su- 
fíeinite para que se anule sobre toda curva cerrada la integral de 
l’d.r | Q dg, es que ésta sea diferencial exacta. Si además son P„ y Q» 
contimms y el recinto es simplemente conexo, teniendo en cuenta el teo- 
i ('mn de § 89-1, resulta una demostración más sencilla aplicando el teorema 
dc Uiemann [88-25]: 

Iuom. Que la igualdad P V =Q. implica la anulación de la integral 
r8K 2f>'|. salta a la vista. Recíprocamente, si esta integral es nula sobre 
lodo contorno de lados paralelos a los ejes, debe ser P„=Q» en todo pun- 
to, si so Buponen continuas las derivadas. Pues si en un punto es 
Q. P» a > 0, en un entorno rectangular es Q, — P v > ia; y por tanto 
•*h positiva la integral [88-25] en este rectángulo, contra la hipótesis. A 
Igual conl radicción se llega suponiendo Q, — Pi/ negativo. 


* ('omo nrnnttrn ■Inmprn que ln condiclAn Biiflclnnto ea pnrto ilc la ncccBnrin, «1 
rwUi ili> (iiiii ih ciin»«ciuncln lAglcn do aquolla pnrtc. 
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3 Integrales curvilíneas completas de tr ® s vanables. 

a) Criterifpara la existencia de potencial. — Dadas ahora tres 

íunciones P (*,#,.), Mx. V.z), c °™ “JX + 

iffiialdad de derivadas cruzadas caracteriza en los recmtos sim 

plemente conexos la existencia de una función pnmüiva o fun- 

ción potencial U = U (x, y, z) tal que 

[89-6] U a = P » U v = Q , U : = P. 

Teor. 1. Las condiciones necesarias y suficientes yara que, 
en un recinto simplemente conexo exista función potenaal um- 
forme de las funciones diferencmbles P, Q, K, son. 

[89-7] P v = Q* » P« = P* > R¡/ = Q s - 


En particular, P, Q, R, son diferenciables si tienen derivadas conti- 
nuas (§ 66-4). Demostremos este caso particuiar. 

19 Desde luego deben verificarse estas igualdades si existe U; pues 
entonces: P„ = U.„ Q. = U W y análogamente las otras. _ 

29 Recíprocamente: si se verifican las condiciones antenores [89-7] 
formemos la función siguiente: 

+ KC*,V.«)d* 

t Smorf v% d ;,D- P Tsadi a PorStataL^r ,sS, a 

[8M]V (.,.,«)=[■ P(*,b, +£ Q(*. v. o)dw +£ R (*,«.»’>* 

y recordando la regla de derivación bajo el signo integral (§ 86-2, b ): 

V a = p (x,b,c) + jj Qx(c», y, °)óy + j a R°(x,v>*) dz = 

= P (x,b,c) + ( V V v (x,y,c)dy + f P z(x,y,z)dz = 

Jb 0 


= P(x,6,a) +P(«,¡M>) + P < w) - 

= P (X,y,z). 

V, = Q(x,p,o) + f‘ R.(*,V.*)^ = Q( X ’V’°'> + £ = 


= Q (x, y, c) + Q (x, y, z) — Q (x, y,c) — Q (x, V, z) ■ 

V, = R (*,!/,*)• 

Esta última resulta inmediatamente, pues sólo la tercera integra 

d ‘ Pe Hamoróbtenido, pnes, una iunción potencial V(.,.,.) T 
..I i'ii difiere de ella en una constante (§ bb-4). 

U = V(x,y,z) + C. 

Nota. Si el recinto no es un paralelepípedo, - aH J d ¿ 

-sulta uniforme la función V(.,»,.)• 
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b) Integrales de diferenciales exactas. — Con frecuencia 
se presentan en Física y en Mecánica (ver § 91-4) integrales 
de esta forma: 

r (b v b 2 , b 3 ) 

I, . P(o:, y, z)dx + Q(z, y, z)áy + R(a;, y, z)dz. 

Si existe función potencial U, se prueba, como en § 89-2, 
teor. 1, que la integral curvilínea se reduce a: 

[89-9] f (bl ' brb3) U x dx + U v d y + U x dz = 

v' (a v a 2 , o s ) 

r ( b v b 2 - b s~> 

~ ]. dU = U (&i, ó 2 , b 3 ) — U (a x , a 2 , a 2 ) ; 

v (ttj, O s , O s ) 

es decir: 

Teor. 2 . Si existe función potencial uniforme, el valor de 
la integral curvilínea no depende del camino seguido para pa- 
sar del punto (a x , a 2 , a 3 ) al (b lt b 2 , b 3 ) y su valor es la dife- 
rencia de potencial en ambos puntos. La integral es nula en 
toda curna cerrada. 

También se verifica el teorema recíproco: 

Teor. 3 . Si son nulas las integrales a lo largo de todos los 
contornos contenidos en un recinto, cuyos lados son paralelos 
a los ejes, existe función potencial; es decir, P . da; + Q. d y-\- 
+ R . dz es una diferencial exacta. 

Definamos la función siguiente 

V (x, y, z) = f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dyR(x,y,z)dz 

^ (a,b, c ) 

siguiendo como camino una quebrada cualquiera de lados pa- 
ralelos a los ejes, contenida en el recinto; repitiendo el razo- 
namiento hecho para dos variables (§ 89-2), resulta 

V, = P , V, = Q , V* = R 
us decir, la función V es potencial de P, Q, R. 

Ejercicios 

1. Vcrificar que la expresión ye xv da; + xe xv dy es diferencial exacta, 
y httllar la función potencial. 

2. Lo mismo para: 

«) (2x + 3y)dx +(3x -f 2y)áy; 

b) (dx -1- áy)/(x -f y). 

3. IIullui' Iii función potcncial de la diferencial cxacta 

t(2x" | 2 r // u 4 y)dx— (2x v y-\- 2y a + x) <\y~] / (x a -\-y*). 
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4. Si se cumple P„ = Q, con P y Q diferenciables y homogéneas de 
grado m + —1, la función potencial de la diferencial exacta P dx + Q d y 
es: U(íc, í/) = (»P + 2/Q) / ( m + 1)- 

5. a) Calcular xy' dx + x s y a dy siendo O(0;0), A(l;l), a io 

largo de los siguientes caminos: quebradas de dos lados, paralelos a los 
ejes: 19) Con primer lado sobre el eje cc; 29) Con primer lado sobre el 
eje y; 39) Recta OA; 49) y a = x; 59) ¿Existe función potencial? b) Lo 

mismo para ( x s y- da + x"y 3 d y. 

J AB 

6. a) Calcular 1= { (x 3 + xy") dx + (x"y + y a ) dy a lo largo de los 

J OA . , . . 

caminos indicados en el ejercicio anterior; probar que hay iuncion po- 

tencial y hallarla; b) Lo mismo para J= í (2/‘¿)xy a dx + x~y~ dy. 

J OA 

7. Calcular I = J ^(2 y" + l)d* + 4 xy d y; A(0; 0), B(3; 1), a lo lar- 

go del segmento AB', de las dos quebradas de lados paralelos a los ejes, 
y mediante la función potencial. 

8. Lo mismo para í = j ^e xv (y dx + x áy); A(0;1), B (2; 2). 

9. Hallar la función potencial de la diferencial exacta 

yz da; + zx dy + xy dz. 

10. a) Hallar la función potencial de 

(y + z) dx + (z + x) dy + (x + y) dz; 
b) Resolver la ecuación diferencial 

(y + z) dx + (z + x) dy + (x + y) úz = 0. 

11. Calcular 1= f (x* — yz) dx + (y 2 — xz) áy — xy dz 

J oA 

siendo 0(0; 0; 0) y A(4; 8; 32/3), a lo largo de la recta OA, de una 
quebrada de íados paralelos a los ejes y de la curva * — t, y —1’/¿, 
z = t 3 l 6. Probar que existe función potencial y hallarla. 


§ 90. INTEGRALES DE SUPERFICIE 

1. Orientabilidad de superficies. — Para recintos planos he- 
mos asignado un signo a las áreas de acuerdo con el sentido 
de recorrido de su contorno. A1 considerar superficies (planas 
o alabeadas) en el espacio E 3 , las convenciones sobre el sentido 
de un contorno orientado, como las basadas en las saetas del 
reloj, o la de § 88-5, a, def. a, pierden significación *. Por 
ujemplo el mismo sentido de recorrido del contorno orientado 
C del dominio circular D: y 2J rz 2 ^ 1, x = 0, deja el interior 
:i la izquierda o a la derecha, según lo miremos desde un punto 
a uno u otro “lado” del plano x =0. Pero entonces, si bien no 
podemos asignar unívocamente un signo al área de D,_ pode- 
mos asignar a D dos caras, una positiva y otra negativa, de 
acuerdo con la definición a del § 88-5 referida al recorrido 

de C. 


+ Tamblón lu definiclón P pierde sÍRnificación al salir del plano, pnes refiere el 
■mitido dol contorno C ol de un BÍstema vlano de coordcnadaB. 
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La orientación de una superficie puede fijarse por un pro- 
cedimiento que no hace referencia al contorno, y es entonces 
aplicable también a superficies cerradas. En un punto P de la 
superficie podemos fijar un sentido de rotacion mediante u 
pequeño ciclo orientado C P en la superficie y rodeando a P. 
Moviendo con continuidad ese ciclo sobre la superficie pode- 
mos asociar a cada punto de la misma un sentido de rotación 
siempre que no pueda llegarse a ningun punto Q con un ciclo 
C Q y con su opuesto -C Q . En tal caso la superficie se llamara 

orientable. ^ ca( j a superficie orientable 

S corresponden dos superficies 
orientadas que indicaremos con 
S y —S. En cada punto P de 
éstas podemos considerar el vec- 
tor normal n orientado de mo- 
do tal que desde su extremo se 
vea recorrer el ciclo C P dejando 
su interior (trozo de S que con- 
tiene a P), por ejemplo, a la iz- 
quierda (cfr. § 88-5, def. a). 
Podemos entonces distinguir en 
una superficie orientable dos ca- 
ras, la correspondiente al senti- 
fíb 310 do de n se llama cara positiva, 

la otra cara negativa (indica- 
das _i_ en fig. 310). De allí el nombre de superficies bila- 
terales dado a las superficies orientables del espacio E 3 (ver 

n0t Aunque no toda superficie es orientable (ver nota 1)en 
adelante, al eonsiderar una superficie S, la supondremos orien- 
table, y orientada cuando se la indique en negrita b. 

Notas • 1 E1 ejemplo más seneillo de superficie no orientable o de 
una Í>la cara es la cinta de MOEBIUS que se ohtieneumendoiosex^ 
ae una cinta o banda, despues de girar uno de ellos en n, mvntienü 
sus caras (fig. 311). 




riit. 811 
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Si recorremos una línea, por ejemplo, equidistante de los bordes (que 
forman una sola curva) llegaremos al punto de partida pero con el ciclo 
y la correspondiente normal invertidos, es -decir en “la otra” cara, que 
es en realidad la misma. Córtese la superficie a lo largo de la curva tra- 
zada, tratando de imaginar previamente el resultado. Repítase la opera- 
ción con lo que resulta. 

Si a cada punto de la circunferencia 

x — rcosu , y = r sen u , 2 = 0 , (r > 1) , 

aplicamos el vector fijo (variable con u) : 

d = sen \u cos ui + sen lu sen u j + cos iuk , 

coplanar con el eje z y que forma con él el ángulo \u , los vectores d y 
—d barren una cinta de Moebius de anchura 2, de representación para- 
métrica 

[90-1] x = r cos u -\- v sen \u cos u , y = rsenu + v sen lu sen u , 

z = v cos \u , 


siendo: 


0<w<2a: , — 1 < v < 1 , r > 1. 


2. La orientabilidad de una superficie definida por la condición de 
que al mover sobre ella un ciclo orientado C no es posible volver a la 
posición inicial con el ciclo contrario —C, es entonces una propiedad in- 
trínseca de la superficie. En cambio, la bilateralidad introducida con 
referencia a la normal n, sólo es definible por inmersión de la superficie 
en un espacio tridimensional; dependerá entonces de la índole de dicha 
inmersión. Aunque ambos conceptos coinciden en E¡», se demuestra en To- 
pología que existen espacios tridimensionales (no euclídeos) donde hay 
superficies orientadas, pero de una cara. 


3. La orientabilidad de superficies es un problema topológico muy 
delicado, pues exige dar un sentido preciso a la noción intuitiva de mo- 
vimiento de un ciclo C P . 

Un subconjunto T de una variedad topológica V 2 de dos dimensiones 
con tres puntos A, B, C fijados en su frontera se llama triángulo si 
puede ponerse en correspondencia topológica con un triángulo plano, de 
modo que A, B, C se correspondan con los vértices de ésfe. VJrtices y 
lados de T son los puntos A, B, C y los arcos simples que éstos determi- 
nan en su frontera. . 

La variedad V 3 se llama variedad triangulable o suyerfitíie topológica 
si en ella existe un conjunto finito o infinito numerable T de ,triangulos 
T< tal que: 

1) La reunión de los T, es V 3 ; 

2) La intersección de T' ( y T fc (i#fc) es o bien vacía, o bien un 
vértice o bien un lado de T ( y de Tq 


3) Todo conjunto compacto en V* puede cubrirse por un número fi- 
nito de estos triángulos T ( . 

Dada en una superficie topológica S una triangulación T, llamare- 
mos cadena de triángulos a toda sucesión finita 


Ti, T„ ..., T„ ; (T íbT) 

tal que T, y T,« (i= 1,2, ..., n— 1) tengan un lado común. Si esto 
ocurre también con T n y Ti la cadena se llama ciclo de triángulos. 

Dados dos triángulos con un lado común, una orientación del con- 
torno de uno de ellos se transmiite a una orientación del contorno del 
otro por la condición de que el lado común resulte recorrido en sentido 
contrario. Dada entonces una orientación del contorno de un triángulo 
Tx de 7\ ésta se transmite a todo otro triángulo T, de T por una cadena 
do trlángulos oue vaya de T, a Ti. Para que la orientación del contorno 
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de T< quede unívocamente determinada es entonces necesario y suficiente 
que en todo ciclo de triángulos se vuelva al primero con la misma onen- 
tación de su contorno. En tal caso diremos que todo ciclo conserva la 
orientación. Finalmente, diremos que una superficie topologica S es onen- 
table si en una triangulación T de S, todo ciclo de triangulos conserva 
la orientación. _ . 

Se han dado ejemplos para mostrar que no toda variedad topológica 
de dos dimensiones es triangulable. (Ver Stoílow, cit. en Cap. XXIa, 
nota IX-8, pág. 73). 

2. Integral sobre una superficie. — a) Dado un trozo de 
superficie S, a toda descomposición o partición del mismo en 
un número finito de trozos Si, S n , de áreas Si, ..., S„, 
corresponde un número 8 > 0, norma de la partición, defimdo 
como el máximo de los diámetros (§ 82-1) de los S fc . 

Si la función f (x,y,z) está definida en todos los puntos 
de S, llamaremos integral de í(x, y, z) sobre una cara de lasu- 
perficie orientada S al siguiente límite según la norma (Cap. 
XV, nota I, b) toda vez que exista: 

[90-2] lim 2f(| fc ,m, &)£* = f f í(x,y,z)dS , 

8 —» o B 

donde Q„, ti>, £*) es un punto cualquiera de S*. el segundo miem- 
bro es la notación para la integral de suyerficie, y es b k > u 
cuando la integral se considera extendida a la cara positiva de 
la superficie S, siendo en caso contrario, para la cara negativa 
de la superficie orientada S: 

[90-3] /X. B fdS = - XX fdS ’ 

Así tenemos que de las dos caras Si y S 2 que resultan de 
la orientabilidad de la superficie, podemos identificar —Si = S 2 , 
—S 2 = Si, al definir 



Cuando no se advierta lo contrario (cfr. [90-3]) convendremos 
en tomar S de modo que su cara positiva conserve el recorndo 
dextrógiro del plano paramétrico d,e representación (vease c). 

TEOR. Si la superficie S, de área finita está dada en la for- 
ma paramétrica 

[90-4] x = x(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v), l(u, v)eD], 

(o vectorial r = x\ + yj + zk) por tres funciones [90-4] con- 
tinuas conjuntamente con sus derivadas pnmeras en un domi- 
nio D, la integral [90-2] existe toda vez que f (x,y,z) sea 
continua cn el conjunto formado por los puntos de S y de su 
contorno r. 
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Dem. Bastará probar que [90-2] se reduce a una integral 
doble ordinaria. Veremos que siendo 

r ^(y,z) T d(z,x) T _ d(x,y) 
L90 " 5J Jl “ d(u,v) ’ ~ d(u,v) ’ Js d(u,v) 

y f[x(w, v), y (u,v), z(u, -y)] =f *(u,v), se tiene: 

[90-6] 

f í(x,y,z)dS = f f^ f * (u, v) V'Ji 2 + J2 2 + J3 2 dudv = 

= f f D f* (u, v) | r u A r v | dudv = 

= f f D f *(u,v) Vg n . g 22 — íh 2 2 dudv = 

= f f i*(u,v) ——— dudv. 

J Jd cos n z 

Como por [72-57] y J 3 /cos nz = y/T¡F- T^V-fJ? (que re- 
sulta de Ji/cosna; = J 2 /cos n y = J 3 /cos n z, § 72-7, b ) coinciden 
los cuatro últimos miembros de [90-6], bastará demostrar la 
igualdad de los dos primeros. Llamando D fc a la parte de D 
que corresponde a S/c y teniendo presente que (§ 84-4) 


[90-7] 
se tiene 


S k = f f V'Ji 2 +J 2 2 -f J 3 2 dudv , 


"f Uk, Tlíc, Ck) Si c = 2 


f (£k> 'Uk, Ck) V Ji 2 + J 2 2 + J3 2 dwdi;. 


Bastará entonces demostrar que tiende a cero con la norma 8 
lu diferencia 

2f (| fc , x\ k , Ck) S k — f J d f * (u, v) VJi 2 + J 2 2 + J3 2 dudv = 

0 2 f f {fttk,Kk,Ck) — f (x, y, z) } y'Ji 2 + J 2 2 + J 3 2 dudv , 

y esto resulta del último miembro con las hipótesis hechas, por 
lu continuidad uniforme de f (x,y,z). 

b) Si la superficie está dada en forma explícita 
100-8] z = <p(x,v) , (x,y) eD , 

(|uc equivale a tomar en [90-4] x = u, y = v, resulta J 3 sl 
y por [90-6]: 

100-9] f f í(x,y,z)dS = f f í[x,y, cp (x,y)] j fff - 
J . y s J j d cos n z 

o bien, observando que si z x = p, z v = q, de la ecuación del 
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plano tangente z — z 0 = Vo(% — #o)+ q 0 (y — Vo) resulta 
— Po/cos nx = — Q 0 /cos n y = 1/cos n z = VVo 2J r Qo 2 + 1 

[90-10] // f( x,y,z)dS = 

= f J f [x, y, cp (x, y) ] Vp- + Q~ + 1 dx d y. 

c) Es importante destacar cómo queda fijado el signo de 
la integral, que depende de la cara de la superficie S a la cual 
se extiende. 

La orientación del dominio plano D queda en todos los ca- 
sos determinado por la de S, y recíprocamente. A1 recorrido 
dextrógiro del contorno de D le corresponderá en la represen- 
tación [90-4] un recorrido del contorno de S y convendremos, 
cuando no se advierta lo contrario, en tomar S de modo que su 
recorrido de contorno resulte también dextrógiro respecto de su 
normal (§ 90-1). Entonces al recorrido dextrógiro del contorno 
de —S corresponderá el recorrido levógiro de D en la represe n- 
tación [90-4]. En [90-7] el signo del radical V Ji 2 + J 2 2 + J 3 - = 

* = Ví/ 11^22 — 9v/ es + ó — según que el recorrido del contorno 
de D (en correspondencia con el dextrógiro de S 0 de —S se- 

gún se trate de J / 0 de J J g ) sea dextrógiro 0 levógiro. 

En efecto, con esta determinaeión de signo del radical resulta 
para D > 0: 

[90-11] Si f > 0 , J J a fd S > 0 ,/X. s fdS < ° * 

como por otra parte es evidente por la definición. 

Con el convenio dicho, si tomamos como D la cara -\-xy 
(dextrógira respecto de -\-z) para la representación [90-8], se 
ha de tomar S en la cara superior (n hacia z > 0) y resulta 
ser —S la cara inferior. Entonces en [90-9], se ha_ de tomar 
cos nz > 0; si se considera cos nz < 0, el primer miembro de 
[90-9] se refiere a —S, cumpliéndose en ambos casos la rela- 
ción de control [90-11]. 

Nota. Si tomáramos como S la cara inferior, para f > 0 y. el mísmo 
triedro dextrógiro de referencia, siendo cos 112 < 0 se ha de tomar D levo- 
gira escribiendo [dy, d«] =—[dx, áy] < 0, en [90-9] (cfr. § 88-5, no- 
ta 2). 

d) E1 concepto de integral sobre una superficie desarro- 
llado en a, es el análogo al de integral curvilínea/ f(a:, ?/)ds 
(§ 88-4, b). E1 análogo de ] í(x,y)ñx se obtiene conside- 
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rando una función R = R (x,y,z), continua en el trozo S de 
la superficie de ecuación z = y(x,y) y su contorno, con la de- 
finición 

r 90 - 12 ] / X R(x,y,z)dxdy = // R [x,y, cp(x,y)]dxdy, 

donde ahora la orientación del dominio plano D está dada por 
el orden de las diferenciales dx, dy de acuerdo con lo estable- 
cido en § 88-5, c, de suerte que 

[90-13] J J s Rdydx = — f / g Rdxdy. 

Se tiene también, en virtud de [90-9]: 

[90-14] f / Edxdy = /X R cos(nz)dS , 

donde el primer miembro se refiere a la integrál del segundo 
miembro tomada en la cara S que corresyonda al sentido de n 
incluído en su integrando. Por ejemplo, si dicho sentido de n 
hace cos(n 2 )> 0, la cara S a que se refieren las integrales de 
los primeros miembros de [90-14] y [90-12] es aquella cuya 
normal orientada forma ángulo agudo con el sentido del se- 
mieje -\-z, fijado yor el giro dextrógiro xy menor que k del 
ylano de yroyección. En cambio, para el primer miembro de 
[90-13] se habría de tomar el sentido del eje z fijado por el 
giro dextrógiro yx menor que jt, sentido opuesto al anterior. 

Con análogas definiciones para las integrales J J g Vdydz, 

I ( g Qdzdx, se tiene para la integral comyleta de suyerficie, 

Miima de las tres: 

1 90-15] J / Rdydz + Qdzdz + Rdxdy = 

= J J^ [Pcos(na:)+ Qcos(n y) + R cos(nz)]dS. 

Obsérvese el orden cíclico de las diferenciales en el primer 
miembro, necesario para que la integral de los tres términos 
del segundo miembro se refiera a la misma cara S de la super- 

l’icie sobre la que se integra. Para // Qdzd#, si se toma 

«*»m (ny) > 0, la orientación correspondiente S es la determi- 
iiudn por el sentido de la normal que forma ángulo agudo con 
| //, fijado éste por el giro dextrógiro de zx (y no por el xz). 
I’or ejemplo, si se considera un trozo de S cuya normal orien- 
• h«Iii eflté en el octante x > 0, y < 0, z > 0, en el segundo miem- 
bro «l«* [90-15] los signos de los cosenos serán +, —, +. 
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3. Integral sobre superficie cerrada. Volumen orientado. — 

a) Análogamente a lo establecido en § 54-1 para el signo del 

área, la integral doblej jj f(x,y)dxdy define el volumen V 

del cilindroide de base D y cotas z = f (x,y) con un signo de- 
terminado por los de D y z. Si es S la superficie que limita 
al cilindroide, considerando su cara S e extevior al mismo, (n 6 
exterior) y el signo de D fijado por el orden dxdy (+dextro- 
giro), el volumen V con su signo vendrá dado por la integral 
de superficie 


[90-16] V = f f^ zdxdy = f Jj f(x,y)dxdy = 



z cos(n e 2 ;)dS 




donde S será la cara S e 
6 —S e según sea z > 0 
ó z < 0. 

b) Si el volumen es- 
tá limitado por dos su- 
perficies uniformes S' y 
S" (fig. 312), la nor- 
mal exterior al cilindroi- 
de limitado por S' es 
interior al volumen y 
designando ahora por n e 
la normal exterior al vo- 
lumen y por S e = S' e + 
+ S" e su cara corres- 
pondiente, se tendrá si 


FiK 312 


Z'¿ > z 1 : 


[90-17] V = J f z 2 dxdy f Jj z i áxá V = f f s „ z * áxáy + 


-f f f^ zxdydx = f z 2 cos (n e z) dS + 

+ fj s , z^coaineZ^dS = jj 8 . 2 :cos(n e í;)dS > 0. 

Si en cambio z 2 < z x se ha de sustituir S e por —S e , resultando 

V < 0. 

Es cómodo atribuir también una orientación a S, indepen- 
diente de la de D en el primer miembro de [90-14], de ma- 
nera que el orden dxdy fije el sentido dextrógiro de su pro. 
yección |-D y la cara S dé ya directamente a qué sentido de n 
noB referimoB en el segundo miembro de [90-14]. Entonces 
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J z,Axiy = f J s „ z 2 dxdy ; f J g , z 2 dydx = f Jj Zidxdy 

y por [90-17] se puede también escribir 

[90-18] | V | = f f a „ z 2 dxdy + f z.dxdy = f f^ zdxdy. 

Considerando la normal interior n», correspondiente a la 
cara interior Si, será 

[90-19] | V | = — JX záxdy = “ /X, * cos ( ni ’* )d,SÍ - 

Dep. Un volumen se dice orientado yositivamente si se lo 
evalúa según [90-17] como limitado por la cara exterior de la 
superficie de contorno. Pondremos V = |V|, indicando, a veces, 
con V el correspondiente conjunto espacial. 

Si es r el radio vector que sitúa los puntos x, y, z de la 
superficie S, se tendrá correlativa y análogamente a [90-15],' 
que es: 

[90-20] V = J J g zdxdy = j J g xáyáz = f f^ ydzdx = 

= — f f (xdydz + ydzdx-f- zdxdy) = 

3 J J s 0 

= — f f {x cos (n« x) + y cos (n e , y) + z cos (n e , z) }dS = 
3 J J s. 

= -i- í f I r I cos (r, n e ) dS . 

3 J J *. 1 

Esta fórmula puede considerarse la análoga para el volumen 
de la [88-16] dada para las áreas. 

Ejemplo. Para la esfera de radio r, donde la dirección y sentido de 
ii, coincide con los de r, y por tanto es cos(r, n,)= + 1, se tiene 


T » J Js 


dS = -+• r . Anr 2 = -|~*tr*. 


c) La integral [90-17] es caso particular de la que se ob- 
cuando en lugar de z se considera sobre S una función 
continua cualquiera R (x,y,z). Entonces la [90-14] para el 
cjiho de superficie cerrada se traduce en la 

190-21] f Jj Kdxdy = f J g R cos(n e , z)dS = 

= f f R(x,y,z 2 )dxdy — f f R(x,y,z x )dxdy. 
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Análogamente a [90-15] se obtiene para superficie cerrada 
orientada positivamente (es decir, extendiendo la integral a 
la cara exterior) : 


[90-22] 


Páydz + Qdzda; + Ráxáy 


[P cos (n e , x) + Q cos(n e , y) + R cos(n e , z)]dS. 


1. Calcular 


Ejercicios 


záS sobre la superficie de la semiesfera x 2 + y* + 


+ z 2 = a 2 , z> 0. 

2. CalcularJ J g (x + y)záS extendida al octante de coordenadas 
positivas de la superficie esférica de centro en el origen y radio a. 


3. Calcular j ; 

Dalcular 

f f r x 
J Js„ L 


dS sobre la superficie del ejercicio anterior. 


4. Calcular 


x) j/cos(n. y) , z cos(' 
- + + C' 


+] 


sobre la mitad z>0 del elipsoide (x/a) 2 + {ylb)" + (z/c)" — 1, siendo n 
la normal exterior en el punto (x,y,z). 

5. ¿Qué condición deben cumplir P, Q, R para Que 

J J [Pcos(n, x) + Qcos(n, y) + Rcos(n,í:)] dS , 

siendo n la normal a la superficie S, no dependa de esta superficie sino 
de la curva que es su borde? 

6. Calcular la integral de superficie 

r_ rr ís. 


siendo S la superficie esférica, cc 2 + y 2 + f ’ = 1 y r distancia del 
punto variable en S al punto fijo P(0;0;/c), |/v | < l. 


§ 91. Derivación e integración en campos vectoriales 


] Propiedades de la derivación en campos escalares. — La 

operación grad (§ 66-6), aplicable a campos escalares y que 
conduce a un vector en cada punto, se comporta en muchos as- 
pectos como la derivación; de allí la notación D también usada 
para representar el gradiente. 

a) Sea el vector r = o;i + ?/j + zk que fija el punto 
M (x,//, z) desde el origen. Multiplicando el vector diferencial 

de r: 
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[91-1] dr = áxi + dyi + dzk : 

escalarmente por grad U, tendremos 

[91-2] grad U . dr = -^- áx + ~ áy + dz = dU. 

Por la arbitrariedad de da;, áy, áz resulta recíprocamente 
191-3] De g . dr = dU sigue g = grad U. 

b) Si F(U, V, .. ) es una función diferenciable de U, V, 
..., que a su vez son funciones diferenciables de las coorde- 
nadas x, y, z, se tiene 


191-4] grad F = 


J£-gradU + l^gradV + ... 


En efecto, multiplicando escalarmente el segundo miembro, por dr, 
m tiene por [91-2] 

/ 3P , „ . 3F _ , „ . \ _ 


3F \ 

grad U + -gzr- grad V + ... J 


dU + 


dV + 


v aplicando [91-3] resulta [91-4]. La conservación de la diferenciabili- 
(ImÍ se ha justificado en § 67-2. 

c) En forma análoga se demuestran las relaciones: 

|91-5] grad(U + V) = gradU + gradV, 

191-6] grad(U.V) = U.gradV + V . grad U. 

d) De la expresión [66-13] del gradiente en coordenadas 
roHulta: Si U y V son funciones de x, y, z tales que 

191-7] gradU = gradV, 

mi' 1 iene (§ 66-2) 

191-81 u = V + const. 


2. Campos vectoriales. Líneas de fuerza. — a) Si una fuerza 
|9l-9] f = f(x,y,z) = Pi + Qj + Rk 

"•ilii definida en todos los puntos del espacio, o de un cierto 
H'cinto, tendremos lo que se llama un campo de fuerzas. Aná- 
l"i-;imente podemos considerar un campo de velocidades en el 

.vimicnto de un flúido, o de intensidades en conducción del 

■ dor o de la electricidad, etc. Nos convendrá considerar inde- 
iM iiiliontemente del significado del vector f, un campo vectorial 
191 91 que puede darse mediante tres funciones: 

19110] P = P (x,y,z), Q = Q (x,y,z), R = R (x,y,z). 

I'+Ihh funciones pueden depender también del tiempo t 
(. irrnplo: campo gravitatorio de un conjunto de astros, varia- 
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ble al moverse éstos) ; si no dependen del tiempo, el campo se 
llama estacionario. 


b) Una representación aproximada de un campo vectorial 
se obtiene considerando un gran número de puntos a cada uno 
de los cuales se aplica el vector correspondiente. Esta amagen 
puede mejorarse en varios aspectos mediante la idea de linea 
de fuerza sugerida por la familiar experiencia de las limadu- 
ras de hierro en un campo magnético. 

Una línea de fuerza es una curva que tiene en cada uno de 
sus puntos la dirección del campo en ese punto, es decir, en 
cada uno de sus puntos el correspondiente vector le es tangente. 
En otras palabras, las líneas de fuerza son las envolventes de 
los vectores del campo. 

La determinación de las líneas de fuerza se logra integran- 
do un sistema de dos ecuaciones diferenciales. En efecto, por 
ser paralelos los vectores tds = da;i + di/j + d 2 :k, y L91-JJ, se 
obtiene (§ 60-8, di) : 


[91-11] 


da 

P (x,y,z) 


Q(x, y,z) 


d z 

R(a, y,z) 


Ejemplo 1. Para el catnpo gravitatorio de una partícula enelon- 
gen las componentes son (mjr) (x/r)= mxh*, my/r*, 
ciones diferenciales de las Ííneas de fuerza resultan úxjx -_y/y > 

y se obtienen de inmediato las integrales in y = in x + ln U ln z jr 
Lln» + ln C* o sea y = C x x, z = C&) es decir las líneas de fuerza son 

las rectas por el origen. 

NOTAS: 1. Como es poco usada la denominación general de Uneas de 
nmyo hablaremos de líneas de fuerza para un campo vectorial cual- 
(luiera. Cuando el campo es de velocidades (por ejemplo: movimiento 
ún flúido) las líneas suelen llamarse líneas de flujo, y en general 
coinciden con las trayectorias de las partículas (ver nota á). 

2. E1 concepto de línea de fuerza condujo a Faraday a muchos de 
sus importantes descubrimientos en electricidad y magnetismo. 

3 En el movimiento de un fluido, cada partícula se mueve segun 
1ina lov T=r x(t) M = y(t), z=z(t), y como además cada particula pui- 
de individualizarse por su posición Mo(*o,!/«,«») en un msto.nte ' 
movimiento de todas las partículas puede describirse con tres funcione» 
del tiempo, cada una con tres parámetros: 

[9-12] x = x(t; xo, yo, zo), y = y(t;x 0 ,y<>,z<>), z = z(í; x 0 , y<>, z<>). 

Las ecuaciones 

[91-13] = x'(t; xo, Vo, z 0 ), y' = y'(t; xo,y<>, z 0 ), z’ = z'(t; x 0 ,y»,z 0 ) 

dan en todo instante la velocidad de la partícula que estaba en. Mo en H 
ingtante t=t 0 . Para conocer en funcion del tiempo laveloculad 
partícula que en cada instante pasa por un punto fijo M (x,,y. z) 
pacio, o» necesario conocer la posición de cada una de esas partículas r 
t to, para lo cual se resuelven las ecuaciones [91-12] respecto de Xo, II", *■ 
y 80 reempluzan los resultados en [91-13], dando 
[01-14] ¡r' V (t; x, y,z), v' =. Q(t; x,y,z), z' = R(t;x,y,z). 
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Estas ecuaciones definen el cam.po de velocidades, en general varia- 
ble con el tiempo. Para cada instante í = const., las líneas del campo o 
líneas del flujo son las curvas integrales del sistema de ecuaciones dife- 
renciales 


[91 ’ 15 ^ P (t;x,y,z) 


__dy_ 

Q(í; X,y,z) 


_d z_ _ 

R(í; x, y,z) 


En cambio las trayectorias de las partículas, también llamadas lineas 
de corriente, son las curvas integrales del sistema [91-14], donde t es la 
variable independiente. Por consiguiente las líneas de corriente son en 
general distintas de las líneas de flujo. Hay coincidencia si la direccion 
del campo en cada punto no varía con el tiempo y en especial en cautpos 
cstacionarios, donde la velocidad en cada punto es independiente del tiempo. 

En cambio, en un campo de fuerzas, aún estacionario, la trayectoria 
de una partícula no coincide en general con una línea de fuerza. Basta 
considerar la caída de un cuerpo con velocidad inicial no vertical. 


Ejemplo 2. En el campo 

[91-16] x = tco + lt* , y = y 0 + W , z = z 0 + t , 

nl derivar se eliminan ya los parámetros x 0 , y 0 , z a , obteniéndose para cada 
instante la velocidad en cada punto del espacio: 

dcc_d y_ _ d z _ ^ 

dt ~~ dt ' dt 

Como esta velocidad depende del tiempo, el campo no es estacionario. 
I.ns líneas de flujo en cada instante son las curvas integrales del sistema 


dcc _ d y _d z_ 

t ~ t “ 1 


(t = const.), 


i> sea las rectas de ecuaeiones 

x = tz + Ci , y = tz + Co , (t = const.). 

En cambio las trayectorias o líneas de corriente son las parábolas 
|9I-16]. 


3. Divergencia. — Dado en coordenadas cartesianas el cam- 
l »o vectorial v = Pi + Qj + Rk, llamaremos divergencia de v 
nl escalar 


191 17] 


,. 0P . 0Q 

div v = —-h 

da; dy 


BR 

02 ? ’ 


l’ara que esta definición tenga interés es necesario probar 
'|ik> div v es independiente del sistema de coordenadas en que 
mi• rcpresenta v, y ello resulta del significado geométrico de la 
dlvcrgencia. Veremos (§ 92-1, ó 2 ) que si v es por ejemplo el 
■ iimpo de velocidades en el movimiento de un flúido, divv re- 
prcHcnta la velocidad de expansión por unidad de volumen en 


• ndii punto. 


No obstante daremos abora una demostración directa. E1 fluido que 
mi I t„ ot'upaba un dominio Do, ocupa en cada instante t un dominio D 
i ii vii voluinen, teniendo en cuenta la correspondencia [91-12] entre los 
iuinlog de D» y los de D, es (§ 84-1) 
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V(t) 


= J7I ixiyiz = fff 


§ 91 -3 

J (í; Xo, yo, z 0 ) dxodyoázo , 


siendo J 

el jacobiano de la 

transformación 

[91- 

12 ]: 




dx 

dy 

a z 




dxo 

dx 0 

dxo 



í/o, z 0 ) = 

dx 

dy 

dz 

[91-18] 

J (í; Xo, 

dy« 

fyo 

92/o 




dx 

'dy 

a z 




dz 0 

dzo 

dzo 

Si dJ/d t es continua se 

! tiene 




[91-19] 

dU _ 
dí 

ffí 

dJ 

dt 

dxodyodzo 


a su vez dJ/dí se calcula primero, para t = t 0 , por la regla de derivación 
de un determinante (§ 32-5) 


dJ 

dí 't= t . 


ap 

9Q 

9R 


1 

0 

0 


1 

0 

0 

9xo 

dxo 

dxo 








0 

1 

0 

+ 

ap 

92/o 

3Q 

92/o 

3R 

dy 0 

+ 

0 

1 

0 






0 



ap 

9Q 

3R 

0 

0 

1 

4 0 

0 

1 

«0 

9z 0 

dzo 

dzo 


o sea 
[91-20] 


dJ 

dí 


=, = ( 


3P 3Q 9R 

dxo + 9 2 /o 


a ^ 0 )* = * 0 ' 

En efecto, como para t = U, x, y, z se reducen a x 0 , y», zo, se tiene 
para t=t 0 : 

dx 



dx 

dy 

3z 


dx 0 

tyo 

azo “ 



0‘X 

. a / 3cc \ 



Ztixo 

9a:o \ 9t / 

Como 

[91-20] 

vale para 

cualquier 

[91-20] t = 

: to, y [91-19] da 


[91-21] 

dV 

dt 

-JJJL [£ 

y entonces 

, siendo 

(i el valor 

medio de 


ÍP. , 

dx dy 


a y 

ap 

dxo 


+ ÍQ- + 
+ ^ 


3Q_ 

3z 




3R "I 

J 


dV 


en D, se tiene: 
[01-22] 


j_ _dy_ 
V d t 


= |X. 


Si D contiene siempre el punto M y tiende a cero su diámetro, «'l 
límite del primer miembro de [91-22] es la velocidad de expansión por 
unidud |do| volumen en M, y el del eegundo ln divergencia. 
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Si para todos los movimientos es div v = 0, el flúido se lla- 
ma incompresible. Para ver cómo entonces las líneas de flujo 
pueden dar una idea [por ahora cualitativa y que más tarde 
(§ 92-1, nota 1) precisaremos] de la intensidad del campo, con- 
sideremos una curva cerrada C, las líneas de flujo que se apo- 
yan en ella forman una superficie que llamaremos tubo de vec- 
tores (en un campo de fuerzas, tubo de fuerzcts). Si el movi- 
miento es estacionario las trayectorias o líneas de corriente son 
las líneas de campo o de flujo (§ 91-2, nota 3) y entonces el 
flúido fluye dentro del tubo sin cruzarlo. Si además el flúido 
es incompresible (o al menos en el movimiento considerado es 
t liw = 0), la velocidad debe aumentar cuando el tubo se es- 
i;recha y recíprocamente. En general: en un campo estaciona- 
rio con divergencia nula, la intensidad en los puntos de una 
línea de fuerza crece o decrece según que las líneas se aproxv- 
men o se separen. 

4. Circulación. Campos conservativos; potencial. — a) Cir- 
culación en un campo vectoriat — Si en el campo vectorial 
191-9] consideramos un arco de curva AB tendremos un vec- 
l,or del campo aplicado a cada uno de sus puntos, y podremos 
eonsiderar la integral curvilinea 

191-23] J ab Fdx + Qd y + Rdz = j^ B f • ds , 

donde el segundo miembro resulta de observar que el integran- 
do del primero es el producto escalar de los vectores [91-9] y 
d»«d&.i + di/.j + ds.k. Esta integral curvilínea [91-23] 
iio llama circulación del vector f a lo largo del arco AB. 

La aplicación física más importante se obtiene en un cam- 
l)o de fuerzas. En tal caso la integral [91-23] se conoce como 
Ivabajo de la fuerza f sobre una partícula que se desplaza a 
lo largo d.el arco AB. 


Notas: 1. Esta denominación se justifica considerando a [91-23] co- 
mo un límite de sumas de acuerdo con la definición de integral curvilí- 
ut'ii (§ 88). 

2. Una partícula de masa m = 1 sobre la que actúa la fuerza [91-9] 
in< mueve de acuerdo con las ecuaciones de la Dinámica 


|HI 24] 


d 2 x 

dt 2 ~ 




Multiplicando estas ecuaciones por dx/dt, dy/dt, dz/dt respectiva- 
nn'iitc, y sumando, se obtiene: 


1 d 

V/ d* \ a , 

( dy V , 

/ dz \ a ' 

1 

2 dt 

|_(”d r) +, 

\~if) + 

( dt ) 

l = 


dx 

„ d y 

_ dz 



= p -dT + 


R -d T* 
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E1 primer miembro es la derivada de la energía cinética T = iv s , de 
modo que integrando de t 0 a U, y llamando A, B; Ta, T b a las respec- 
tivas posiciones y energías cinéticas de la partícula, tendremos: 

[91-25] T-T.= ^(P|- + QÍ+Hf)d« = 

= | Pdx + Qdy -f Rdz , 

/ab 

es decir, la variación de energía cinética es igual a la circulación en el 
campo de fuerzas, o sea al trabajo del campo sobre la partícula, a lo 
largo de AB. 

b ) Campos conservativos; potencial. — E1 cálculo de la 
circulación requiere en general conocer el camino, y éste en 
general no se conoce de antemano. De ahí la importancia de 
los campos conservativos, caracterizados por el hecho de que 
la circulación entre dos puntos no depende del camino que los 
une. En tal caso, fijado un punto M 0 (:r 0 , Vo, *o), para cada 
punto M (x,y,z) la circulación 

roi-26] í Pdx + Qd y + Rdz = U (x,y,z) = U(M) 

J M 0 M 

tiene un valor determinado, y así define una función uniforme 
U (x,y,z) que por lo visto en § 89-3 es una función primitiva 
o función potencial de la terna de funciones P, Q, R, y que 
ahora llamaremos potenciat del campo conservativo. 


Notas: 3. En un campo conservativo de fuerzas, la función —U se 
llama eneryía potencial en M, y la ecuación [91-25] establece que la su- 
ma de las energías cinética y potencial es constante durante el movi- 
miento de la partícula, al estar el trabajo del campo dado por la dife- 
rencia de potenciales igual al del extremo menos el del origen del camino. 

4. En cierto8 campos newtonianos (ver § 93-1, nota 1) se llamn 
potencial a la energía potencial. 


E1 potencial determina por completo el campo, supuesto éste 
continuo, es decir, con componentes continuas, pues (§ 89-3) 

[91. 2 7]P = ^-, Q-B., E = ^-, o sea f = eradU; 

es decir: la componente del campo conservativo en una direc - 
ción cualquiera es igual a la derivada del potencial en esa di- 
rección. 

Entonces un campo conservativo puede determinarse por 
una única función, el potencial U. Recíprocamente (§ 89-3), 
hí existe en un recinto simplemente conexo una función un¡- 
forme = cp(x, y, z) tal que 



= —‘i 1 - R = , o sea f = gradcp 

dy ■’ dz 


P 


Q 
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siendo P, Q, R continuas, es f un campo conservativo y cp un 
potencial del mismo. 

Si U es una función potencial, lo es también la función 
V = U + C, siendo C una constante arbitraria, y recíproca- 
mente dos potenciales U y V de un mismo campo f difieren en 
una constante, pues (§ 66-2) : 

grad(U — V) = grad U — gradV = f — f = 0. 

Es decir: El potencial está determinado a menos de una cons- 
tante aditiva arbitraria. En ciertos casos se fija esta constante 
mediante una convención oportuna (ver § 93-1, nota 2). 

Si un campo vectorial [91-9] cuyas componentes P, Q, R 
admiten derivadas primeras continuas es conservativo, resulta 
de [91-27] 


3 

/3U\ 

3 

/9£\ 

3Q 

3 y 

\3« / 

dx 

\ 3 y) 

3a: ’ 


que conjuntamente con las otras dos relaciones análogas dan la 
Miguiente condición necesaria [y también suficiente si P, Q, R 
Hon diferenciables (§ 89-3, a)], para que el campo simplemente 
conexo sea conservativo: 


191-28] 


3P = dQ 
dy dx 


3Q 

dz 


3R 

3 y 


3R 

dx 


3P 

dz * 


Nota 5. Las curvas (superficies) de nivel del campo escalar plano 
(eapacial) V = U(x,y), [U = U (x, y, z) ] (§ 64-2, 6) se llaman curvas 

(nuperficie8) equipotenciales del campo conservativo f — gradU. Lomo 
i'l campo tiene la dirección de la normal n a ellas, y su intensidad es 
1 11 /3n, se tiene: la intensidad del campo es inyersamente proporcxonal a 
la dwtancia infinitésima entre superficies equipotenciales. 


5. Rotor. Campos irrotacionales. — Vimos (§ 91-4, a) que 
lu circulación [91-23] se interpreta en un campo de fuerzas 
como trabajo de una partícula que se desplaza. Otra interpre- 
lución sugestiva de la circulación a lo largo de una curva abier- 
I u o cerrada se obtiene en un campo de velocidades 

191 -29] v = Pi + Qj + Rk 

<lr un flúido (o también de un sólido, ver ejemplo), pues en 
lnl caso da una medida de la circulación general (positiva o 
m-gativa) del flúido a lo largo de la curva en el sentido elegido. 
; ii (>n un recinto simplemente conexo la curva C es cerrada y 
Ij i circulación por ella no se anula, ello indica que en una su- 
pciTicie limitada por C el movimiento tiene un carácter gene- 
i'n I rotatorio; por tal razón cuando la circulación se anula so- 
lirc loda curva cerrada C el movimiento, y también el campo v, 
I' llama irrotacional, pero esa condición equivale (§ 89-3, b) 
u <iuu el campo sea conservativo (§ 91-4, b). 
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En el caso general, si la curva cerrada C se contrae hacia 
un punto M de modo que tienden a cero tanto el área a de una 
superficie S que la tenga por borde, como su diámetro, la cir- 
culación sobre ella tiende a cero, pero no así en general su co- 
ciente por el área a¡. E1 límite de este cociente depende de la 
dirección n de la normal a S, veremos (§ 92-2) que en forma 
tal que define un vector, llamado circuláción en el punto M, o 
rotor del campo en M, indicado por rotv, cuya componente 
según n es (fig. 813) : 

[91-30] (rotv) n = rot„v = lim ~ f v.ds. 

0 J c 

Ejemplo. En un sólido que g'ira alrededor del eje z con velocidad 
angular 1, la circulación sobre la circunferencia x" + y 2 = r 2 , z = z<,, en 
el sentido de la rotación, es 2jrr a , dividida por el área del círculo da 2. 
En toda curva situada en un plano por el eje z la circulación es 0, el 
vector rot v vale en el origen de coordenadas: 0i + 0j + 2k. 

Para calcular la componente de rotv según z, tomemos en 
el plano (x, y) el cuadrado limitado por las rectas x = d= h, 
z => 0, é y = d= h, z = 0, la circulación en el sentido positivo 
(dextrógiro) es (fig. 314) : 



Fig. 818 Fi £- 314 


\ h Q(h,y,Q)dy+ f " P (x, h, 0) dx + 

—h ' / h 

+ f~ h Qi—h,y,Q)dy + £p(x,—h.0)dx = 
= J ' l h [Q (^, y, 0)— Q(— h, y, 0)]d?/ — 

_ \ h JP(x,h,0) — P(x,—h,0-\dx. 
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Aplicando sucesivamente los teoremas del valor medio del 
Cálculo integral y del Cáleulo diferencial, esta expresión se 
transforma en las siguientes, siendo i, rj, p' números com- 
prendidos entre — h y h: 

lQ(h,^0)~Q(—h,r\,0)]2h — 

— [P(!,M)— P(l,— h,0)]2h = 

de suerte que después de dividir por el área 4 h 2 del cuadrado 
se tiene el límite: „ 

. dQ dP 

rot~v = —-— . 

dx 9 y 

Como las otras componentes resultan por permutación cí- 
clica se tiene: 


/9R 

9Q 

13 y 

dz , 

+ 

/ 9Q 

dx 


. /_9P_ _ _9R 

\ 9 z dx 


191-31] rotv = 


Nota. La condición [91-28] para que un campo sea conservativo o 
11 cotacional, equivale en virtud de [91-31] a la condición rotv = 0. 

6. E1 operador nabla de Hamilton y sus aplicaciones. — 

u) IIamilton introdujo el operador simbólico (nabla, delta 
invertida o del) definido así: 


91-32] 


. 9 , . 9 . - 9 

v ~ '1F + J 1F + k lF 


qiic permite resumir en forma clara y sencilla todas las opera- 
' umes vectoriales que estamos considerando: 

a t ) Aplicado a un escalar U, resulta el gradiente; en efecto 

vu= íi 8+i » + k X) U = 1 ÜL , .JU ,.3U _ 


vu = i 1 ^+^+ k ^) u = i ü-+^+ k i L - 

ii Hea: 

191-33] vU = gradU. 

<h) A un vector, aplicado escalarmente resulta la diver- 
iit ncía; en efecto 

v - f - { l -k +1 W +k w)- (pi+Q1 + 1tk) = 


= _ap 9Q , 9R 

dx dy ' ' dz ’ 


V por [91-17] 
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[91-34] V - f = div f. 

a 3 ) Aplicado vectorialmente resulta el rotor', en efecto 

i 3 k 

* _9_ _1_ J_ 

v At dx dy dz 

P Q R 

y por [91-31] 

[91-35] v A f = rot f. 

b) Si u y v son vectores y $ un escalar, variables, valen 
para el operador nabla las siguientes identidades: 

[91-36] V • ($«) = (V4>) - u + * (V .u) ; 

[91-37] V A (<f>u) = (v$)Au + $(VAu) ; 

[91-38] V . (u A v) = (V A u) . v — (v A v) . u ; 

o sea 0 

[91-36'] div(4>u) = (grad $) . u + $ div u ; 

[91-37'] rot(<E>u) = (grad í>) A u + $ rot u : 

[91-38'] div (u A v) = v . rot u — u . rot v . 

DEM. Rasta transformar las expresiones de los primeros miembros 

en coordenadas: 

7\ 3<P . 9P 

60 div(*u) = -¿-(*P) + ••• =-^-' P + ••• +<í, l^ + 


6.) rot('l’u) = 

i j k i J k 

3 3 3 _ ++ jj. 

— ~3y ~~ dx dy dz 

«I»p <i»Q 4>R P Q R 

60 S e tiene, entendiendo que un determinante simbólico con una 



» bien i, j, k, se interpreta desarrollándolo por dicha línea: 


i j k 

0 J_3_ 

+ ^ 3x 3y 

P Q R 


div(u A v) 


J_8_3_ 

dx 3y 9z 

Ui Ua Ut 

V J 0, Vi 
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3 

3 

3 

3 

3 

3 

= V . 

3x 

3y 

Sz + u. 

dx 

9 y 

3 z 


Ui 

Ut 

Ua 

i 

j 

k 


i 

j 

k 

Ví 

Va 

Va 


= v . rot u — u . rot v. 


c) Otras relaciones. — c x ) E1 operador v se comporta en 
muchas identidades como un vector; por ejemplo 

V A v U = 0 ; v • (v A u) = 0 ; 

o en notación ordinaria 
[91-39] rot grad U = 0 ; 

[91-40] divrot u = 0 . 

Ahora bien, [91-39] expresa que un campo conservativo es 
irrotacional, lo que es cierto (§ 91-5) conjuntamente con la in- 
versa: si rot v = 0, existe U = U (x, y, z) tal que v = grad U. 
En cuanto a [91-40], se demuestra en coordenadas, y expresa 
que el rotor es de divergencia nula o solenoidal (§ 92-1, c; 
§ 92-3). También vale la propiedad recíproca: todo vector so- 
lenoidal puede expresarse como el rotor de otro vector. 

Dem. Habrá que probar que si v es solenoidal, es decir div v = 0, 
existen vectores u tales que v = rot u . 

En efecto,_si v = Xi -f Yj -f- Zk, busquemos un u = Pi + Qj + Rk tal 
que R(x, y,z) =0, debiendo ser entonces 

Y _ S Q v _ JP. 7_i0_ +P_ 

“ dz ' x - dz ’ dx ~ dv ’ 


7 .... 9 Q 9P 

’ dx dy 


para que sea v = rotu. 
Tomemos 


=-r 


X(*,V,Odf 


=r 


Y(*,l/Odí + a(x,y) , 


•’n tal forma que aplicando 


,. _ S X 

divv = -x — 
ox 


+ + + -» 

oy dz 


I enulte 


? _ 8 Q_ s p f z /.jx, , A t _ da 

dx dy J Zn \ dx + dy ) dy 

C z 9 Z 9« . 3 a 

= X ^ S ~~W = z <w>- z <w>- 17 ■ 

l'ni'ii lo cual será necesario y suficiente tomar 3a/3y = — Z (,x,y,z 0 ), es 
«Iticlr 

a(x,y) = — f Z(íc,r, « 0 )dp. 
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p . nr „ __ P i + Qj + Rk tal que sea v = rot u, es el de- 
Por tanto, un vector u — n -1- w f 
t.erminado por 

p = f* X Z(a ’' 11 ’ 2,) 11 ’ 

*'*o ° 

Q s _ r X(x,y,n d? , R = °- 

ara *(* v .), función diferenciable arbitraria, 
Fácil es ver quo PJ r + grad *. 

toda solución w tendra la foima r deriV ado V u, lo que 

c \ Si se tiene en cuenta (§ 72- ^ dor v a un vector (ademas 
da una tercexa manera <te aphca ^ ^ siguiente . s identidades: 

r9i-4i] indlCa aS e V (*o) = (V *)« + * V U ; 

[91-42] V (u A v) = (V u)^ A v - u(v . v) _ V (V • U) J 

[91-43] V A (u A v) = v • (V u) ( + ' v y) u . 

[91-44] V (u ■ v yA ( vAu ) ; 

[91-45] ( VU ) T = V JV )+ +vA(vAa ) +uA(vAv). 

[9 ‘^Conviene' li^la ^ 

-ÍJ-ííBÍ? tos U dos P siguientescon [91-38]-Tani^ i u^ , 

XnfoSU ^SrvTv^tnffica - a—nte 

tensor Ulgfdo 2 'ai VU por ei 
de símbolos, pag. 601). 


*) Overador *e Laplace. - ® operadop A idelta) «Je La- 

“ a “t' U . 

[91-47] aU = V 2 U - V • (vu. 
o en coordenadas: 


[91-48] 


AU 


3 2 U , 95L 4- JÜIL . 
dx 2 3 y 2 d * 2 


F ¿ n r a r T siT P d ^ M ntt» p “^ a - 

LAPLACE 


[91-49] 


aU = 0. 


Las funciones U que satisfacen esta ecuación se Uaman ar- 
mónicas (cfr. § 98-1,b, y nota II, b.)- 


NOTA En 1785 publicó LAPLACB e^a ^iación^n^coordenada^ ^ p 

l8rea N r¿ 2 -l ai. « 

?po p =°a r «s: d-a—- 

r:o*c n d i(oí-S» P en^,.tc 8; 


AU = U*. + U*» — 0# 


Tnmblón .0 u« 1» notación A. para ol operador A_ v‘. 
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EJERCICIOS 

1 . En el campo de velocidades v = 5i + íj + 9k hallar: l 9 ) Las 
trayeetorias de las partículas; 2°)Las líneas del campo. 

2. Lo mismo para el campo de velocidades v = tx i + 2/3 + zk. 

3. Determinar el potencial del campo vectorial plano, de componentes 
X =(2/3)as* + xv 2 , Y = x"y + (2/3)2/®. 

4. Lo mismo para el campo X = y + z, Y = z x, Z = x + y. 

5. Puede ser rot f ^ 0 aún siendo el campo f de dirección constante, 
y también rot v = 0 en un campo de velocidades v donde las partículas 
se muevan en un mismo sentido según circunferencias con un eje comun. 
Probar que ello ocurre en los campos 

f = 2 /i + 0j + Ok , v = (—2/i + *j + 0k) / (x 2 + y 2 ) , 

en todo el espacio para el primero, y en todo recinto que excluya al eje z 
para el segundo. 

6 E1 campo v del ejercicio anterior admite el potencial multiforme 
U = a'rc tg(y/x). (Cfr. § 89-1, ej 2, y § 89-2, nota 2). 

7. Comprobar que las funciones (x 2 + y 2 + z 2 )~i, ln Vx 2 + y 2 , 
arct g(y/x), son armónicas. 

8. Verificar que la función 

_ r — a Bb b — r A a 
U "" b — a ’ r — a ‘ r 

eon r = (x 2 + y 2 + z 2 )i satisface a la ecuación de Laplace, y toma los 
valores constantes A y B sobre las esferas r = a, r = b respectivamente. 

9. Probar que si U es solución de la ecuación de Laplace, lo es 
también 

/ 3 _3_ __L\ TT 

F \ dx ’ dy ’ 'dz ) 

d¡ V(x,y,z) es un polinomio en x, y, z. 

10. Probar que si Y(x,y,z) satisface a la ecuación de Laplace, lo 
mlamo ocurre con 



«lcndo r = (x 2 + y 2 + z a )V*. 

11. Probar que si f (t) admite derivada segunda no idénticamente nu- 
Iii, I’(ax + by + cz) es armónica si y sólo si d ¿ + b 2 + c* = 0. 

12. Toda función homogénea de grado n en x, y, z, que satisfaga a 
Iii ecuación de Laplace [91-49] se llama (Thomson y Tait, 1879) armo- 
n ira iisférica sólida de grado n; (cfr. § 93 ejercicio 19). Verificar que 
1 «. hoti (x 2 + 2 / a + » 2 )-V 2 , 1, ax + by + cz, x 2 + yz — y 2 , (x + iy) n , con 
MTiulos —1, 0, 1 (si abc=+ 0), 2, n, respectivamente. 

13. Probar que si U es armónica esférica sólida de grado n, r'|U, 
'«•II r (x 2 + y 2 + 2 2 ) 1 / 2 , satisface a la ecuación de Laplace [91-49] si y 
iii ilu Mi h = 0 ó h = —2 n — 1, obteniéndose en el último caso una armó- 
m 1« ii DHférica sólida de grado — n — 1 (Lord Kelvin). 
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§ 92. Teoremas integrales y aplicaciones 

1. Transformación de integrales triples. - a) Flujo deun 
campo vectorial a través de una swperficie. — Dado^un campo 
vectorial uniforme w, si se considera un area 0 f i® 

dirección de w, se Uama flu]o de w sobre o al producto 

0 ^Si el área es oblicua al vector w, y el ángulo de mcidencia 
es (n, w), se llama flujo al producto 

w . o . cos(n, w) = o . proy. de w sobre n = w n • o 

cuyo signo depende del sentido que se adopte para ^normal 
n. E1 ffujo es un escalar y su significado fisico de P™ de de lu 
magnitud que represente el vector._ Si es la veloeld + de u , 
flúido, el flujo es la cantidad de este que pasa por o en 
unidad de tiempo; si representa una radiación lu “™ osa > c ¿“' 
rífica, etc., el flujo es la cantidad de energia que pasa a tr 
vés de o en la unidad de tiempo, etc. . • i 

Dada una superficie curva cualquiera y un campo vectora 
w de componentes variables (X, Y, Z) funciones de ( >V> ) 
el flujo elemental correspondiente a cada elemento de superi! - 
cie d S es w n . dS, y el límite de la suma de flujos elementales 
se llama flujo dewa través de la superficie. Su expresion es, 
por tanto: 

[92-1] Flujo = / J s ™ndS = JX n - w áS = 

= fj [Xcos(n, x) + Ycos(n, ?/)+Z cos(n, z)]áS = 

= / f Xáyáz + Yázáx + Záxáy , 

según vimos en [90-15], con las convenciones de signo allí con- 
sideradas Si la superficie S es cerrada, se aphca el convemo 
establecido en § 90-3, es decir, el flujo sahente de la ~ 
cie cerrada se considera positivo, y el entrante se toma nega- 
tivo es decir, a w n le atribuimos signo + si la proyeccion a 
w sobre la normal está dirigida hacia el extenor del recm o, 
y sijjno — si está dirigida hacia adentro. Esto se ex PJ e sa 
vemente diciendo: es la proyección de w aobre^ lanormal 

exterior n„. Así, los dos últimos miembros de [92-1] se mtci 
pretan según [90-22]. 

b) Teorema de Gauss o de la divergencia. Ya hemos 
expresado en [91-21] la velocidad de expansion o denvada con 
respecto al tiempo, del volumen de un fluido, obtemendo 



192-2] 


div v dV. 
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E1 primer miembro se puede calcular de otra manera pen- 
sando en el movimiento de la superficie que limita al flúido pri- 
mitivamente en un recinto R de volumen V. Si suponemos que 
R tiene una cara plana P de normal exterior n e y superficie 
A S, y que en sus puntos es v = const, el crecimiento del volu- 
men a través de P por unidad de tiempo es (fig. 315) 

h . aS — v cos (v, n e ) . A S = v n . A S. 

Para un recin- 
to R cualquiera li- 
mitado por una su- 
perficie con plano 
tangente en todos 
sus puntos tendre- 
mos un valor apro- 
ximado de áV/át 
considerando un 
poliedro inscripto 
y para cada una 
de sus caras, co- 
mo valor constan- Fi «• 316 

te de la velocidad, 

el correspondiente en el campo a uno de sus puntos. Si el cam- 
po v es continuo, este valor aproximado S’y n A5 tiende al valor 
exacto dV/d¿ cuando tiende a cero el máximo de los diámetros 
de las caras, y el ángulo de éstas con los planos tangentes. Por 
otra parte, la suma 2v ro A,S tiende a una integral de superficie, 
resulta así: 



y de aquí por [92-8] resulta el teorema de Gauss o de la di- 
vergencia : 

t» 2 - 4 ] / ff B div vdy =/ f' v n dS = f f' n„. v dS , 

o en notación escalar [91-29], llamando n x , n 2 , n 3 , a las com- 
ponentes de la normal exterior a la superficie S, y siendo 
v =Pi+Qj + Rk: 



-;x (wi P + n 2 Q + n 3 R) dS. 


Expresa [92-4] que la integral de la divergencia de un cam- 
l>o vectorial en un recinto R es igual a la integral sobre la 
impcrfide que lo limita, de la comyonente del campo según la 
normal fxterior. 
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E1 primer miembro de [92-4] suele llamarse divergencia 
total en R, y la integral f f v n d S. extendida a una superficie 
cerrada o abierta, es el flujo del campo a través de la super- 
ficie. Entonces el teorema de Gauss establece que la divergen- 
cia total en un recinto es igual al flujo a través de la super- 
ficie que lo limita. 

Ejemplo. Para P = *, Q = y, R = * en [92-5] resulta [90-20]. 

c) Condición necesaria y suficiente para. que divv se anu- 
le en todo punto, es que se anule el flujo a trave ® ^ e /¡*¡ 
perficie cerrada. En este caso el campo se llama solenoidal (tal 
ocurre con el campo magnético de una bobma o solenoide). 

Cl ) si divv^O, por [92-4] se anula el flujo a través de 
toda superficie cerrada. 

Co) Si divv#0, por ejemplo divv > 0 en Mo(®o,M)» 
por la continuidS de dF/dx, .... será divv>0 en todo un 
entorno de M„ y por [92-4] será > 0 el flujo a traves de la 
superficie que lo limita. 

En el movimiento de un flúido esto só\o • P u e de 
el flúido se expande o dilata, con una velocidad dada por [ 92 - 3 ] 
Aplicando entonces el teorema de Gauss a un entorno mfini- 
tésimo de M 0 resulta: En el movimiento de un fluido, la diver- 
gencia de la velocidad representa en cada punto la velocidad 
de expansión por unidad de volumen. 

Notas: 1/ Consideremos en un campo solenoidal un recinto R íor- 

j 1 trnvn rlp nn tubo de vectores entre dos secciones Si y S 2 . Si 

mado por el trozo de un tuDo oe vec q ^ equipotenciales de un 

K el sentido de que lo« » ^ sus -™ries n, y nijon v, £«» 

J ^ e^rri^^o^elb^oTtravés de las paredes del tubo es 
nulo, tendremos, por ser el campo solenoidal: 



y entonces, Uamando o“> y ■>>” a dos secciones inlimtésimas de un inistno 
‘tubo, y v w y v w a las intensidades del campo en ellas, tendremos. 

[1)2-6] v w o w = v w o w , 

w decir cn un cam V o solenoidal las intensidades en los vnntos de un tubo 
2 vectores de sección infinitésima, son inversamente proporcionales a las 
áreas de las secciones normales. 

2. La relación [92-5], también Uamada fórmula de Gauss o de Os- 
TKOGitADHKI, puedc ('sciil.irse también en la forma (ver § 90-8, c) . 
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fffs Mr + + •fr) da;d! ' d * - 

— f f ^dydz + Qdzda; + Rdad^/ , 

donde debe observarse el orden de las diferenciales en el segundo miem- 
bro, en relación con lo visto en § 88-5, c. 

d) Fórmulas del gradiente y del rotor. — Las integrales 
triples de grad U y de rot f se transforman así: 

[92-7] f f grad U AV = f f nU dS , 

t 92 - 8 ] ///, roffdC = ff nAfdS. 

Dem. di ) Haciendo en [92-4] v = U (x, y, z)a (a = const.) y tenien- 
do en cuenta que por [91-36'] es div v = (grad U) . a, resulta 


-///. 


grad U dV = a 


nU dS 


y como esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 
[92-7] . 

dv) Haciendo en [92-4] v = fAa (a = const.) y teniendo en cuenta 
que por [91-38'] es div (f A a ) = a rot f, resulta 

‘■fjf IotfdV - f f (n,f,a)dS = a. JJ g n A f dS , 

y como esta igualdad de productos escalares vale para todo a, resulta 
[92-8]. 

2. Carácter intrínseco de los operadores diferenciales grad, 
div, rot. — Que los operadores diferenciales grad, div, rot, de- 
finidos por sus expresiones en coordenadas cartesianas [66-13], 
[91-17] y [91-31] son en realidad independientes del sistema 
de coordenadas, resulta muy fácilmente de las fórmulas [92-4], 
[92-7]. y [92-8], dando esta última también el carácter semi- 
tensorial (§ 63-2, e) de rotf. Ello resulta de la invariancia de 
las expresiones que figuran en los segundos miembros con res- 
peeto al sistema de coordenadas. 

Por ejemplo, si div v tuviera en otro sistema de coordenadas otro 
valor Divv, como el segundo miembro de [92-4] tiene el mismo valor en 
ambos sistemas, será para todo recinto R: 

fff B DivviV =fff di ^ iv 6 fff R (Divv — divv)dV = 0. 

Si fuera en un punto M, Div v ^ div v siendo ambas continuas, ten- 
dría la diferencia Div v — div v signo constante en un entorno E de P, 
y no podría anularse su integral sobre E. 
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3. Teorema de Stokes. - Consideremos e„ u„ c vec- 

torial v = Pl+ QJ + f ™ a la CU n r 0 V r m aí a" SdefSos e„ § 91-B 

la tenga por borde Si n es * a m0 °™ , ¡mi t e de circulación por 
rot v en cada punto de S como un um pregu „tar si re- 
unidad de superficie encerrada' e “^" ce d S 0 Ca “ tv P el f cada pu nto 
cíprocamente no sera posible, de reconstruir 

la circulaeión a 
lo 1 a r g o de su 
borde C. Divi- 
diendo S en tro- 
zos AS¿ de áreas 
A Si y contornos 
Ci mediante una 
red de curvas (fi- 
gura 316), y eli- 
giendo los senti- 
dos de circulación 
y de n de acuer- 
„ n1R do con la orien- 

F,B ‘ tación del triedro 

de coordenadas, y un punto M, en cada trozo aS,; tendremos 
por [91-30] 

[92-9] [ rot « v ] M = "ÁSrJo, V ' dS ^ 

donde e¿ tiende a cero con ^^^¿mente^a drcSóna lo 
circulaciones sobre los C¿ f 1 ™? i os arC os comunes a dos 
largo de C, pues las mte^aleb «obre os arcos gentidos 

aS¿, se destruyen mutuamente al tomwBe aos v 
contrarios. Resulta entonces poi [ 

[92-10] v . ds = S [ rot» v ]^ AS, — Se ‘ aS ‘ ' 

Pasando^al iímite para máximo^diá;"esutta'la ^jXm," 
a cero de modo tal que max e ,-a 0, resulta ía jo 

Stokes 

[92-11] J c v- ds = ,ÍX rot » vdS ’ 

ÜtlÉISÍ 

perficies Si y Sa con el mwmo borde n a ° £ super ficie 

L U rfa°da f “?S 2 e 3 e ob“e m ne invirtiendo el sentido de la normal 
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en una de las superficies Si ó S 2 , resulta que rot v es sole- 
noidal, en concordancia con la identidad [91-40] . 

Notas: 1. Llamando Wi, n 2 , n a a los cosenos directores de la normal 
n en el sentido elegido, se tienen, para la fórmula de Stokes en coorde- 
nadas cartesianas, las dos formas siguientes (ver §§ 88-4, d, y 90-2, d, 
y cfr. § 92-1, nota 2) : 


[92-12] 


Pda: + Qdj/ -j- Rda: = 


](R„ — Q.)«i +(P« — Rx)n a + (Qx—P P )M 3 [dS = 


= j’ J (R v — Q,,)dydz + (P, — R a )d 2 :da; + (Q*— P„ 


) da; dy. 


2. Si la superficie S es un recinto R del plano (x, y), [92-12] da 
la fórmula [88-25] de Riemann. 

Aplicando la fórmula de Gauss - Ostrogradski (§ 92-1, nota 2) a un 
volumen cilindrico de altura infinitésima, comprendido entre los planos de 
alturas z y z + dz y suponiendo R = 0 se obtiene, 


[92-13] 


j j (P a + Q „)dxdy = j' £ Pdy —- Qda; , 


donde el signo — resulta de lo dicho en § 88-5, c. 

De [92-13] resulta nuevamente la fórmula de Riemann [88-25] cam- 
biando P, Q, por Q, —P. 

3. En un campo vectorial v = P(a;, y)i + Q(a¡. y)] en el plano (x,y), 
pongamos diw=P® + Q v . Considerando el contorno C de un recinto R, 
llamemos t u t 2 ; n a , n 2 , a los cosenos directores de la tangente y de la nor- 
mal exterior . ae 

da: = Gds = — Wüds , dy =. t a ds = n-ids . 
resulta por [92-13] 

[92-14] f f div v dS = f (PTCi + Qw 2 )ds = í v . n ds = f v„ ds , 
J J r J c J c J c 

donde el último miembro se llama flujo del campo a través de la curva C. 
Por su analogía con [92-4] suele llamarse a [92-14] fórmula de Gauss en 
el plano, pero no es sino otra forma de la fórmula de Riemann [88-25] . 


4. Los operadores diferenciales en coordenadas curvilíneas. 

— a) Si las ecuaciones: 

[92-15] x = f(u ít u 2 , u z ), tj = g (u lt u 2 , u 3 ), z = h(u lf u 2 , u 3 ), 

donde f, g, h son funciones uniformes, y con derivadas conti- 
nuas, son resolubles unívocamente en las w¿: 

[92-16] Ui = \ii(x, y, z) , (¿=1,2,3) , 

a cada punto M (x,y,z) del espacio (o d.e una región donde las 
condiciones anteriores se cumplen) corresponde por [92-16] 
una terna, de números u lf u 2 , u 3 , y recíprocamente a cada terna 
Ui corresponde por [92-15] un punto M (x,y,z), de modo que 
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los «i constituyen un sistema de 

nación de los puntos en el weio Se 1iasjam, f . joa; 
curviUneM P^e^cuando d ^ ecuaciones pa ramétricas 

[92-17]’ ¡ V - *<.*.**•**) ’ 

z = h(Wi, u 2 0 ,Uz°) 

representan una línea, en ctor- 

§ 77-2, a). Análogamente se deftnen las aen „ 3 ( Ul = 

denadas: curvas » 2 (ií 3 = eonst., - eonsi.; y 
= const., u 2 = const.). __ 0 ¿ a una ¿ e las ecua- 

Dado un sistema de valores u ,» >’ . las tres tienen un 

ciones [92-16] , re P r d e e se c ^ d ™ a da S s UP cu rviHneas y dos a dos 
solo punto comun, de coordena las dos primeras se 

se cortan segun lineas Uu por ] P 

cortan según una línea u*. recuente en las aplicaciones, 

Nos limitaremos al caso mas su ñcies [92-161 que pasan 
en que para cada punto, las t P entonce9 S on mutuamente 
por él se cortan ortogonalmente y E1 elemen to de 

ortogonales las tres lir^ 1 P ds = h . á Ui donde las + 2 = ffu 
arco a lo largo de cada una es » C uando las tres coor- 
(cfr. § 77-2,»)^ ^««^ ^ 8 e tiene (cfr . §§ 76-1 y 
denadas Ui varian simultaneamerno. 

r 98-18] ds2 = 2 dSi2 = 2 h ' 2 dUi2 ' 

EJEMPLOS: 1. Para las coordenadas cilíndricas r f X, * (§ 84-3), se 
tiene: 

(02-19] = 

y r=lxdr-rsenXdX;d y = senXdr + rcosXd, ; d, = d, ; 

[92-20] 8 ds 2 = dx 2 + dy’ + d, 2 = dr 2 + + d, 2 

y por consiguiente _ — - 

. i . h — h-, = r i ha — ' í * — 

[92-21] hi = h r = 1 » — X ... , . 

, . / o o a • radio colatitud y 

2. Para las coordenadas esfencas (§ 84-2) . iaa 

longitud X. se tiene: , . * _ rC os0 , 

[92-22] cc = r sen o cos k , V - 

y rosulta , Sfl j.i 

[92-23] ds- = 6V + r-ds- + v. S eu»dl . 

con lo quc sc tiene rsen». 

[92*21] A, = h- = 1 ¡ = fc «= r 1 
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do constante la otra coordenada, se tiene un rectángulo curvo 
infinitésimo (fig. 317) de área: 

[92-25] d S ik = dSi ds fc = 


Si las tres coordenadas Ui _ 

varían entre Ui y Ui + dui, -- _Sj 

(¿ = 1,2, 3), se tiene un pa- 

ralelepípedo infinitésimo de / °Sij »// 

volumen: '7 ^ —- u ? 

[92-26] d7 = dsi ds 2 ds 3 = ~ f ds|=h jJ^W 

= /li /^2 ^-3 dlíi dW2 d %3 . U| U + du, 

Aplicando a este paralele- fí b . 3 m 

pípedo el teorema de la diver- 

gencia [92-4] y transformando el primer miembro por el teo- 
rema del valor medio del Cálculo integral, resulta, siendo M un 
punto del paralelepípedo y S su superficie: 

[92-27] (div v) M hi h 2 h 3 d u x dw 2 d Uz = j v n dS 

E1 flujo a través de las caras perpendiculares a la línea u x 
será por [92-25]: 

¿v Ui h-¿ h-¿ du 2 dw 3 )^ +d!4] — (v^ h 2 h z du 2 d u 3 ) Ul = 

0 

= -r— (h 2 h-¿ v„ ) d^i du 2 d% 3 + o (d Uí d u 2 du 2 ). 

OUx 

Reemplazando esta expresión y las dos análogas en [92-27], 
resulta, siendo du x , du 2 y d u 3 infinitésimos, la expresión de la 
divergencia en coordenadas curvilíneas: 

[92-28] div v = [ JL (k, h> ) + JL OH h, ) + 

Ejemplo 3. Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1) : 

1 3 1 3i)\ 'dv. 

|92-29] div v = — - 5 — (rv r ). -\ -=— + -=— . 

r 9r r 9A. oz 

\ ''ii coordenadas esféricas (ejemplo 2 ) : 

19 13 1 dv \ 

I 92-30] div v =-r--r-(r í u r ) +-— - (sen 0v Ñ ) + -- —- 

r 3r r sen 0 do d r sen 0 d\ 


e) Dado un escalar 4> = 4» (u u u 2 , u a ), su gradiente v = 
grad « 1 » tiene por componente en una dirección cualquiera, 
l/i dorivada de <l> en esa dirección: v, = grad, <l> = 04>/3 s, y en- 
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tonees las componentes del gradiente en coordenadas curvilí- 
neas son: 

1 0$ 

rnr» ni 1 


[92-31] 


v u = gradu, <$> = ■ 


hi dUi 


Reemplazando v = grad $ en [92-28] resulta entonces 
(§ 91-6, d) la exyresión del operador A de Laplace en coor- 

denadas curvilíneas: 



i í 

• d 

r h 2 h s 3$ 

1 + 

Aí> = 

hi h% hz 1 

dui 

L h x 

dUx 

J 

a r 

ha hi a<í> 

1 . 

—r 

hx h 2 

—11 

+ a u 2 L 

h 2 du 2 _ 

1 + 

dUa L 

hs 

'dUz JJ 


[92-33] 


Ejemplo 4. Se tiene en coordenadas cilíndricas (ejemplo 1) . 

1 9 / 3* \ . 1 3 a 4> , ü$_ 

a — - -- r —— -4- •—T o -r > 


A«t> = 


/ 3í> \ , J_ JJL _i_ 

’( r 0r) + r 8 3X a + 


y en coordenadas esféricas (ejemplo 2) : 

1 3 ( ^ 4. 

[92-34] A$ = -^T "áT \ 3r / 1 


r 8 sen ® 


r 11 sen 2 0 3X a 


rúMssE^síKñSsS 

tiene constante Ui vale 

K d S ,) v d,, d»,)«, = (*•»*. + < ’< d “' dfe) - 

Análogamente, la circulación sobre las otras dos caras es un rnfim- 
tésimo equivalente a 


0 

--— (hiV u ) áui áiM. 

OUí 

Dividiendo la suma de las partes principales de> eatos infimtésmios por 
<d área dS Ja = hi h 2 áui dw 2 se obtiene la componente rotw 

- = -¿r [Jr ^ - -sr ]• 


[92-36] 


Las otras dos componentes resultan por permutación eíclica de los 
sub-índicea. 
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Ejercicios 


1. Calcular el flujo del vector (xy + y 2 ) k a través del hemisferio 
z > 0 de la superficie esférica <r s + y~ + z~— 1. 

2. Verificar el teorema de la divergencia para el campo X = x, 
Y = 1, Z=0 para las regiones: 

IV) Paralelepípedo a < x < a', b < y < b', o < z < c'; 

29) Esfera a a + y* + z 2 < r 3 . 

3. Calcular el flujo del vector v = (3 xy 2 — x a )i-{-(yz z — y 3 ) j + 3a 2 z k 
a través de la superficie cerrada (* 2 /9) + (r/4)-i-z 2 =l. 


4. Evaluar 


r (™. + i|L + 'jí*.), d s 

J S \ ÍT 0" C' / 


sobre la mitad z > 0 del elipsoide (x/a) 2 -f (y/b) 2 + (z/c) 2 = 1, siendo 
<x, (3, y los cosenos directores de la normal exterior en el punto (x, y, z). 

5. Demostrar que una superficie cerrada rígida permanece en equi- 
librio cuando en toda su extensión actúa una presión exterior uniforme. 

6. Si R es una región del espacio limitada por una superficie con- 
vexa S, mediante la descomposición 


probar que 


JJJ 1 
JJX 


J ’ /' C 3Z 

dtc d y J d z 


dx d y d z 
oz 


= JJ 


Z áx d y. 


Deducir la fótmula de GAUSS-OSTROGRAnSKl en la forma de § 92-1, no- 
ta 2, y con ello el teorema de Gauss [92-4] . 

7. Un campo es central si la fuerza pasa por un punto fijo P 
(centro) y su magnitud y sentido sólo dependen de la distancia a P. 
Probar que el único campo central de centro P, continuo salvo en P y 
con divergencia nula salvo en P, es el campo newtoniano de una par- 
tícula en P (masa >0 ó <0). 

8. Un campo es axial si la fuerza es siempre perpendicular a una 
recta fija (eje ), y su magnitud y sentido dependen sólo de la distancia r 
a ella. Hallar la ley de la fuerza si el campo es continuo y con diver- 
gencia nula, salvo en el eje. 

9. Dado el vector v = — yi -f (ce 3 -f- xz s ) j + (x 2 + y 2 z 2 )k, calcular el 
flujo de su rotor a través de la bóveda de Viviani. Verificar que es 
div rot v = 0. 

10. 19) Probar que un campo constante X = Y = 0, Z = —g es con- 
servativo, dando el potencial; 29) Lo mismo para todo campo central 
(ejercicio 7); 39) Lo mismo para todo campo axial (ejercicio 8). 
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§ 93 -1 


§ 93. Aplicaciones físicas 

1. Campos newtonianos. — a) Carácter conservativo; po- 
tencial. — E1 campo gravitatorio de una partícula umdad en 
M 0 (x 0 ,yo,zo) tiene en M (x,y,z) las componentes: 

rno 11 tj _ 1 Xo x_ _ So-S „ _ Vo-y_ 


[93-1] P = 


, Q = 


Zo — Z 


siendo 

r = M„M = [(*„ — xy+(Vo — V) 2 +(z° — *) 2 ] l/a - 
Es fácil verificar que: 

[ 93 ' 2] p = f f ’ 7' 

y entonces el campo es conservativo, con función potencial 
U = 1 /r: 

[93-3] f = gradU. 

En consecuencia, son conservativos los campos gravitato- 
rios de distribuciones de masas: sobre una curva C con densi- 
dad lineal \x, sobre una superficie S con densidad superficial o, 
sobre un volumen V con densidad r, y derivan de potenciales: 


[93-4] 


= JJI 


Por [93-3] se obtiene entonces para cada una de las distri- 
buciones anteriores la expresión del campo 

[93-5] í = - / o -A- u r d S ; f = - JJ — u ' dS 5 

JJX ’ 


siendo u r = r/r el versor en la dirección de r. 


Notas • 1. Para que las fórmulas [93-4] valgan en todos los campos 
nowtonianos, cuando elementos de igual signo se atraen (como en cam- 
poíT gravitatorios), o se repelen (como en campos eléctricos), se suelen 
adoptar las siguientes convenciones: 

IV) En todos los campos de fuerzas conservativos f = gradcp, se 
llama a cp función de fuerzas; 

2") En oampoa abatractoa, el potencial es U = cp; 
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3 9 ) En campos newtonianos, el potencial en M de un elemento uni- 
dad en M 0 es U = l/r = l/MoM, y entonces: 

31) Si elementos de igual signo se atraen, U = cp = energía poten- 
cial con signo cambiado; 

3 2 ) Si elementos de igual signo se repelen, U = —■ cp = energía po- 
tencial. 

2. La constante aditiva que entra en la definición del potencial suele 
fijarse _en los campos newtonianos mediante una convención oportuna. 
Si la distribución de masas es tal que el potencial en M tiende a un 
límite finito cuando M tiende a infinito en una dirección cualquiera, se 
fija la constante de modo que este límite sea 0. lEsto es posible en par- 
ticular cuando las masas están contenidas en una región acotada del es- 
pacio. 

3. Las distribuciones de masas que hemos considerado sobre una su- 
perficie S, y lo mismo los respectivos potenciales y campos, se llaman de 
sim-ple capa, por oposición a las distribuciones de doble capa (nota I). 

b) Carácter solenoidal fuera de las masas; ecuación de 
Laplace. — En un campo gravitatorio es div f = 0 en los 
puntos del espacio no ocupado por masas. Basta observar que 
para el campo [93-1] de una partícula se tiene: 

div f = — x °~ x i.l yo — V , _1_ *o —g 
dx r 3 dy t ' 3 z r 3 

= _3_, g (xp — x) 2 -\-(y 0 — ?/) 2 + (zp— z)- = 



Luego para el potencial de gravedad se tiene en el espacio 
no ocupado por masas: 

[93-6] div f = div grad U = 0 , 

o sea (§ 91-6, d), es U función armónica o solución de la ecua- 
ción de Laplace 

[93-7] aU = 0. 

c) Integral de Gauss. — En el campo gravitatorio de una 
masa m situada en un punto N, el flujo a través de una su- 
perficie S que la rodea, es igual al flujo a través de una esfera 
E con centro N e interior a S, pues en el espacio entre E y S 
es div f = 0. Pero si r es el radio de E y n la normal exterior, 
es f = (m/r 2 )(—n), de modo que f n = — ra/r 2 y el flujo vale 

-. 4nr 2 = — 4jtra. 

/y»2 

Por el carácter aditivo del flujo (respecto de la suma de 
vectores) y paso al límite, resulta de aquí que el flujo dei 
campo gravitatorio de una distribución cualquiera de masa to- 
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tai M, a través de una superficie cerrada que la contenga en 
su interior, y hacia afuera, está dado por la integral de Gauss . 

[93-8] f j g fn dS = — 4at M. 

d) Punto interior a las masas. Ecuación de PoiSSON. — 
dt) No es evidente que las conclusiones a que llegamos en a 
subsistan cuando el punto M es interior a las masas; en tal 
caso son impropias las integrales [93-4] y [93-5], pues los fac- 
tores 1/ry 1 /r 2 tienden a infinito para r-»0. Sm embargo, 
para el caso de distribuciones espaciales estas integrales son 
convergentes, y las conclusiones de a, subsisten. Más precisa- 
mente se tiene: 

Las relaciones [93-3], [93-4] y [93-5 } corresyondientes a 
distribuciones es'paciáles o en volumen subsisten cuando el pun- 
to M es interior a las masas, siendo tanto el potencial U como 
el campo f funciones continuas del punto M en todo el espacio. 

Esta propiedad es consecuencia del teorema 2 de § 87-2. 

d 2 ) En el interior de un dominio V ocupado por masas de 
densidad r, deja de valer la ecuación de Laplace [91-49]. Para 
todo dominio Vj, limitado por una superficie Si, tendremos en 
virtud de la integral de Gauss [93-8] y del teorema de Gauss 
[92-4], observando aue 



[93-9] f J Jj div f dV = —4jt j* J J y T d7 ‘ 

Resulta de aquí por ser Vi un dominio cualquiera: divf — 

=_4it T , o sea la ecuación de PoiSSON, que generaliza la de 

Laplace: 

[93-10] aU = —4jtr. 

2. Derivadas locales y derivadas sustanciales. — A1 estu- 
diar el movimiento de un flúido podemos considerar los valores 
que toma en función del tiempo una magnitud escalar w o vec- 
torial w (por ejemplo la velocidad v) ya sea en un punto 1130 
del espacio (punto de vista local o de Euler) , ya sea en una 
misma partícula móvil (punto de vista molecular 0 de LAGRAN- 
qe) . A estos puntos de vista corresponden respectivamente los 
conceptos de línea de flujo y de línea de corriente. En general 
los problemas técnicos se presentan bajo el aspecto euleriano, 
por ejemplo, en las corrientes en canales interesa esencialmente 
el comportamiento en secciones dadas. 
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Entre las derivadas 


local ; y sustancial w = -r¡- , 

ot ut 

que resultan de considerar la variáción de w ya sea en un 
punto fijo, ya sea en una misma partícula móvil, existe la si- 
guiente relación 


[93-11] 


p + + q + 

oy 


siendo P, Q, R las componentes de la velocidad v. 

Dem. La partícula móvil M que en un instante t ocupa la posición 
H ( x, y, z ), transcurrido un intervalo infinitésimo dt ocupará la posición 
K = H + vdí, de coordenadas x + Pdí, y + Qdí, z -+ Rdí. Entonces el 
incremento de la función w = w (í; x,y,z), 0 sea 

w(í + dí; x + Pdí, y + Qdí, z-+Rdt) — w(í; x,y, z), 
es, supuesta w diferenciable (§ 67-2) un infinitésimo equivalente a 


[ dw dw 
d t + dx 


y como aquel incremento es por otra parte equivalente a w át, resulta 
[93-11]. 

La relación [93-11] puede escribirse también 

rno dw dw . 3 W . , 

[93-12] + v. v w = — + v . grad w , 

y la análoga que resulta de [93-11] reemplazando w por un 
vector w puede escribirse también 

rno im dw 9w 

[93-Í3] __- = _ +v .vw , 

indicando, como es usual, con v . v w el producto (v w)v (§ 63-2) 
del tensor derivado vw (§72-4) por el vector v, o sea (cfr. 
[63-10]): 

p 3w I Q 9w , x> 9w 

p -aF+ Q ~W + W 

Por ejemplo, la aceleraeión a de una partícula del flúido 
tiene, desde el punto de vista euleriano, la expresión 


[93-14] a = 


+ w + + 


* -ir+ 


3. Presión interior. —• a) Para comprender el estudio di- 
námico de los flúidos, vamos a investigar las propiedades de 
las tensiones interiores. Si M es un punto de una masa flúida 



530 


XXIII. INTEGRALES CURVILÍNEAS. ANÁLISIS VECTORIAL 


§ 93-3 


en reposo y se traza por él un plano cualquiera, éste sufre por 
ambas caras presiones iguales y opuestas. Consideremos en ese 
plano un entorno de M y dividamos por su area la resultante 
de las presiones que una parte del flúido ejerce sobre ia otra; 
este cociente puede considerarse como presión media. A1 tender 
a cero dicho entorno, se admite que este cociente üende a un 
límite, el cual se llama presión hidrostática en el punto M, co- 
rrespondiente a la orientación del plano elegido. 

La propiedad característica de los líquidos perfectos sin 
rozamiento es el hecho experimental de 'ía perpendiculandad 
de la presión al plano respectivo; y esta propiedad constituye 
el fundamento de la Hidrostática. En los líquidos en movimien- 
to pueden presentarse tensiones oblicuas, pero sus componen- 
tes tangenciales se desprecian en un primer estudio, y la nor- 
mal recibe el nombre de presión hidrodinámica. _ 

Consideremos con vértice en M un tetraedro mfmitesimo 
con tres caras perpendiculares a los ejes x, y, z, de areas 
S x , S„, s~. Sea S el área de la cuarta cara, n su normal exte- 
rior, y ¿, Vv, V *> V las presiones sobre cada cara. Como condi- 
ción de equilibrio del tetraedro se tiene: 

pS cos(n, x) = VxS, , vS cos(n, y) = V v S v 
vS cos(n, z) = VzSz , 


y como por otra parte es 



Fig. 318 


cara ADD'A': ydydz 


S. r = S cos(n, x) , 

S v = S cos(n, xj) , 

S x = S cps(n, z) , 
resulta 

[93-15] p = P* = Pv = P* 

es decir: la yresión en 
cada v un t° es i n dev en ~ 
diente del v\ uno consi- 
derado. 

b) Consideremos el 
prisma rectangular in- 
finitésimo de la figura 
318, de caras paralelas 
a los planos coordena- 
dos. Las fuerzas sobre 
las caras perpendicula- 
res al eje x son: 


cara BCC'B': — ( P +J|- d* ) Aydz. 
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Por consiguiente, la componente según x de la fuerza f 
= f x i -f / 2 j + /sk por unidad de volumen será — dv/dx, y análo- 
gamente para las otras dos, de modo que: 


[93-16] h = — -J|- , U 


dy , _ dv_ 

a y ’ h ~ dz 


o sea 

[93-17] f = — grad v , 

es decir, el campo de fuerzas f es conservativo con potencial 
— V ; las superficies equipotenciales son las de presión constan- 
te. En particular la superficie libre del líquido es equipotencial. 

c) Flúidos en equilibrio. Caso de flúidos vcsados. — c x ) Pa- 
ra que un flúido esté en reposo, las fuerzas exteriores f* deben 
equilibrar a las fuerzas f provenientes de la distribución de pre- 
siones. Será entonces por [93-17] : 

[93-17] f = — grad y , 

Entonces: un flúido sólo yuede estar en reyoso bajo la ac- 
ción de fuerzas conservativas, o sea, de un camyo irrotacional. 
Las yresiones quedan entonces detenninadas yor [93-18] a me- 
nos de una constante aditiva. 


c 2 ) Para un flúido de densidad q bajo la acción de la gravedad es 
f* = — oí/k, y entonces 

[93-19] grad p = — opk, o sea: 

ÍP__ 0 -^--0 Í = - o/7 . 

dx ~ ’ dy ~ ü ’ dz 

siendo las superficies equipotenciales o isobáricas planos horizontales. 

Si el flúido es incompresible, es decir o independiente de p, lo que 
ocurre aproximadamente con muchos líquidos, se tiene 

V — — Qff z + c - 

Si el flúido es un gas ideal, de la ecuación pV = nRT, donde n es el 
número de moles, resulta 


[93-20] 


p = RT 
o 


siendo g el peso molecular. Reemplazando en [93-19] e integrando (§ 51-1, 
fórmula 2), resulta la ley de decrecimiento esponencial de la presión con 
la altura z 

[93-21] P = , 

y de aquí, por [93-20], la ley de decrecimiento de la densidad. 


4. Ecuaciones de la hidrodinámica. — a) Llamando f* a 
las fuerzas exteriores por unidad de volumen, la fuerza total 
que actúa sobre el volumen infinitésimo dV será por [93-17], 
(f* + f)d7 = (f* — gradp)d7. Teniendo en cuenta la expre- 
sión [93-14] de la aceleración resulta, por la ley de Newton 
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de la Dinámica la ecuación del movimiento de Euler, que pue- 
de expresarse en la forma euleriana 

[93-22] (>[-|^ + v. v v] = f* — gradj) . 

o lagrangiana 

[93-23] = f * ® rad?) ' 

b) Busquemos ahora la condición para que el flúido que 
en la unidad de tiempo ha incrementado el volumen V, haya 
atravesado la superficie que lo limita. E1 incremento de masa 
en la unidad de tiempo es 

ÍJ7vií dy ; 

por otra parte, en dicha unidad de tiempo, por el elemento dS 
penetra el volumen —v n dS (n normal exterior), luego por toda 
la superficie atraviesa la masa 

— I* J QV n dS . 

y resulta 

;;/v t dy =-;x Qv - ás ’ 

y aplicando a la segunda integral el teorema de Gauss [92-4] : 

;;x [i+div (e v)]dy = o. 

De aquí resulta, por ser arbitrario el volumen V, la ecua- 
dón de continuidad, de Euler, en la forma euleriana 

[93-24] + div(Qv) = 0. 

Si hay manantiales (sumideros) de caudal específico e (ma- 
sa por unidad de tiempo y de volumen; signo — para sumi- 
dero), en el segundo miembro de [93-24] debe figurar-e en 
lugar de 0. En general, e = e(x, y, z, t) , como en el caso de 
condensación de un gas. . 

De [93-12] y [91-36'] resulta la ecuación de continuidad 
de Euler en la forma lagrangiana 

[93-25] + pdivv = 0. 

En un flúido incompresible es dQ,/d/ = 0 y por [93-25] el 
campo de velocidades v es solenoidal. Si el movimiento es ade- 
más irrotacional existe un potencial II tal que v - grad u y 
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resulta AU = div grad U = div v = 0, és decir: En el movimien- 
to irrotacional de un flúido incompresible, el potencial de velo- 
cidades scitisface a la ecuación de Laplace. 

En un flúido cualquiera, si el movimiento es estacionario 
es dg/dt = 0, y por [93-24] resulta solenoidal el vector qv. 

c) Para las cinco magnitudes que determinan el movimien- 
to del flúido, a saber: v (con tres componentes), p y q, tene- 
mos cinco ecuaciones: de movimiento (con tres componentes), 
de continuidad, y la ecuación de estado del líquido o gas. E1 
problema hidrodinámico consiste en determinar con estas cinco 
ecuaciones, las cinco funciones P, Q, R, P, Q, de modo tal que 
se cumplan determinadas condiciones iniciales y de contorno, 
y bajo la acción de fuerzas exteriores f* prefijadas. 


Ejercicios 


1. a) Atracción do un segm.ento rectilíneo homogéneo 0 < x< 1, 
y = z — 0, de densidad lineal n, sobre una masa 1 en un punto P(», 0, 0) 
de la recta que lo contiene; b) Deducir que la atracción en P es la 
misma que la de toda su masa M concentrada en un punto Q (partícula 
equivalente) cuya distancia a P es igual a la media geométrica de las 
distancias de P a los extremos del segmento; c) Considerar los casos 
límites en que P: c,) se acerca a un extremo del segmento; Ca) se aleja 
indefinidamente sobre su recta. 

2. Hallar el poteneial newtoniano de la varilla del ejercicio anterior; 
probar que es 



(L — x)- + y- + z J + l — x 
W +’ y" + Z- — x 


y que puede ponerse 


TT 2M x , r, + r, 

U = —- arg cotgh--- 


siendo n y r 3 las distancias a los extremos de la varilla. Deducir que 
las superficies equipotenciales son elipsoides de revolución con sus focos 
en esos extremos. 


3. Interpretación newtoniana del potencial logarítmico. — U) Probar 
que una varilla infinita (eje z) de densidad lineal constante g atrae a 
una masa unitaria a distancia r de ella con una fuerza de intensidad 
2p./r; 29) Los puntos del plano (x,y) son atraídos hacia el origen con 
una fuerza 2[i/ Vx' J + y*; probar que deriva de un potencial (potencial 
logarítmico) y hallarlo. 

4. En el potencial de una varilla (ejercicio 2) en un punto P, veri- 

ficar: 19) S¡ P tiende a un punto de la varilla U -» co; 2 9 ) Si la longi- 
tud tiende a infinito en ambos sentidos permancciendo fijos P, la recta 
sostén y la densidad lineal g, entonces U -> oo; 3 9 ) Observar que en este 
taso no se puede satisfacer la condición U —> 0 para P— > pero probar 

que si el potencial es primero modificado por la sustracción de una cons- 
tante adecuada, digamos el valor de U en algún punto fijo a distancia 1 
de la recta de acción, el potencial así alterado tiende a un límite finito 
al prolongar ía varuia mtimtamente en ambos sentidos. Probar que este 
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límite es 2|j.ln(l/r) siendo r la distancia de P a la varilla (cfr. ejer- 
cicio 3). 

5. 19) Hallar la atracción de un arco de circunfcrencia de radio r 
y ángulo central 2a con densidad lineal |r, constante, en el cent ro; 29) 
Probar que la partícula equivalente (ver ejercicio 1) dista rV a/s^na 
del centro. 

6. 19) Probar que una varilla circular homogénea y~ + z 2 — r 2 , z — 0, 
de masa M, tiene en un punto P(x, 0, 0) de su eje, potencial P = Mld 
con d= V r 1 + x “; 29) Hallar la fuerza y probar que existe sobre el 
eje una pai'tícula equivalente (ejercicio 1) en un punto Q, hallar la dis- 
tancia D = PQ. 

7. 1") Hallar el potencial de un disco circular homogéneo V'+ y" < 
< r 2 , z = 0, de rnasa total M, en un punto P (0,0,2) de su eje y veri- 
ficar: 29) La integral para el potencial en el eentro del disco es con- 
vergente; 39) E1 potencial es siempre continuo en el eje; 49) Su deri- 
vada en el sentido del eje tiene un salto —4 na en el origen. 

8. 19) Hallar directamente o utilizando el ejercicio anterior la atrac- 
ción de un disco circular hómogéneo de radio r, en el plano xy y con 
centro en el origen, sobx-e P(0, 0, z) ; 29) Límites para z -» 0*, z -> 0', 
y valor en P (0, 0, 0). 

9. Utilizando el resultado del ejercicio anterior, hallar la atracción 
en el vértice producida por un cono circular recto homogéneo. 

10. Utilizando el ejercicio 8 calcular la atracción de un cilindro ma- 
cizo de densidad r sobre un punto exterior de su eje [cilindro x' J + y~ < cr, 
0 < 6 < a < c], sobre el punto P = 0(0, 0,0)]; 29) Atracción de un ci- 
lindro maciso sobre un punto interior de su eje; 3 y ) Verificar que en 
los dos casos anteriores la fuerza varía con continuidad al moverse el 
punto sobre el eje (cfr. ejercicio 1, c,) pero la derivada respecto de la 
cota del punto experimenta un salto 4rtr al entrar o salir de la masa. 

11. Probar que el potencial de una esfera hueca homogénea es, en 
puntos exteriores, el mismo que si su masa estuviera concentrada en el 
centro, y en puntos interiores, constante e igual al límite del potencial 
en el exterior. 

12. Hallar, directamente o utilizando el ejercicio anterior, la atrac- 
ción de una esfera hueca homogénea x 2 + y* + z 2 = r 2 : 19) En un punto 
P (0. 0. a) fuera de la superficie (a^r) probando que la esfera atrae 
a una partícula exterior corno si toda su nxasa estuviera concentrada en 
su centro, y no ejercita fuerza sobre una partícula interior; 29) En un 
punto P(0, 0, r) de la superficie, probando que la fuerza depende sólo de 
la densidad superficial y no del radio. 

13. Calcular la densidad media de la tierra supuesta esférica y con 
densidad sólo dependiente de su distancia al centro, teniendo en cuenta 
la definición del metro (10 -7 del cuadrante del meridiano) y los valores 
en i‘l sistema c. g. s. de la aceleración de la gravedad g = 981 cm . sg‘ J 
y dc la constante de gravitación k = 6,66.10' 8 ( F — kmMlr 2 y entonces 
lc c’s la fuerza en dinas con que se atraen dos masas de 1 g a la dis- 
tancia de 1 cm). 

14. Suponiendo la tierra esférica de radio R con densidad que a la 
distancia r del centro vale r = A — B?-' 1 (siendo r= 2,2 en la superficie 
y t 0 : 5,6 en el centro), probar que la atracción en un punto interior 
eetá dada por 

gr 5 (?? -|- 3)— 9?' n /R n 
■R 5 n + 6 

dondo g oh i* 1 Vftlor de ln gravednd en la superficie. Caso en que n 1. 
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15. Probar que en coordenadas cilíndricas (r, X, z) (§ 84-3) conside- 
í'ando las componentes de la velocidad v: v t (tangencial, normal al plano 
meridiano), v r (radiul, en el meridiano y normal al eje) y v z (axial, pa- 
ralela al eje), la ecuación de continuidad de Euler en la forma euleriana 
[93-24] se escribe 

if- + 4- [-b- ÍQV,) + 4' iQrv - ) ] = 0 > 

v para un flúido incompresible: 

dv,- V r _1_ dy, dv, _ 

3r r r dX dz ~ 

Ejercicios sobre polinomios de Legendre (Cap. XVI, nota III) y 
funciones conexas, en relación con la teoría del potencial. 

16. Calculando la distancia r entre los puntos en coordenadas esfé- 
ricas (§ 84-2) P(o, X, Q=:hn — rp), Q(o', X', 0' = in — cp') deducir del téo- 
rema del coseno de la Trigonometría plana, el teorema del coseno de la 
Trigonometría esférica. 

17. Con las notaciones del ejercicio anterior, siendo co el ángulo 
POQ, í=cosco y P„(0 los polinomios de Legendre, probar que 

[93-8«] = P.(í) -i- + p,(t) Ar + • ■ • + P.(0 -j£r + ■ • ■ 

18. Probar que cada término de [93-26] 

Hn = H n (x,y,Z) = P» (í) Q n / Q ' n * 1 

es un polinomio homogéneo de grado n en las coordenadas x, y, z de P. 

19. Probar que los polinomios homogéneos H„ (x, y, z) (ejercicio 18) 
son funciones armónicas, es decir, satisfacen a la ecuación cle Laplace. 
Se las llama armónicas esféricas sólidas, aunque esta denominación se 
usa a veces para toda solución homogénca de la ecuación de Laplace 
( ver § 91, ejercicio 12). 

20. Por ser H „(x,y,z) homogénea de grado n en x, y, z puede po- 
nerse en la forma 

[93-27] H n (x,y,z)= Q n Y„(X,Q). 

Probar que Y„(?.,0), Uamada armónica esférica de superficie ('sur- 
face spherical harmonic) de grado n, satisface a la ecuación diferencial: 

[93-28] sen 0 ( sen 0 - + n(n + l)sen* 0Y„ = 0. 

21. Para Q (0; 0; 1) resulta de [93-26] y [93-27] que P„(í) es una 
armónica esférica de superficie, independiente de X por ser co = 0 y en- 
tonces t = cos 0. Aplicando [93-28] a este caso, obtener la ecuación dife- 
rencial de los polinomios de Legendre: 

[93-29] -jj~ [ (1 — í 3 )-^] + «(n + l)P„ = 0. 

22. a) De la identiaaa 

[93-30] (1 — 2á cos co +/r)"i =: (1— he™)~i (1 — he~w)~i , 

obtener la expresión de los polinomios de Legendre como polinomios tri- 
gonométricos : 

[93-31] P„(cosco)= 2cuC„ cos ??co + 2ciC„-icos(?i — 2)co + 

+ 2c 3 c„- 2 cos (n — 4)co + ... , 
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siendo c k los coeficientes del desarrollo de de (1 — *)“* en serie de Poten- 
cias de x; b) De aquí deducir que el maximo de P,(t) para —1 < t ^ 1 
se alcanza en t = 1 y entonces (Cap. XVI, nota III, e) es 1. 

23. Probar que el potencial en P(a \,V,z) de una distribucion de 
masas ’de densidad continua r en un dominio D, es desarrollable en un 
serie de armónicas esféricas: 

[ 93 - 32 ] u = j' J' ^ T ^ = y> z ) ^ Hi(&, y, z) + • • • j 

con 

[93-33] H n (x,y,z) = o fl j J* J D T sen 0'dp' M d0' , 

(í = cosco variable en la integración), convergente en todo P^nto inte- 
rior de la e-sfera con centro en el ongen, supuesto exterior a. D, basta 
el punto más próximo de D, y uniformemente convergente en toda esfera 
concéntrica menor. 

24. Si M es una masa uniformemente distribuída s ° br ® 

cie de la semiesfera + r + * = *',*> 0- P robar <* ue el P otencial new ' 

toniano correspondiente es 

U = -f-{p.(co,e> + +(+) W«.e> - +r(-r) ,p - (cose) + 

+ 4^(v) lp - (cose> -'"} 1 si r< “ ; 

D = -M.{+ p.(co S0 > + 4(+) , R(«»9)--H-(+)w«*e ) + 

+ Íxf(-7Í p “ (cosB) -"-} ’ si r> " 

25. Probar que (z + ix cos a + iy sen a) n es una 
sólida de grado n, y deducir de ello que {cos 0 + isen 0 cos(X a) \ , 
\x = longitud, 0 = colatitud), es una armómca esfenca de superíicie. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXIII 


I. Polencial newtoniano de doble eapa. - ConBÍderemos un troao S 
„o superficie bilateral dada P-.f 7 ¡ e +VtT™e en+o& L pÚSto 
e ¿r pUnrtangúnte cúyos’ cLenos toe'ctoree vartan con continuidad^ 
OriontLos Sfíjando ún sentido al versor normal n = n(«,„) = « + 

13 .í &.”»'•« asTg ~ 

- ~z:í:lz, 

gns eléctricas con densidades o-~a(u,v) y Oi i( , 
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d S y dSi son elementos de área correspondientes, sean iguales y opuestas 
las respectivas cargas, 0l dSÚ = — o áS, lo que ocurre aproximadamente 
en los condensadores. 



Fig. 319 


E1 potencial de estas cargas en un punto P (fig. 319) es (§ 93-1, a) : 

[XXIII-l] u =J J f is + J J Si + ds = J J S oi is. 

Supongamos ahora que Si se acerca a S (es decir, i-» 0), pero a 
la vez crecen las cargas de modo tal c¡uo ol pi'oducto o . I ticnda utii- 
formemente en S a una función ^(w, v); como además es 


T VV “ W) = -bZXT) • 

resulta en el límite el potencial 

[xxui- 2 ] u = J J s p -4- (+) o» 

llamado potencial de doble capa , de momento q,. 

Para dar una forma más intuitiva a [XXIII-2] observemos que si 
(£,-r, £) son las coordenadas cartesianas del punto variable sobre la su- 
perficie S, es 

dr dr 9? t dr 3p 3r 3t _ 

3 n ~~ 3í dn ^ 3xi 3w 3? 3 n 

= — [cos(r, a:)cos(n, x) + cos(r, y)cos(n, y) + cos(r, z)cos(n, z)] = 
= — cos(r, n) 


9r 

w 

entonces 


-7T— = cos(n, x) , 

on 

' (í — xY + ... = g ~ x - = — COS (r, *); ... ; 


3 / 1 \ _1_ _3r_ 

ón \ r ) r 2 dn ~~ 


cos(r, n) 


y [XXIII-2] toma la forma: 
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[XXIII-3] U = J j m. C0S( " L — dS. 

Esta expresión permite dar una interpretación geométrica sencilla ?.I 
potencial U. E1 ángulo sólido bajo el cual se ve un elemento de super- 
ficie desde P es 

= . 9 ?°<?,*) -. ds . 

r 

Así calculado este ángulo sólido es positivo o negativo según que ( n, r) 
sea agudo u obtuso. Llamando <o al ángulo sólido bajo el cual se ve 
toda la superficie S desde P, será parct p, = 1: 

[XXIII-4] U = cü , 

y entonces si S es una superficie cerrada que limita un volumen Y será 
[XXIII-5] U = 4n ó U = 0 

según que P sea interior o exterior a V. 

Si g es variable en S, existirá un valor intermedio p, tal que 
U = u co. 


II. Fórmulas de Green y consecuencias. — a) Si las funciones 
U = U (x,y,z), V = V (x, y, z) tienen derivadas segundas continuas en 
un dominio D. que incluye su contorno S. de normal exterior n = nA + 
-I- n .j 4 . TCa k, aplicando el teorema de la divergencia [92-4] al vector 
v = U grad V, y observando [91-36'], [91-47] y que 

T / 3V 3V 3V \ TT 3V 

(U grad V).n = U (-jj- n. + -jj- n. + — «j«= U -gj-, 

obtenemos la primera fórmula de Green : 


[XXIII- 6 ] 



[UAV -f grad U grad V] da: d y d z = 




Restando de esta igualdad la que resulta de permutar U con V se 
obtiene la segunda fórmula de Green : 


[XXIIl-7] 



VAU)dx d y d z = 



b) Teoremas integrales para funciones armónicas. — 5,) Haciendo 
V = 1 en [XXIIl-7], V = U en [XXIII- 6 ] y suponiendo que U es una 
función armónica, resulta 


| XXI11-8] 




(grad U ) 2 d» d^/ dz. 


De [XXIII-7] resulta también si U y V son armónicas en el inte- 
rior dc S\ 
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[XXIII-9] 


JX * 


b a ) Expresión de una función 
armónica en D por datos en el 
contorno S. — S<ea U una fun- 
ción armónica en un dominio 
D de contorno S. Si P (€, n, 0 es 
un punto interior de D, la fun- 
ción V = V (», y, z) = 1/r, donde 
r— MP = 

= V(»—í)*+ (v— n). a + (*-f ) 3 

es armónica en el dominio D — K 
que resulta de excluir un entorno 
esférico K de P, de contorno % 
(fig. 320). En D — K ambas 
funciones U y 1/r son armóni- 
cas, de modo que puede aplicarse 
[XXIII-9], obteniéndose: 


M(x,y,z) 


K p n 


Fiít. 320 


[XXIII-IO] f J s (u-¿.4— = 

= JJ S 

En 2 es r= h, d/dk = —3/3 n (fig. 32(T). E1 primer miembro de 
[XXIII-10] se transforma así, tomando coordenadas esféricas (§ 84-2) 
de origen P: 


ff ^ 

J Jv 1 h’ 


J_ _3U_ 
h 3 n 


dS - J J «j U — h —- f sen 0 dO d^ , 


y para h 0 tiende a 4 jiUp = 4jtU (£, n, ?), de modo que resulta por 
[XXIII-10] la tercera fórmula de Green: 


[XXIII 


-11] Up = -j— f f — U — 

4jt J I r on dn r 


que expresa una función armónica en el interior de un dominio D me- 
diante datos (U y 3U/3w) sobre el contorno S. 

También expresa [XXIII-11] que toda función armónica puede ex- 
joresarse como potencial newtoniano. Más precisamente, una función ar- 
mónica _ en un dominio D se puede expresar como suma de potenciales 
newtonianos de distribuciones sobre su contorno S, uno de simple capa 
(§ 93-1, nota 3) de densidad 

1 3U 
4it 3 n 

y otro de doble capa (nota I) de momento —U/4jt. 

Debe advertirse sin embargo, que [XXIII-11] no implica que pueda 
determinarse una función armónica en D prefijando los valores de U y 
de 3U/3 n en S, por ejemplo, poniendo 

[XXIII-12] U = f (x,y,z) , 4^- = g(», y,z) , («, y, z)eS. 

En efecto, con la sola condición U = f (x, y, z) en S, con f continua, 
puede determinarse U unívocamente en D. En esto consiste el primer 
problema de contorno de la teoría del potencial, o problema de Dirichlet, 
que tiene solución única. 
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También con la sola condición 3U/3 n=g(x,y,z) en S, con g con- 
tinua y tal que J gdS = '0, puede U determinarse en D, a menos de 
una constante aditiva. En esto consiste el segundo ■problema de contorno 
de la teoría del potencial, o problema ae Neumann. Si es JJ gdSy^O 
no puede haber solución en virtud de la primera [XXIII-8]. 

III. Análisis tensorial. — a) Campos tenaonales en coordenadas car- 
te8ianas ortogonales. — Oi) Los tensores que hemos estudiado en § 63 
tienen componentes constantes y se presentan al considerar propiedades 
de un solo punto (tensión, momento de inercia, etc.) ; pero claro es que 
al variar ese punto las componentes varían en función de sus coordenadas 
y resulta un tensor función del punto, o brevemente un canvpo tensorial; 
en particular se llama campo vectorial, o campo escalar, en los dos casos 
más sencillos. 

Ejemplos. La temperatura y la presión de un flúido en cada punto 
son ejemplos de campos escalares. 

E1 campo gravitacional de centro O es vectorial; en cambio, los vec- 
tores funciones de una variable u, estudiados en § 73, no forman campo 
vectorial. 

Desde ahora designaremos las coordenadas ortogonales con índices 
superiores: x 1 , x a , x a . Indicamos asimismo con x' 1 , x' a , x' a las coordenadas 
en un nuevo sistema, también ortogonal, obtenido por rotación, y por 
k\ = cos(£c'‘, x h ) los cosenos de los ángulos de los ejes_ de uno y otro 
sistema (donde el índice inferior en W se refiere al eje en el sistema 
antiguo ). Las fórmulas de rotación [61-6] son 

[XXIII-13] • x" == V k x k , 

uaando una convención debida a Einstein (1915) según la cual el sím- 
bolo de sumación se suprime cuando se refiere a un índice que figura 
una vez como subíndice y otra vez como índice superior en el término 
general, entendiéndose que en tal caso debe sumarse respecto de dicho 
índice, llamado entonces índice mudo. Para representar en forma seme- 
jante (es decir, usando la convención precedente que obliga a distinguir 
entre índices inferiores y superiores) la transformación inversa dada en 
§ 61-1 por [61-7] debemos considerar la matriz traspuesta (§ 61-4, a) 

UV — UM- = U<>s(x"‘,x l ) \ 

donde el índice inferior se refiere al eje en el sistema-wwei’o. Tendre- 
mos así: 

3 

[XXIII-14] x‘ = s l'\x' k = l'\x' k . 

k — \ 

da) Velocidad y gradiente. — He aquí dos ejemplos importantes de 
campo vectorial: 

l 9 ) Si un sólido se mueve, las coordenadas de cada punto so.n fun- 
ciones de t; y como los coeficientes de la fórmula de rotación de ejes son 
constantes, se pueden derivar éstas, término a término, y por tanto las 
componentes v' y v’ 1 de la velocidad satiufacen a la misma ley lineai 
[08-1] adoptada en § 63-1, a, como definición de vector: 

[XXIII-16] v" = (V k x k ) = V* -^f- = V*v k . 

2 V ) E1 gradiente (§ 66-6) de un campo escalar $(x l , x a , x*) = 
<I»'(x' 1 , x'", x'") tiene como componentes en uno y otro sistema las de- 
HvaduR quo indicnremos por: 
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[XXIII-16] 


u\ = 2 


y al cambiarse de ejes, resulta de [XXIII-14] : 
[XXIII-17] = 2 = u 

Óx OX 

y análogamente de [XXIII-13] 

[XXIII-18] Uk = u'i b‘ k . 


a 3 ) Encontramos aquí una novedad respecto de las fórmulas 
[XXIII-15] de transformación de las componentes de la velocidad: mien- 
tras en [XXIII-15] la transformación directa v k —> v'* (de las' componen- 
tes antiguas a las nuevas) tiene matriz U**)» l as componentes del gra- 
diente se transforman por [XXIII-17] mediante la matriz traspuesta 
(Con nuestras notaciones sólo en el primer caso el signo = se- 
para, como en [XXIII-13] y [XXIII-14], las letras con tilde de las 
otras). Para caracterizar estas distintas leyes de transformación, dire- 
mos que las u t , u', constituyen las componentes en uno y otro sistema 
de coordenadas, de un vector o tensor simple covariante, mientras que 
las v‘, v' { que se transforman como las coordenadas (y análogamente las 
coordenadas mismas) son las componentes de un vector o tensor simple 
contravariante. 


«i) Dcrivación dc vectores. — Puesto que el gradiente, considerado 
como derivada de un campo escalar, es un campo vectorial, parece natu- 
ral definir como derivada de un vector al cuadro o matriz cuyas nueve 
componentes sean las derivadas a { k = 3a‘/3x ft de las tres componentes a { 
del vector. Vimos en § 72-4, b, que esta matriz tiene carácter tensorial, 
es decir, define un tensor doble, suponiendo coordenadas cartesianas orto- 
gonales *. 

Condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial sea 
constante. es la anulación de su tensor derivado. Pues la anulación del 
tensor derivado equivale a la anulación de todas las derivadas de las tres 
componentes. 

a t y) Derivada de un gradiente. — Si el vector a es el gradiente del 
escalar u, las componentes son las derivadas parciales de u, que designa- 
remos así: a)-= u,, a 2 = u, ¿ , a a =u 3 . 

En tal hipótesis, suponiendo continuas las derivadas segundas, son 
iguales las derivadas cruzadas: 

[XXIII-19] a h k = a k h = u k k = 3 2 w/3x , ‘3x' í 

es decir: el tensor derivado de un gradiente es simétrico. 

Generalización. — Las 27 derivadas de las 9 componentes de una 
díada forman una matriz cúbica; y repitiendo el cálculo anterior, con 
ligeras variantes, se ve que esta matriz obedece a la ley lineal de trans- 
formación y representa, por tanto, un tensor triple o tríada, siempre con 
la hipótesis de coordenadas cartesianas rectangulares. 

Fácil ejercicio es la repetición de la demostración anterior para cual- 
quier número de índices, y resulta: 

En coordenadas cartesianas rectangulares, las derivadas parciales de 
un tensor de rango r forman otro tensor de rango r -f 1 , llamado deri- 
vado de aquél. 

a 43 ) Divergencia. — Este concepto, fundamental en el Cálculo vecto- 


* No acontece lo mismo en coordenadas oblicuas o curvilíneas : para lograrlo es pre- 
imso introducir términos complementarios, formando así la derivada covariante y la con- 
Iravariante. 
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rial clásico, aparece de modo muy natural y con mayor alcance en este 
Cálculo generalizado. En efecto, 

[XXIII-20] div a = a\ 4 - ar 2 + ct s 3 

es mvariante por ser el escalar dado por la contracción (§ 63-2, d) del 
tensor derivado. Si las coordenadas son oblicuas 0 curvilíneas, no sub- 
siste esta propiedad invariante. 

Dado un tensor doble A = (a u ) de componentes variables, se define 
de dos modos el vector divergencia. Las componentes di, d 3 de éste 
8 on las sumas de derivadas: 

d, = a n i a ,2 i + a ta i , (¿=1,2,3), 

es decir: las tres componentes del vector divergencia son las sumas de 
las derivadas que forman cada fila del tensor respecto de la variable 
de igual índice, esto es, la primera componente es la suma de derivadas de 
la primera fila respecto de a¡\ y análogamente las otras. 

Derivando por columnas resulta, análogamente, otro vector divergen- 
cia del mismo tensor A. Por tanto, si éste es simétrico, sus dos diver- 
gencias coinciden. 

Omitimos la demostración del carácter tensorial de la divergencia, 
que el lector puede hacer como ejercicio, y nos limitamos a mencionar 
cstas importantes aplicaciones: 

l a La divergencia del tensor de esfuerzos es igual a la fuerza uni- 
taria en cada punto. 

2^> Si sobre cada punto de un medio continuo deformable, de densi- 
lad constante 0 variable p, actúa la fuerza unitaria F, y son a,, las 
componentes de la tensión T, funciones del punto, las tres ecuaciones clá- 
sicas de equilibrio quedan resumidas en esta sola: divT = —F. 

8 ^ Si el medio continuo está en movimiento, y es v la velocidad de 
cada punto, las tres ecuaciones del movimiento están condensadas en ésta: 
div T = — F + dv/d t. 

Esta ecuación es fundamental en tólastodinámica, como la anterior 
lo es en Elastostática. 

a,,) Rotor. — Las componentes de rot a, es decir, a\ — a\ a\ — a’ Bl 
a\ -a*,, son las componentes situadas a un lado de la diagonal en el 
toiiHor deducido del tensor derivado por la operación de restarle su con- 
jugado. 

b) Tensores en coordenadas curvilíneas. — b x ) Diferenciales y deri • 
iuuIuh. — Análogamente a lo visto en § 92-4, a, para E 3 , podemos do- 
rinir en un espacio euclídeo E„ de n dimensiones (Cap. XVII, nota II) 
nn sistcma de coordenadas curvilíneas (u 1 , ..., n n ). Consideremos una 

l.ransformación de coordenadas a otro sistema (u n . u'") dado por v 

funcioncs, continuas conjuntamente con sus derivadas parciales primeran: 

[XXIII-21] u'' = V(u\ ...,u n ). 


Para que la transformación [XXIII-21] sea invertible en un cierlo 
uarnpo, deberá ser en él: 

[XXIII 22] J = . - n) - #- 0 

d(w\ . . ., u") 


y cnlonces sc expresan recíprocamente: 


| X X 111 23] 


u l = V'(w'\ .. .,u' n ). 


I ( ’.l caao máa sencillo es el estudiado en a, en que las coordenada.s car 
loHÍana.s se trannforman mediante funciones lineales de coeficientiH cove- 
tuntrH. En cambio, la tranaformación dada por [XXIII-21] y [XXIII "i| 
no im en gcnerul lineal. Conio la forma lineal de las transformacioricn lia 
jugado un papel fundamental en a, parecería ciue el problenm alli i' 
uh'IIii pimi coordi'nadas cai'fcsianaH ho complica tanto pnra Iiih coonli' 
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embargo, el ,famos a'ver\ue S 1 ^"cficho S en' eSUff ' atf ° S aerf íi “ a P 1¡ “Mes. Sin 
modificaciones. Esta febz genfralizarióí’sírlpl ? C ° n muy leves 

complicadas que sean la!s funciones V i« d ' b 1 al - hecho s .^uiente: por 
sus diferenciales son lineales aunmie’de 0 -e- ? e]aclones existentes entre 
para /ada punto S’ÜK’Kffefef^^ ^° 

1°) Poniendo 

Bxm- 24 ] .o , 

resulta de [XXIII-23] y [XXIII-21] : 

[XXIII-25] du i = \' , h du"‘ , du li = Vndu*. 

29) Consideremos en E„ un campo escalar 

+ (w\ .. .,u’ ¡ ) = cjp' (u' 1 , ..., u ,,i ). 

Poniendo (cfr. a., 2°) : 


[XXIII-26] 

resulta 




[XXIII-27] 


= S 


— <I>\ x\ 


-/ v, 9+ 3u‘ 

4,1 = ? 1 ^ 1 = 

formadone a s n viS? e e S „ Í t I v U í -SS 11 ' 263 J [ XX ™-27] con las trans- 

en a 3 : diremos que las n/ pmwií” ie P etu casi textualmente lo dicho 
sistema de coordenadls & de%n laS COm P° nentes en uno y otro 

tras que las d u* du' 1 s’on Ins 1 ° tensor simple covanante, mien- 

contravariante. ’ mponentes de un vector 0 tensor simple 

¡y, i Es cla ?i° ( i ue en , este caso ]as dos matrices de coeficientes U' 

guardan°reSció^n e aeneüIa? ien ' C " S Va ™ We8 ' sine - «> 

tes v / ctores ’ covarlan- 

po/’ejemplo, pemÍtendo 

n= ( t;rir n H? n 7 a lv fa 

IXXIII-2 8 ] T' r , ( = T\a\ X'U'*,. 

H.lrlm. qUlera ' P artlen do de los vectores mediante el producto ten- 
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La operación de producto tensorial de vectores (§ 63-2, e) se gene- 
i’nliza obviamente a tensores de rangos cualesquiera. Finalmente, toman- 
do como tensor fundamental el g ik formado por los coeficientes de la pri- 
mera forma fundamental de E„: ds 2 = g ik du 1 d%\ la composicion o pio- 
ducto tensorial de un vector contravariante por él, combmada con la ope- 
ración de contracción o saturación de índices (§ 63-2, d) da como resul- 
lado un vector covariante. Convendremos en que ambos vectores son uno 
mismo, dado por sus componentes contravariantes o por sus componentes 
covariantes : 

[XXIII-29] = v t . 

Análogas convenciones se adoptan para tensores de rango mayor. 

IV Formas diferenciales exteriores y teorema de Stokes. — a) Cálcu- 
lo dc Grassmann-Cartan en E 2 . — Retomando las consideraciones de 
8 88 -B c v notas 1 y 2, consideremos, cambiando las notaciones por otras 
m&s aptás para lo que sigue, la fórmula de cambio de variables en una 
integral doble (§ 83-4) : 

[XXIII-30] J J A du'du’ = JJ A1 d*'d*‘ . 

para la transformación biunívoca u { = u' (x 1 , x") de A' en A. Si la sim- 
liolizamos por 

[XXIII-31] dw . 1 dw 2 = dx dx > 

las igualdades 

d(u\u*)/d(x\ X 2 ) =— d^u 2 ,^) /d(x\x 2 ) = — d(u\u") /dix-.x 1 ) 
conducen a las expresiones simbólicas: 

[XXIII-32] dítMtt 2 = — dw 2 d u 1 , dx 1 dx 2 = — dx 2 dx\ 

Definamos ahora las formas diferenciales en E^x 1 , x 2 ): 1rs de J^“‘ 
do cero o escalares serán las funciones a 0 = a(x\ x~), las de grado uno o 
pfaffianos, las expresiones de la forma 
[XXIII-33] ai = z^^x^dx 1 + & t (x 1 ,x 2 )dx 2 , 

y las de grado dos, de la forma 

= aix^x^dx 1 ^ = — a(aj l , * 2 )da ; 2 dce 1 . 

Dotaremos al conjunto de estas formas diferenciales de una estructura 
ulirebraica (llamada álgebra exterior en Ea) definiendo la , suma de for 
mas diferenciales de igual grado mediante la suma de 
logos, o coeficientes de iguales diferenciales, por ejemplo la suma de 
[XXIII-33] y (3i = ói d * 1 + óa dar será 

ai + 3 i = (Oi+ br^dx 1 + (a 2 + 6 2 ) da ; 2 , 

v el nroducto exterior A con el convenio de que debe operar en forma 
aBodativa^distidbutiva respecto de la suma, ^tata^^calar», 
ostar sujeto a las reglas (que completan la segunda [XXIII-32J) . 

[XXIV-34] da ; 1 A da ; 2 = — da ; 2 A dcr 1 ; dcc 1 A da ; 1 = da ; 2 A da ; 2 = 0 , 

y l’inalmente la convención de que la'foma a 2 es 

a 2 = a (cc 1 , a; 2 ) d * 1 A da; 2 . 

Con estas reglas el producto exterior de las formas diferenciales exac- 
Uih de grado uno o diferenciales de escalares : 

| X X 111-35] du 1 = da ; 1 + ^ dcc 2 , du 2 = -^r dx1 + 1? ÚX ’ 
vorifican [XXII1-31] y la primera [XXI11-32], pues: 
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du 1 A du a = (±L d*> + ^ ) A (^- da: > + 


/ dw 1 3 m 2 du 1 9 u 3 \ , 

~ \ 9CC 1 dx 2 ~ d x 2 J dxl A da; a = 

^(u 1 , u 2 ) 

_ ~d(x\ X 2 ) dx Adcc 2 = — du 2 A du l . 

DeíinidoB los diferenciales de escalares por [XXIII-35] se define el 
ctiferencial extenor de una forma diferencial aplicando el operador d a 
sus coeíicientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto extenor, por ejemplo para [XXIII-33], será: 

[XXIII-36] dai = doa A dce 1 + da 2 A dcc 2 = 

= (II (Ji d!C ‘ ) Ada! ‘ = (-5?- - ifj 

Si es a una forma diferencial no nula de grado 0, 1, 2 es respectiva- 
mente da de grados 1 2 (o nula), nula; y como aplicando [XXIII-36] 
c°n adu 1 dada por [XXIII-35] resulta 


(— 

9M 1 

9 


\ dx 1 

9a; 2 

3a; a 

dx 1 ) üx Adx - 0 

toda 

forma 

diferencial: 


[XXIII-37] d(da) = 0. 

„ Kecípr° ca rne n te, teniendo presente que una forma idénticamente nula 
o bien de grado dos es diferencial de otra (respectivamente nula o con 
un coeficiente nulo) se ve considerando los grados posibles de la forma 
aiierencial p que: 

[XXIII-38] Si dp = 0 es |3 = da. 

Una forma p con diferencial exterior nulo se llama integrable ; en- 
onces por [XXIII-37] y [XXIII-38] una forma es integrable si y sólo 
si es dtferencial extenor de otra forma. 

b) Fórmula de Stokes en E 2 . — Indicando con CA a el contorno de 
R n s» r t Cmt0 1 or * entad ? de E *> orientado a su vez como vimos en 
(§88-6 + ’ ^ f ° rmu a de Stokes en el P lane o fórmula de Riemann 

/k (-t¡r ~ dx ' dx * = X Ai oid * 1 + *** 5 

g uede escribirse en virtud de [XXIII-33] y [XXIII-36] en la siguiente 
íorma, generalizable a un espacio euclídeo cualquiera E„ como indicare- 
mos en Cs: 


[XXIII-39] 


JX da, = i 


c) Extensión a E„. -— E1 cálculo de formas diferenciales (visto en 
a para E 2 ) fue mtroducido por H. Grassmann (citado en Cap. XVII, 
nota V, 1) y desarrollado en forma mucho más general y elaborada por 
A Lue t S° f ne generalizado para variedades de n dimensiones 
K ¿Sf rA ?» R / Cart an, S. Bochner, w. V. D. Hodge, G. de Rham, 
etc ;. veT neta V, 8). En lo que sigue señalaremos sucinta- 
des^euchdeas^E 1ZaC1 ° n ^ ^ V1St ° en a V ^ al caso especial de varieda- 

c.) Si a partir de un punto P de E„, de coordenadas (Cap. XVII, 
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nota III, a) en el sistema -¡0; <h, ...,e n \, se consideran r 

vectores infinitésimos 

[XXIII-40] dx ( h, = dx\„ei + ••• + dx n w e n , (h = l,...,r ’ 

linealmente indepen^ientes ^P, — u “ 

^Z Zn arS‘conc^rrentes y <?us deter ffi ina unívocamente nn espa- 

Ci ° TaraTuif'sean linealmente' independientes los vectore. (XXIII-40] de- 
be ser r la característica de la matnz 

í da+i, díc a (i, • • • da n (i, 1 

[xxni-41] D - \ .I 

I da+r> dx 9 (r, • • • d*V> I 

decir. debe ser #0 por lo menos 

máximo r, eliteaídos .de ella. Eetos d e9 ’ con repetición (§ 11-1, 

!mTa n0 2) r á Pe ' h de los n iídíces super.ores 1.» de r en r] se 

llaman diferenciales de grado r, mdicados por 

d(x hl . x hr ) 

y son los elementos de un tensor llamado tensor r-diferencxal, mdicado por 

[d(x hl ,...,x K )']. 

En efecto, para una rotación de ejes en E r , 

x*(n = 2 h'\x"‘(j) 
le = 1 

, r, rYYTTT 1411 tendremos .por la linealidad de un determinante res- 
Jéíío S ”da un¿ de stTTiñeas (§ 13-3), y usando la convencton de 
Einstein (nota III, <b) ■ fc 

[XXIII-42] d (x K , ••., x K ) = >•' k[ ••• h'ie r d(x x ) , 

,o que dcmuestra (nota ^ E^omo^comWnación 

^i^d^r^rSSM - coeficientes fun- 
cioncs de (a: 1 , .. .,x n ): ^ 

rXXIII-43] «r = ^ _^h u ...,\d(x h , x r ) , 

dotemos al conjunto’ de’las formas. 

aUrl.raica (llamada álgehra extenor en E„) d f^™J* dentes 
mas diferenciales de ígual grado [XXIII-43] y p r 
b K ... h r (x\..-,x n ) 

por 

| X X111-44] M . , ti/A x hr ) , 

U, + Pr = 2, (a h K+ b hi> ... tK )d(x ,..,X ) , 

K,. ..,K — 1 

y ul producto exterior A de a r y 

[XXIII-45] V. = S c K ,.--, k . (a5 ’.£e n )cl(a: ’ .* ) 

por 

| XXI11 -4-01 » f K Jv x K . x K ). 

a r A Y» = ^ «V... fc, •••,'<. d(a: ’ ’ . 

h, It 1 
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fnvrvt?? 3, operacion es asociativa y distributiva respecto de la suma de 

exterfor LTferTnciafes^de 6 gS T e p o £ r rad ° ' " 6XpreSa COm ° product ° 

[XXIII-47] d (**r dcA A ... A d/ r . 

lp _ P e la definici °n de determinante (§ 13-3) sigue que dos diferencia- 
}®® í giado r , cu y° s l ndlces K •••, hr difieren sólo por su orden, son 
iguales u opuestos segun que la permutación (§ 11-2) de índices sea par 
o impar, propiedad que expresaremos diciendo que el tensor 

d(a; , ‘ 1 , ..., x hr ) 

[XxTn-34]“ meWÍe antisimétric °’ y q ue P° r [XXIII-47] generaliza 
Eefinidos los diférenciales de escalares análogamente a [XXIII-35] 
da(®S ...,x n )= ^ k (daldx k ) dx k 

se define el diferencial exterior de una forma aplicando el operador d a 
sus coeficientes escalares y considerando el resultado como un factor en 
el producto extenor, por ejemplo para [XXIII-43] será: 


[XXIII-48] 


71 

d<Xr = . ?. 1 da fc,-...fc, .(x 1 , ...,x n )Ad(x K , 

— 1 7 


h t¡ k -r 1 dx k 


d(x k ,x K 


Sigue de aquí: 


[XXIH-49] ..*-) = <, , 

pues al permutar ; con Ic se obtienen pares de términos opuestos. Esta 

E "‘ También se demuestra que 
vale en E„ la propiedad [XXIII-38], y, entonces, llamando integrable a 
una forma con diferencial exterior nulo resulta: Una forma diferencial 
es mtegrable st y solo si es dxferencial exterior de otra forma. 

o«) También puede demostrarse que [XXIII-39] admite la siguiente 
generahzacion (formula de Stokes en E„) : 


[XXIII-50] 


... f — f... f 


donde CA„ es el contorno del recinto orientado A„, que a su vez debe 
considerarse con una orientación adecuada, “inducida” por la de A„ de 
una manera que no entraremos a discutir en este caso general. Para 
7 ¡,_ó LAA11I-5UJ da la formula de Gauss-Ostrogradski (§ 92-1 nota 2) 
pues si a„ -i = a 2 = X dy dz + Y dz dx + Z dx d y resulta 

dra= = (“Ít dx + • • •) d y dz + ( • • • + d 2/ + .■■) dzdx + 

+ (••• + -^- dz ) d xdy = (^ + ÍX-+Í^-) dxdydz , 

.Mmíl e « en el se ? undo miemt) ro sólo se han escrito los términos que no se 
imulan por no tener diferenciales repetidos. 


V. Hibliografia. — 1. Sobre integrales curvilíneas e integración de 
! 1 ''»< ,| i < ’iales cxactas contienen adecuadas exposiciones muchos textos v 
'niHdos gonerales de Análisis matomático, como los de Rey Pastor, Cou- 
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rant, DE la Vallée Poussin y Valiron (citados en Cap. VI, nota VI) 
y Severi (citado en Cap. IV, nota III, 1). 

3. La niayor parte de !as obras ci. 

gebra vectorial (Cap. XVii, nota v, RRTr . Rr> gans Phillips, 

ZS FréSSfí'i T.s.-í-ssi’S.zrs.t 

BU6 T H^Í Sl An e introÍnctwn to vector cmalysís for physicists and en- 

1Í0S V b D. K E SÓ™‘ e V“a ^JoTlfVo"^ ^ry (Springer, Berlín, 
1929; reimpreso por Un f ar > N u ® va . ' V ectorial la obra de gran am- 

P ,.j r rcSS^ 

<2 

vols.. McGraw-Hill, Nueva York, 1953). 

4. Sobre eampos newtonianos y teoría del potenctal pueden^ varae los 
libros de Bricard, Piiillips, B r and (ci a, os ^ de ’ Kei l0GG ( c í_ 

Rutherford (citado en 3) y mas especialm 

, "' 1 ^ n f. sCnb^"/»™: Tke tkeory of potenticü m d s P Ke- 
rical harmonics (Univ. of Toionto Press, 1 

Muy especializado y de orientación moderna es: (Centre 

M. Brélot : Éléments de la theone classique 1 
d<> Documentation Universitaire; Pans, 1959). 

5. Aplicaciones a la hidrodmámica ?? ® ncl ^ e ^ a y 2” rutherford 
Bricaud, Gans, Brand (citadas en Cap. XVII, nota v, >, 

<CÍta íámMén pueden eonsultarse las siguientes obras, de^las 
mera da en su volumen II una mtioducc g exnosición sucinta 

mocánica dc sistemas continuos la segunda do3 

con uplicaciones técmcas, problemas lesueltos y ejcicic os y 

c.ontinm (Zamchelli, Boloma; , 2 ; ? d ;’ H j ' n ides (Colin, Paris; 
A. Foch : Introduction á la mecanique des Jtuiaes <Uoi . 

40 lí í* Hydrodynamics (Catnbridge Univ. Press; 5? ed„ 1924; 

D ° V "; ■TKeoreUcal 

vu York; 3* od., 1956; hay traduccion espanola. liataao ae 
mica tcúrica; Aguilur, Madrid, 1951). 
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Sobre la Mecánica de los medios continuos, conteniendo como parte 
II una exposición clásica de la teoría lineal de la elasticidad y como 
parte III un moderno enfoaue de la teoría de flúidos, está la obra que, 
aunque con enunciados en ocasiones no muy precisos, contiene una muy 
acertada selección de material de texto y ejemplos, y gran número de 
valiosos apéndices en cada uno de sus dos tomos: 

M. Roy: Mécanique des milieux continus et déformables (vols. I y 
II; Gauthier-Villars, Paris, 1950). 

6. Sobre funciones armónicas esféricas y armónicas esféricas de su- 
perficie (§ 93, ejercicios 19 y 20) puede consultarse la siguiente obra, que 
puede considerarse a la vez como un texto sobre funciones especiaies y 
sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales de la Física matemática: 

T. M. Mac Robert: Spherical harmonics. An elementary treatise on 
harmonic functions with applications (2^ ed., Methuen, Londres, 1947; 
Dover, Nueva York, 1948). 

Excelente obra que da una presentación detallada de la teoría de las 
funciones ’de Legendre y .sus aplicaciones más importantes, en forma ri- 
gurosa y nivel relativamente elemental, es: 

J. Lense: Kugelfunktionen (Akademische Verlag., Leipzig.; 2^ ed., 
1954). 

Tratado más completo, adecuado para un estudio más detenido o para 
referencia y consulta, es: 

E. W. IIobson : The theory of spherical and ellipsoidal harmonics 
(Univ. Cambridge, 1931; reimpr., Chelsea, Nueva York, 1955). 

7. Sobre análisis tensorial están las obras de Brand y Ollendorf 
(citadas en Cap. XVII, nota V, 2), y las citadas en Cap. XVII, nota 
V, _5; entre éstas, da una discusión estimulante de las aplicaciones del 
Análisis tensorial a la teoría del potencial y a la Geomotría de Riemann, 
adecuada para estudiantes adelantados, cl volumen II de la obra dé 
Duschek y Hochrainer, y desarrolla el Álgebra de los tensores (defini- 
dos corao demcntos del producto de varios espacios vectorialcs) para pa- 
sar al Análisis tensorial en coordenadas curvilíneas en espacios euclidia- 
nos, espacios de Riemann, y aplicaciones a la Mecánica clásica y relati- 
vista, la obra de Lichnerowicz. 

Exposición concisa y lúcida del Análisis tensorial en relación con las 
propiedades elementales de los espacios de Riemann, es: 

B. Spain : Tensor calculus (Oliver and Boyd, Edimburgo y Londres 
1953). 

Aplicaciones de los tensores a la Mecánica clásica y ondulatoria, a 
la^ teoría de la elasticidad y vibración de cristales, ondas en flúidos, pre- 
sión de radiación, etc., terminando con una exposición de la teoría cuán- 
tica de los sólidos, da la obra adecuada para famliiarizar a los físicos 
con el Análisis tensorial y mostrar su valor como instrumento: 

L. Brili.ouin : Les tenseurs en Mécanique et en Élasticité (Masson. 
Paris; 2^ ed., 1949). 

8. Introducción muy breve al Álgebra de las formas exteriores da 
Lichnerowicz (citado en Cáp. XVII, nota V, 5) ; una exposición más 
amplia y muy adecuada _da el capítulo III (Grassmann Algebra) de la 
valiosa obra de orientación moderna: 

J. M. Thomas: Differential systems (American Math. Soc., Nueva 
York, 1937). 

Estudio pi-ofundo, con contribuciones originales y diversas aplicacio- 
nes a la Geometría diferencial en su segunda parte, se encuentra en 

E. Cartan : Les systémes différentiels extérieurs et leurs applica- 
tions géométriques (Hermann, Paris, 1945). 

E1 Cálculo exterior en E„, con demostración del teorema generalizado 
de Stokes y consecuencias del mismo se encuentra en la excelente obra, 
eserita en forma muy condcnsada: 
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§ 60. Pág. 13. 

Que sean paralelos (o sea dos a dos linealmente dependientes) 
los vectores a, b, r t — r 0 . 


§ 60. Pág. 14. 


Que sean coplanares (o sea tres a tres linealmente dependien- 
tes) los vectores a, b, c, d, r. —r 0 . Para ello es necesario y 
suíiciente que, por ejemplo, sean coplanares los vectores de ca- 
da una de las ternas (a,b,c); (a,b,d); ( a ,b,r, —r„). 


60. Pág. 15. 


m || n J-r, — r 0 . 


§ 60. Pág. 21. 


A — B = OA — OB^ etc. 

1 ( Q_ —V 6 , —2V6, -(- V 6 ; 2?) V24; (2,4,—2). 

,Y, 24; , ( 2 > 4 >— 2 )i la r ecta r del ejercicio anterior en el sen- 
txdo de 2 ). 

La condición equivale a (a + p + Y ) a + B(b —a) + 

+ Y( c — a ) = P (b — a) + y(c — a) = 0, 

[g(b — a) + y( c — a) + 6 (d — a) = 0]. 

dJa.! + 15oa 9a a = 0; (39, 15,—9) son parámetros direc- 

tores _de la normal al plano bc. 

f r = 2Í + 1 + 5k, s = lOi — 20j, t = 2i + 6 j — 8 k. Se es- 
tudia y compara la caracteristica de la matriz formada por 
os parametros de las direcciones dadas con la orlada por las 
coordenadas de a. (Cfr. § 15-5). 

Construído un triángulo ¿ori a, b y c = a + b, fórmese la nor- 
ma de c. 

c = (a.b)a — (a.a)b; ver Cap. XVII, nota II, Cl . 
Demuestrese la ídentidad AB . CD + AC . DB + AD BC = 0 
tomando un punto O y poniendo AB = OB — OA, etc. 

,') lja suma le s cuadrados de las diagonales de un para- 
leiogramo, es igual a la suma de los cuadrados de sus cuatro 
Jados. 2 ) E1 paralelogramo de lados paralelos e iguales a 
las diagonales de un paralelogramo, tiene área doble oue éste. 
Poniendo AB = b AC = c, AD = d, resulta de la identidad 
^o\ C + cAd + dAb — (b —c) A (c — d). 

1) x b + ma, m escalar arbitrario; 2^) x = b + w A a , 
w vector arbitrario; 3?) x = b. 

ApÜquese la regla de Cramer (§ 15-4). 
e = ).(e 2 A e 3 ); 1 = e 1 . e, = X(e 2 Ae 3 ).ei = A,(ei, e 2 , e 2 ); 

" e r . •* || — l; e.= 4 - i + ^ i+ l k; 

i 19 . 13 1 

C --J - I - - - le. 

90 1 <io J 1 iq 
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§ 60-Ej. 16 


2 . l.i V lr 

e a --r 1 “ T 3 + 9 

Base ortonormal. 

(^ex + u-e 2 + tt 3 e 3 ) . e 1 = u'e ^. e‘ = u ; 

"•I rsO^^'soST Í57e= S = 14, - l 3i + 3B k: 

¡,7rB.to # - 8 T6 6 0 9 -1.69 + =|o.3 - 80.1 - X57.4 = 
_ 14 . g — 13.19 — 33.1 = — 168; 

e a A e 3 e 3 A e t e a A«j e l e- e v _ 

„Av= 5 -3 2 = 5 -3 2 (e„e.,e.) = 

g 1 _4 l 3 1 -^ 

_ (iOe 1 + 2'6e 2 + 14e 3 ) . 90 = — 614i + 278j + 370k. 


(u A v) . w = 


(ei,e a ,e 3 ) = 


c _3 2 2 1 5 

! 1 _z 4 0 = 26.80 = 2340; 

"24-7 -1-34 

7„T v 3 ‘ + = J jr a i4 k . ; s + 278.39 - 370 .18 = 2340. 
c) Ambos miembros se multiplican escalarmente por v, ap - 

= *<bA.>. - MbA.>. = - 

— a» ( b s c, — Í>.C 3 ) = (OiCi + cioCa + a,c,) 6» 

t) '^uítaf ñíf ¿s'c^+ntes de u v y w ^ 

^+^ar l Piano uw. 

(U A v) . (u' A v') = [(u A v) A u ] - V _ __ ( v ») (v . u'). 

— Tíu' u)v_(u.v)u].v = VU . u ; VV . V ; \ 

SKtíí 

stts refulta' sen c sen 5 sen A = 

») (* —a>/3 = (íí H- 2) / (—11 = * —, 1 ’ _ + „VIÍ 

b ;.„ + 3v + 2* = 8 ! c) * + 3p + 2r=±2V14. 

600. 

i 1 ’ 5 ’ a' M A, = (J«)4MG + gAJm.GA, = f AMG. 

Ke que si OAA u = OA' A u es AA' paralelo a u, lue- 
go tómese OA = (uAm)/w . 


I»ág. 36. 


2*i = (1 + 1 V2)*i — f - (1 — ^ V2)^ 

2íC i = *í + V2"*á + X; ’’ rr . - v , 

2a . B _ (i y ¡2 — l)í«í — ^ + ^ Xt ' , . ..i 

PBsar" de un sistema a »+ 

d “ ° S 1 8,) An ' 

gulo ii» alrodedor <!<• 


§ 62-Ej. 19 
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3. Pnmera entrada del cuadro y triángulo correspondiente al 
triedro O (x lt x\, £). 

5. a) Simetría respecto de * a = *i; b) Proyección sobre x, = xi, 
paralelamente a x 2 ; c) La anterior seguida de proyección or- 
togonal sobre x z . 

6. 1?) AX = \—2 2 0J;; 20) No. 

7. AB=0 La proyección sobre x, seguida de la proyección so- 
bre »i lleva todo punto del plano al origen 

8. 10) a) A¡ -1 AA+ 1 = Ar 1 = A d ~ l ; 

b) Si AB = I es Ar 1 AB = B = Ar 1 ; 

2-) Si ^ ABj= y AAd" 1 = I se tiene AÍAd' 1 + ^B) = 

10. Una base forman las m.n matrices con un solo elemento 1 y 
los demas 0. 

12 ' ?/ n . /K' (A + 1: = 1 tómese la traspuesta para probar que es 

L(A) J = y tómense traspuestas de ambos miembros. 

13. eA = J ch 1 sh 1 L 

1 sh 1 ch 1 f ’ 


62. Pág. 54. 


a) y b) Indicando con mayúsculas las respectivas coordenadas 
no-homogeneas y llamando ti/U = \i-. 

X =: a*i + a> 2 )/(Ui + u) = (AX,+ |iX a )/a + R), etc. Enton- 
ces (§ 9, ejercicio 5) sobre cada eje la proyección de P divide 
al segmento determinado por las de P, y P : en la misma ra- 
zon M-/A; c) Si Pi—P 2 todo punto del espacio está alineado 
con Pi y I =, pero todo punto P de la forma (*) coincide con 
V y +■. „ 1 ^ P '-' la correspondencia entre valores X (in- 

clul(io A, _ OC1 ) y puntos de la recta es biunívoca, siendo 
_ fl para = 9, P—>P, para X —> co ? p impropio para 

Bast a reemplazar (*) en [62-2], y ordenar respecto de X. 

( ' ) y condicion para que las raíces de (***) sean números 
opuestos. 

Es el plano polar del punto impropio (u h u,, u 3 , 0) 

Hx,y.z) + X(2y + z ){x — 2 y )=0 da X = — 1/3; 

3x + 2 y + 3+ + 2 xy — 2yz + zx — 3* -f- Gy = 0. 

C (1,—2,0); a = 2, b=\Í2, c — 1. 

1 . 0 ) /o ( f,x + r YrrJ* + A) * ~ (1/3 > ¡*v + 5 « — e ) 2 + 

+ < 3/ ?) [ (4/3 .)f + ^ + 2 ] 2 + </c 2 — 12/C — 28)/4 = 0; 

2 ) I-Lperboimde de una hoja si —2 < k < 14; hiperboloide 
de dos hojas si fc < — 2 ó /c > 14; cono si k = — 2 ó k = 14. 
rara cada^ a, al variar n, los infinitos planos y = ax + n 
cortan segun parábolas iguales; en [62-18] deben exceptuarse 
los valores a = ± Vq/p. 

La cónica intersección degenera enry otra recta, con al me- 
nos un punto P, propio o impropio, común con r. 

Si pasan tres coplanares, el plano de ellas pertenece a la cuá- 
drica, pues si no habría de cortarla según una cónica. Si no 
son coplanares, sería P singular, pues pasarían por’él varios 
planos tangentes. 

E1 plano jt tangente en P, es tangente en todo punto de r. 
Utro piano por r es tangente en un punto Q de r (eiercicio 
11), que es entonces singular. 

Por Q pasa una recta: o bien r, o bien la ulterior intersec- 
cion del plano Qr, y por ejercicio 11 dos. 

V n XV i w xz ~V Z — 2y = 0; condiciones: aq = bp, aq = 
= ( » — 1) (p — 1). p + q = 2 . 

y V~p — q = ± z X'q; (0. ± Vq(p-q), i(p — q )). 
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§ 62-Ej. 20 


20 . 1 <?) z=±-^j*-v; tg 0 =- 4 Vr ; 0 = 98013'; 

( 0 , ± 1 / V"l4, ± 4VB/ 14'1 ; 2 °) De revolución, puntos cíclicos 

(o’o, ± 1 ), cono asintótico x" + y \— z s = 0 ; 

39) z = ± V10 x ; ^tg0 = — 2 VlO/9; 0 = 144°50'; 

puntos cíclicos (± V10/22, 0,5/22). ,, , 

21. Todas sus secciones planas son hiperbolas o paiaboias. 

24 . 49 ) —co < fc < c 2 elipsoides; c 9 < k < b* hiperboloides de una 

hoia; 6 3 < A' < o-" hiperboloides de dos hojas; a < < + » 

ningún punto. [Para lc -> c 2 y k -* 6 S , la cuadrica se aplasta 
sobre los planos z = 0 , w = 0 , atravesandolos ^gun una elip- 
se e hipérbola respectivamente (eonieaa foedlea del haz) + 
2 C ’) En la ecuación cúbica en k: (a — lc) (o —K)\c /v; 

_ x'-(b 2 k) (c a —fe) — j/‘(c a —fc) (a 2 — fc) — 

_ 2 a (a , 3 / c ) (b 2 k) = 0 . el primer miembro toma signos 

alternados en —oo. c", (>', fl' (cfr. § 41). . 

25 io) _cc </r<(/ V ? 3 < fr < + *, paraboloides elipticos, 

o < /<• < p, paraboloides hiperbólicos. [Para fc ■9 Y P 

el paraboloide se aplasta respectivamente sobre loe planos 
y — o r = 0 . atr a vesán dolos seguri parabola* tocales dei 
ha-/l 2 °) Él primer miembro de la ecuaeión cubica en /c. 

{ q _ /c) 4- y* (p — fc) — ( 2 z — fc) (p — fc > 1 9 — /<) - °> toma 
signos alternados en —°o, 9. P- + 00 (§ 41 ). 

g R3. Pág. 77. 

1 . T„ = (-l/3)i - 4j + (17/3)k; (T„, n) = 24°. 


(—3 

2 

-4-] 

r-3 

7/2 

- 2 1 

9 2 } + 

\ 5 

—4 

2 \ = 

7/2 

—4 

1 0 

7 

—6 J 

1—2 

9/2 

—6 J 




r 0 

-3 '2 

-2 1 


+ 

3 2 

0 

— +2 \i 


l 2 

5/2 

0 J 

r 0 

a 


f n, 1 

f an 3 + bn 3 y 

\ —a 

0 

9 r • 

c . ** ? 

= < —aw, + cn a r 

1-6 

—c 

oj 

l n 3 J 

l —bni — cn, J 


multiplíquese este resultado por irii «4 y por \o —b a\. 

3. 136/21 = 6.476. _ 

4. 57/9 = 6,3333; VT434 9)—(57,9) a = 2,845. 

5 10 ) 5 x a + 4?/ 2 - 4 - 62 2 + 4 a?i/ — 63/ar — 2zx = 1 , elipsoide: 

<> 37X" + 1.55Y* + 4.08Z- = 1; 29) E1 plano tangrente en P 
es paralelo" al diametral conjugado a la direccion n, <-> sea 
—x — 12 y + 172 = 0, y es (—1)/(—1/3) = K—U)> V—“ 

6 . Z = 7 9,37,‘ á T»=rl,5B, T 33 = 4,08, r u = 0 si %¥*3i J* = 15 > 

7. Para 5 qúe ^Tplaño ( + ) de § 62, ejercicio 6 , sea perpendicu- 
lar a la dirección (tti, Rs, Ua) debe ser 

a,„n, + a nUt + a^us _ a, g Mi + fl.^ + _ 

M t ^ 3 

OmU\ + Q g.ittz + q.taMa 

Ma 

e indicando con X el valor común de las tres fr ® comno ® f 
obtiene el sistema homogéneo que han de satisfacer los pará 
metroH directores. 
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8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


a) Para cada raíz X el sistema [63-21] tiene característica 2 
y entonces tiene solución esencialmente única; b) Para raíz 
doble 0 triple el sistema [63-21] tiene característica 1 ó 0 v 
por tanto ínfmitas soluciones. 

Xx ¿ + Xy ¿ — Xz 3 — ± 1; cono asintótieo x 2 + y 2 _ z 2 = 0 * 

a„ = Xud + Xu4 + lu 3 k, con ui 2 + — ui — 0 , de di- 

reccion simetnca u respecto del plano z=0, dando el mismo 
cono. 

^ ea n = Mii + M a j + n 3 k normal al plano. 

fl , Hl X {S X ?T 1 *) + n 3 V (+ —xv /(+ — +) = 0; 

A 1 W 1 — A .2 (rh + n 3 ~) + X a n 3 — 0 ; 

a n x = nih, a n ^ = n,l¡, a«» = nal 3 ; 


a, m — XiUi + h ¿ n,- + ).-m 2 = X 3 (yi-/ + n-? + n 3 ) = X,; 
sea a, componente tangencial de a», es a, = M+, —l s )i + 
+ m s (A 3 — X 2 ) k; resulta 

ni(X\ — X,)/ V ( k — X,)/ (X* — X 3 ) = 0/0 = 

= n 3 (X 3 X ,) / V (Aa — X 3 ) / (X i — X 3 ) por ser 

m, V A.i — X, = — n 3 VX, — X 3 . 

S' AS — XI = S" 1 AS — XS- 1 IS = S _1 (A — XI)S. 


Si y solo si A y B tienen igual polinomio característico hay 
matrices S y T (que pueden determinarse ortogonales si A 
y B son simétricas) que las llevan a la misma forma dia- 
gonal: S" AS = T' X BT y entonces B es la transformada de 
A por ST" 1 . 

a) S " 1 AS . S " 1 BS = S _1 ABS = S ’ 1 BAS = S^BS.S^AS; 

) ^ 1 una matriz diagonal A tiene elementos todos distintos 


es conmutable con y sólo con matrices diagonales. 


19) E1 primer extremo vale 3 y se obtiene para u=(2i + 
+ j)e/VTf, (e = ±J.); si v es unitario y normal a u es 

v ,— + 2 j)e'/V5, (e'= ± 1 ), dando a la forma cuadrática 

ei valor —2. Los valores propios son 3 y — 2 y los vectores 
propios u y vj_ 29) Con la transformación ortogonal x = 

= ^) J/=(X + 2Y)/V5 se obtiene para la forma 

cuadratica: 3X 2 —2Y 2 . 

a) h = p = 2-; b) F (x,y)= 9[x +(2/3)yY + n y \ 


A _ Í/4, Ji—1, J 3 _ — 3/4, J 3 = — 1/2, hiperboloide de una 
hoja; centro (é, *,— i) , direcciones principales ( 1 , 0 , 1 ), 

(1 ~ V1 +_-7-V17, -1+VT7), (1+_VÍ7, -7+VÍ7, 

— 1 — V_17) ; ecuación reducida X 3 + i ( V17 + 1) Y 2 _ 

— i (V17 — 1)Z* = 1. 

— . 9/4, Ji = 12, Ja = 11, J 3 = 0, paraboloide elíptico; di- 

recciones principales: (2,—1,0), (1,2,0); eje: 44x — 22 y + 
+ 25 = 0,x + 2y = 0; vértice: (—5/11, 5/22, —37/44); ecua- 
cion reducida: Z = 11X 2 + Y 2 . 

. = ?> Ji=9, J- = — 9, J 3 = — 81, cono real; direcciones 
ddar P X 2 — 1 Y’Váz» = 0 1 ’ —1 ’ 1} ’ í 1 ’—!>— 2 ); ecuación redu- 


§ 64. Pág. 116. 

2. 19) 0 < x a + y 2 < 1 con x 2 + // 2 +i; dos recintos doblemen- 

te conexos con fronteras (0; 0), x 2 + y 2 =i, x 2 + y 2 = 1 
donde (0; 0) no es punto de contorno; 29) Ángulo horizon- 
tai formado por las bisectrices de los ejes de coordenadas: 
dos recintos cerrados (dominios) simplemente conexos; 39 ) 
Regiones hipetbólicas 2 wjt < xy < ( 2 n + 1)jc, (n = 0, 1 , — 1 , 2 , 
— 2 ,...); infinitos recintos cerrados (dominios) simplemente 
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conexos, cuyos contornos están íormados por ramas de hipér- 
bola. .. . 

3. 1?) Circunferencias concéntricas de radio r = (l+.e/°) *; 

29) Hipérbolas equiláteras x 2 — y 2 = Zo 3 ; 3°) Hipérbolas equi- 
láteras xy = k, donde 2wr < k < (2n + 1)«, (n = 0,1, 1, 2, 

_2, ...). 

4. Cono's' V+ — AV = 0. Ramas nn < u < (n + l) n, (n = 0, 

^ ^ 2 _2, ...). 

5. “Circúnferencia unidad” es: l 9 ) |a?i| + |xal == 1, cuadrado de 

vértices (±1,0), (0,±1); 29) máx -¡ |xi|, \z»\\ = 1, cuadrado 
de vértices (±1, ±1). . 

6. Dos conjuntos complementarios tienen los mismos puntos íron- 

tera; véase § 94-2, b. . . 

7. E1 conjunto vacío y el conjunto total. Si un conjunto y su 

complemento no son vacíos, el segmento cuyos extremos son 
tales que sólo uno de ellos pertenece al conjunto, contiene un 
punto frontera y un conjunto con puntos fronteras no puede 
ser abierto y cerrado a la vez. _ _ 

8. l 9 ) XTY = (X - Y) - (X-Yr_=_X»Y-X' - Y' = X - Y; 

2 9 ) X"(^)X' implica X - = X_-X' = (X-X') - (X-X')' = 
= X-X'-X'-X" = X-X' = X; 39) Si existe un cerrado 
F(=2)X ello implica que F(g)X, pues todo cerrado F que 
cumpla_ X(^)F(^)X es tal que X-X'(g)F y por tanto 
F = X. 

9. Para todo X es X"(^)X' y por tanto X' es cerrado Recí- 

procamente, sea F tal que F'(^)F = F'- A, donde A es el 

conjunto de puntos aislados de F. En el entorno reducido de 
cada punto a de A que no contenga ningún punto de F, puede 
darse una sucesión Y a cuyo único punto de acumulacion sea a. 
Si Y es la unión de todas las sucesiones Y a ^ aunque Y' pueda 
contener puntos no pertenecientes a A, será 
Y' = A - A'(=Í)A - F', lo que implica que si se toma 
X = F' - Y, será X' = F, pues 
X’ = F" - Y' = F" - A - A' = F' - A = F. 

10. No. 

12. Sí; orden de conexión 2; contorno x a y-= 1, que con (0;0) 
forma la frontera. 

13. Sí; no; simplemente conexo; el contorno es la parabola 
2x , + x a a = 1 que con el semieje horizontal negativo Xa = 0, 
xx < 0 forma la frontera. 

ft 66. Pág. 124. 

1. a) 19) z = 1 /ln [ (1 — x 3 — y 2 ) / (x 2 + y a ) ]; límites doble y 
reiterados = 0; continua fuera del origen sobre el eje x para 

1/\Í2 M < 1; 

29) z = + vV — y"; existe sólo lim lim 2 = 0; no exia- 

x —>0 y —>0 _ , . 

te el límite doble ni el otro reiterado, pero existe limite dobie 
— o en el campo de definición; continua a lo largo de todo 
el cje x; 

39) z = + Vsen (xy ); no existe ni límite doble ni reitera- 
dos, pero existen y son iguales y nulos en el campo de defi- 
nicíón; continua a lo largo de todo el eje x; 

49) u = arc tg [ (j/ a + z 3 ) /a: 2 ] ; existen los limites reiteradoH 
lim lim lim u = lim lim lim u = rut para cada rama, 

ei —40 1 /—40 * t —>0 tr —»0 z —>0 1 /—>0 , , . . 

poro no existen ni los otros cuatro límites reiterados ni «1 
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límite triple. Cada rama es continua sobre el eje x fuera del 
origen; 

b) f (x, y) = y- + 1 si x += 1, no definida si x = 1. 

2. 19) Existen lim lim « = lim lim 2 = 0; no existe límite 

y —>0 x —40 x —>0 ¡/—>0 

doble, como se ve calculando límites a lo largo de rectas con- 
currentes; 

29) Existe límite doble 0; no existen los límites reiterados. 
39) Existen ambos límites reiterados y el límite sobre cada 
recta concurrente, todos nulos; no existe límite doble, pues 
z = 1 sobre y 3 = x; 

49) Los límites doble y reiterados son —co; 

B 9 ) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos; 

6 p ) Existe lim lim z = 1 con igual valor para los límites 

X —^0 y —^0 

a lo largo de las rectas concurrentes; no existe el límite do- 
ble, ni el otro límite reiterado; 

79) Existen los límites doble y reiterados, todos nulos. 

3. Ninguna de las funciones es continua en (0;0), pero ambas lo 
son a lo largo de cualquier recta concurrente en el origen. 

6. l 9 ) Por lo menos de orden 2, siendo precisamente de orden 2 

31 y sólo si CiCa — Ca 2 > 0 (cfr. § 63-7, b, teor. 1); 

29) Por lo menos de orden 3, siendo de orden 3 en los domi- 
mos angulares que no contengan las rectas x = 0, x = 
= ± V3 y; 

39) Irden logarítmico inferior a cualquier orden potencial; 
49) Por lo menos de orden p; 

59) Por lo menos de orden 2, anulándose en las circunferencias 
de centro origen y radio 4/ji(4n— 1) con n entero cualquiera. 

§ 66. Pág. 139. 


19) z = 1/ln [(1 — + 1 — y 2 )/(x a + y z )]; 

z° = 2xz a (l — x 3 _—y^)- 1 (x a + y s )~ ím , z v = yzjx; 

29) z = + Vx a — -y 2 ; z x = x/z; z v = — y/z; 

39) 2 = + "Vsen (xy ); 2 , — y cos(xy) / (2z); z v = xzjy; 

49) u = arc tg [ (y 2 + z 2 ) /a- 2 ] ; 

= — 2x(y 2 +z 2 )/[x*+ (y 2 -\-z 2 ) 2 \; 
u v = 2 x 2 y/(x* + ( y 2 + ?’) =] ; = zujy. 

Cfr. § 13-4, b, y § 13-7, a. 

0 a = (—4 + Vl6+ 12/i+ 3^=> / (3^.) —>1/2, (9, = 1/2. 

E + C = 90°; debe disminuir db/da, es decir B y por tanto 

alargarse a\ sen B sen (B + C) /sen C = aB/(au/u)= 0,2 

con C ~ 61° da B < 11°, es decir a>25m. 

S = Ibc senA; aS/S = (A b/b) + (ac/c) + 

+ cotgA.AA < 0,01 + 0,01 + V3. 0,0044 < 0,028. 

Cfr. Cap. V, nota II, e. 

Error relativo < 0,002; densidad 8,33 ± 0,02. 

1°) 0, la dirección de pendiente —2 es tangente en (3;—1) 
a una circunferencia donde es z = const.; 29) 1,4. 

19) x > 0, — co<y<+co ; x = 0, y > 0; 
dn = yx v ~ x da: + x v ln x áy; 

2 9 ) 1 2 1 < \x\; dn = [y . Arc se n ( 2 /a:) — ( yz/Vx 2 — 2 a )]da; + 
+ [x . Arc sen ( 2 /a:) ]áy + (xy/Vx 2 — z 2 ) áz. 

19) Existen f,(0,0) = f„(0,0) = 0. La función no es dife- 
renciable, pues Af = py con 

lim p, = lim (+ V \xy\/ Vx a + y 2 ) = lim Vlcos cp. sen cpl = 

O~*0 Q—*0 0 -40 
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lim V£ |sen 2cp| no existente: 
q —>0 

2") Existen f,(0,0)= f B (0,0) = 0, pero la función no es 

diferenciable, pues Af = £0 con_ 

lim e = lim [sen(4 Arc tgm)/Vl + m 2 ] no existente con 

Q—^0 0—»0 , 

y/x — m variable. Es f x (Q,y)=0 funcion contmua de y en 
(0,0); f v (x, 0) = 4 es función discontinua de x en (0,0). 

11. Intersección (2; 2;—3); p lano tangente z — 3 = * — 4j/; 

ángulo: sen Q = 19/(3. V 138) = 0,54; 0 = 32°40 . 

12. 29) Para y = x 4- a, z = x + In (1 + e a ) + 3ó) yfll'l. 

13. Dw=8i + 7j; |Dm| = VTIS; m t/6 = 4 V3 + 1.7; nula 
según tgcp = — 8/7; tp^ = — 55°, cp a = + 125°. 

14. Dtt = 9i — 44j — 48k; = — 2/7; nula en el plano 

Q(x + 2) — 44 (y — 3) — 48(2 — 4) = 0; máxima según (9; 
—44; —48) ; |Dw| = V 4321 = 65,73. 

15. D 2 = I2i — 12j; 2 «p = h vT. 12 — l . 12 = + 4,392; máxi- 
ma según tgcp = — 1; cp a = — Jt/4, cp» = 3 jc/ 4; |Dz| = 
= 12. \ r 2' = 16,97. Nula según tg cp = + 1; cp t = ji/4, 
q) 3 = — 3 jc/4. 

16. Función no diferenciable. A pesar de que z x = z v = 0, las 
pendientes z/q = xy/ o a = cos cp , sen cp no son nulas. Dos 
rectas de pendiente máxima para cp, = + Jt/4, cp a = — Jt/4. 

17. ± |Df¡ = f,costi) 4- f v sen \p; tgtp = f„/f». 

18. Df. de módulo 1. actúa según la recta que une (a, b) al ori- 
gen; f^ = (—4/V65) . (3/5) — (7/V65) . (4'5) = — 8/ V65. 

E1 teorema del coseno da 10 = 2'5 + 65 — 10 \ 65cosv. 


S 67. 


Pág. 161. 

1. dz/dt. = 2 cos 2 t. 


2 . 

3. 


F(D = 2 sen it Vcos t ; —Jjt < t < ÍJt; 

F '(t) = ( xx ' — yy') z = cos(3í/2) ; Veos t. 

19) y — arctg [(y 1 -t- z a ) r 2 ]; homogénea de grado 0 en todo 
el plano; xu x 4- yu v + zu , = 0; 

2°) Sólo positivamente homogénea do grado 2, excluyendo el 
ángulo agudo cerrado comprendido entre & = 0 y a: + y = 0; 


r_ x i _, 

' I v7+T 1 

+V \±±*L 

l. v x“ ■+ y 3 


l n 4LÜ + 

X 


y*!x* + 
x(x + y) J 

v Vy” + v 2 1 

* + y J 


\ r x J + ir ln - - ---- 


3") No es homogénea. 

6. De fU»!. lx„) = n>(X)f(xi, ..., x„) se deduce +(1)=1 y 

derivando parcialmente con respecto a X y a cada x, será 

%X,f, (X*i. Xx n ) = ty'(\)f(xi, ...,Xn), 

U, (\x x , ..., lx n ) = il>(X)f,(«i. Xn), de donde 

t|>(X.)£x,f, (x\, ..., x„) = Atp'(X.)f (xi, .. .,x n ). 

Si -tp' (X) = 0, se cumple [67-8] para m = 0. En otro caso, 
tomando f (a,, ..., ( 1 ,,)=+ 0, sea 

m = f(a,, .. .,a„)/[Sa.f,(Oi.o*)] ¥ P° r tanto 

*»!»’ U) /a|i(X) m/'K, es decir i|t(X) = CX m con 

C - 1 = i|»(l). 


§ 67-Ej. 25 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


559 


7. 

8 . 
9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


(sen sk + cos x) 2 = 1 + sen2* < 1; —¿jt + nn < x < nn 

(n — 0, ±1, ±2, ...). Es F v (x, y) = cos y ¥ 0 en 
aJt + rwt < at < rwt con y'(x) = (sena; — cos a) /co&y. 
Es y = arc sen [—V2sen(a + 3n)] . 

2 x = (.—2x 3 — z)/(x — y + 2 ), 

2 „ = (— 2y* + z) / (a; — y + z). 

F. (0; 0; 0) = 1 ¥ 0. Campo de existencia: todo el plano 
(x,y), pues si x = 0, según y + z = 0; si, y = 0, según 
x z — 0; si xy ¥ 0, se pone xyz = t, hallándose para 
x,y dados la intersección de la recta u = x + y + [t/(xy)], 
nunca paralela al eje t, con u = sení. 

Ín! z ~ z° = (% — x 0 )tgxo — (y — j/ 0 )tg 2 / 0 ; 

2 9 ) x — y — z + (jt/6) = 0. 

2 a = 2/ a (1 — lx 2 ); plano tangente: 

75a; — 32 y + 40z — 90 = 0. 

Plano tangente al paraboloide: 2 — 2 = 3(a: — 1) + 

+ 2 (y — 1); plano tangente a la superficie esférica: 
z — 2 = — (x — í) + (y — l¥, 3.(—1)+2.1 + 

+ (—1).(—1) = 0; (—1/V42; 4/V42; 5/V42). 

3(F,G)/3 (y,z) = (6y 0 ) (2z 0 ) — 1. (2y 0 ) = — 92 ¥ 0; 

(—23; 33; 28). 

Reducida al punto de contacto con el plano tangente común 
2ar + 3y + 2z — 9 = 0 con jacobianos nulos. 

(du/dx) v = u(y — v) / (1— uv) con 
3(F,G)/3 (u,v) = (1— uv)/(uv) ¥ 0. 


(3 u/dy). = G 3 h 3 (F 3 +F 3 g 2 ) 
xz u — yz x = 


Fi + Fsgi 
Gi + Gshx 


F 2 + F 3 g 3 
Ga + Gah a 


y § 13-6. 


21 . 

22 . 


J = - 1/ (x a + y a ) a . 

19) _ ** _ + _ W _ 

(a — t,)(a—U) ^ (b — íi) (b — U) 

29) x = ± V (a — ti) (a — 1¡) / (a — b); 

y = ± V(b — íi) (b — t a )/(b — a); 
39) d(U, U)/d(x, y) = 



= 4xy(a— b)/V(a+b)' — 2 (a — b) (x a — y a ) + («*+ »•)*; 
49) f'ig'i/[(a — ti) (b — íi)] = f' 2 g' 3 /[(a — U) (b — U)J. 


24. Hay 24 casos. Por ejemplo: 

(u x ) v = f x = 2x; 

(u x ). = f x + f v g x = 2x + 2yzx z ~ x ; 

(u x ) x = f v g. = 2yx z \nx; 

(u z ) v = — fxg.-/gx = — 2a: 3 ln x/z; 

(u v ) x = f„ = 2 y; 

(u v ). = (f x /g x ) + f„ = 2x^ z 2 _1 + 2 y; 

(z x ) u = — (f,+ f„g*)/(f„g.-) = — (x + yzx 1 - 1 ) / (yx'In x); 
( 2 X )„ = — (gx/gx) = — 2 /(a;lna;); y análogamente: 


( 2 «)« = 

9 

(* u) v = 

> 

(z„D = 

; («„). = ; 

(y«). = 

9 

(y«). = 

> 

(y.-)u = 

; (!/»)» = ; 

(y-)« = 

9 

( 2 /*)* = 

> 

(*«)„ = 

; (a;«)„ = ; 

ta;„) B = 

9 

(*«)» = 

> 

(*»)« = 

; ( x v ). = . 

d u 

fv 

f„ 

— 2 a; 

f„ 

f* fu 

25. - 7 — = w_ 
da; 

g„ 

—w~ x 

g. 

: g„ 

—w~ x g u . 

h„ 

h„ 

h. 

n„ 

h„ h. 
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26. (u,) x = 1 1 (sx); (u,) v no existe; 

(w.) r = (1 — sur’ h\r) / (sx) = (1 — sjn s . ln r) / (sr’) ; 
d(ux — y, y — lns, * — r‘)Jd(u,x,r) = 0. 


§ 68. Pág. 175. 

1. Existe a' < a tal que 0) | < (1 — k)b si |®| < a'; por 

(*) si \y\ < b será |4>(*ií/)— 4 >(a:, 0 )| < k\y\ < kb f 
.'. |<j>(®, ?/) | < kb + (1 —k)b = b. Entonces, para |®| < a 

los puntos (x,y n (x)) están en R y sigue que la serie 

co 

yx(íc) + 2 [y n (a;)—y„-i(®)] 

n—2 

converge absoluta y uniformemente, con lo que la sucesión 
(**), de funciones continuas, converge hacia una función con- 
tinua f(®), y es 

4>[®,f(®)í — f(®) = lim [F(®,y„-i(®))—yn(*)] = 0. 

2. Si g(x) es otra, de 

|g(a:) — í/„I = Id>[x, g(x)] —<í>(x,?/„-i) I < k |g(x) — y n - 1 | 
sigue lg(x) — 2 /nl < k 1 ^- 1 |g(x)— y,\, y 
¡g(x) — f(x)¡ = lim |g(x) — y n \ = 0. 

3. 4 >(x,j/) = y —[F(x, í/)/F v (0, 0)] . 

4. Considérese la unión de todos los conjuntos determinados por 
el teorema de § 68-2 conteniendo (Oi, ...,On", bi, ...,b m ). En 
un punto de E„ +m frontera de V debe cumplirse [68-11], 
siendo contradictorio que no pertenezca a V y cumpla [68-12]. 
Si hubiera otra rama Vi debería ser Vi(^)V. Si V —Vi = A 
no fuera vacio, lo serían Vi^A' y A ~ V'i (§ 64-4, nota 2), 
contradiciendo la conexión de V. 

5. 19) 3(F„ Fs) /diiitfU*) = 4(tt, a 4- u¿) sólo nulo en u, = u a = 

= x, = x a = 0. Una sola rama en el campo real E, que co- 
rresponde a la solución compleja de u 2 — x = 0 (cfr. § 116-2); 
29) Dos ramas en el campo real E a para u > 0, u <. 0, se- 
paradas por el punto x = u = 0, frontera no perteneciente a 
ninguna de las dos; 39) Dos ramas (hemisferios) en el cam- 
po real E 3 para u > 0, u < 0, separadas por el ecuador u = 0, 
Xi a + x«* = 1. , _ 

6. Cfr. Hobson (citado en Cap. IX, nota VIII, 3), vol. I, pag. 
439. 

7. d(u,v)/d(x,y) = 0; v = (u* —l)/(M a +l). 

8. d(u,v,w) /d(x,y,z) = 0; con y = z = 0 se obtiene fácil- 
mente w = uv. 


3(z, x a + y a ) _ 2 Zm _ 0 
3 (x,y) x y 

11. 8x cos 2 x — 8x cos 1 x + x cos 4x — 1 = 0, pues 
cos 4x = 1 — 2 sen 2 2x. 


12. Necesidad: Multiplíquese c,Mi + ... + c„tt„ = 0 por u k \ 
intégrese y aplíquese § 15-6, b; Suficiencia: G = 0 ímplica 
= 0, k = 1, ..., n, se multiplica por c* y se suma, 
obteniéndose 

I 6 (Ciíti + ... + CnUnY dx = 0. 


13. § 13-6. 


fi 69. Pág. 200. 

1. Uxm = xyz(l — x a + z s ) (x a — z 2 )'*/** 

W|/|/ — 0 y 

u„ = xyz(x* — «*)■*/'; 




§ 69-Ej. 21 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


Ux V = arcsen (z¡x) — z(x 2 — z z )-‘ = u vx ; 

u v , = x(x 2 — z 2 )~l = u zv ; 

u.x = — yz 2 (x 2 — z 2 )- 3 / 2 = Uxz; 

Vxx — - 'Vxy - ^yx — Vyy ZZZ 

= — 4e“"'(e x — 2e v ) I (e x -+2e v ) s . 

2. fn + fza + ... + fnn = grr + (n — l)g r /r; f = a . r 2 '" + b 

si n=£ 2 con a, b constantes; f(x„x 2 )= a ln (b Vxi a + xa“) 

con a y b > 0 constantes. 

3. z = In u convierte la ecuación en z xv = 0, de donde resulta 
z = ^(x) + i|>(y), u = e 1 = f (x)g(y). 

4. f xv = f vx = (x 2 — y 2 ) / (x 2 + y 2 ) si x 2 + y 2 > 0; 

f-v(0, 0) = — 1 f„x(0, 0) = + 1; 

fx¡, no es continua en (0,0); fx, f v no son diferenciables en 
(0,0). 

6. Las mismas para (x,y 0 ) con xe(x 0 — h,x 0 + h) y además 
existencia de uno de ambos miembros de la tesis. 

7. d n z = e ax (a dx + f dy ) (n) ; d n z = e am (a dx + cdy) w con 

c ln> = b n cos (by + inn) ; c <0) = cos by; § 38-1, ejemp. 4. 

8. 19) Uxx + u vv = u TT + (Uyy/r 3 ) + (u r /r); 

29) u = (r^ + r' 2 ) 3 / 2 . (+ +2r' a —rr") -1 . 

9. Derivando sucesivamente [67-8] se tiene 

/3 9 \ o» 

l* 1 ' 3 ^ 7 +••• +Xn nix l ,...,\x n ) = 

= m(m — 1)... (m — p + l)X m-p f (x„ ..., x„) 
y se hace l = 1. 

10. Aplíquese [67-9]. 

11. y’ = —(Sxy + y 2 ) / (4x 2 + 2xy); 

y" = 3¡/(64x* + 2>2x 2 y + 8xy 2 + y 3 ) /[4x 2 (2x + í/)“] . 

13. d« = 8x dx — Gydy; x dx + y dy + z dz = 0; 
d 2 z = 8(dx) 2 — 6(d y) 2 — 6yd 2 y; 

(dx) a + (dy) 2 + (d«) 2 + yd 2 y + z d 2 z = 0; 
d ®2 = — 18 dy d 2 y — 6y d 3 y; 

3 áy . d 2 y + 3 dz d 2 « + y d 3 y + z d 3 z = 0; etc. 

14. dx + dy + dtt + dv = 0; 

x dx + y dy + u dtt + v dv = 0; 
d 2 «. + d 2 v = 0; 

(dx) 2 + (dj/) a + (dít) 2 + (di>) 2 + ud 2 u +- v d 2 v = 0; 
d*tt + d+ = 0; 

3 dw. d a tt + 3 dr d 2 v + u d 3 tt + v d*v = 0; etc. 

15. u = 1 + 2h + h 2 + hk +(3/2 )h 2 k -|- T. 

16. xy. 

GO GO / i \ 

17. 19) 2 2 ( W + Mx’V; 

n=0 m= 0 \ n / 

00 

|x| + \y\ < 1 comparando con 2 (x + y)‘ para x > 0, 

8 = 0 

V > 0; en los otros cuadrantes el término general no tiende 
a cero si |x| + \y\ > 1; 

co CO x nyn 

29) 2 2 —r—r-, válido para todos los valores de x y 

n = 0 m — 0 mln! 

de y. 

19. Por § 69-5 cz (9,a? ’ M + VM 8ix. 9^) 

S(x,y) xgx(0 2 x, 02?/) + yg v (§M, 02}/) 

20. 3 (f, g) /3(x, y) = 0 en (0; 0). 

21. —2; No. 
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22. (f„ + + /%„)/(g,^ + 2Xg xv + rg„) = 1; 

Sí; También pueden aplicarse los desarrollos en serie de 
§ 45. 

§ 70. Pág. 224. 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 
11 . 
12 . 

13. 

14. 


Nueve puntos extremantes (0; 0), (±l/v r 2; ±1/V2), (0; 
±1/V2), (±1/V2; 0) con máximo relativo (=1) en el pri- 
mero, mínimo absoluto ( = í) en los cuatro siguientes, y pun- 
tos de ensilladura en los cuatro últimos. 't ’ í- 1 
Un solo punto extremante (0;0), caso dudoso. Se tiene 
f = (x — y 2 ) 2 — y B = (x — y 2 — y’'/ 2 ) (x — y 2 + y 6 / 2 ) >0 si 
y < 0. Recta singular, semieje +j/. En un entorno del ori- 
gen es f < 0 en y 2 (l— Vy) < x < y 2 ( 1 + Vy) con y > 0, 
siendo f > 0 en el resto. No hay extremo; cfr. § 70-2, ejem- 
plo 3. 

Por razonamiento análogo al del ejemplo 6 de § 70-2, los cua- 
tro versores de dirección PV t dan suma nula, por tanto si 
el mínimo, siempre existente, no es uno de los vértices, debe 
ser la intersección de las diagonales. Ésta es precisamente P 
si el cuadrilátero es convexo. 

Mínimo absoluto en (1;—3) con valor —7. Trasladando el 
origen al punto (1;—3;—7) y girando los ejes, resulta 
Z = (3/2) X 3 + (1/2) Y a . 

Extremantes (0,0), (±a, 0). 

En (0; 0; 0) es H = — 1 étV < 0, punto de ensilladura. 

En (±a; 0; —a 4 ) con H = 64a* > 0, z xx = 8a 3 > 0 hay 
mínimos (que son estrictos y absolutos). 

No hay extremos relativos; máximo absoluto 1/4 en (ln2;0), 
mínimo absoluto —1/4 en (0;ln2). 

Extremantes (0; 0), ( + V¥; — V2), (—V2"; +v r 2). 

En (0; 0; 0) caso dudoso H = 0, con recta singular y = x, 
siendo en ella z > 0 y según los ejes z < 0, no hay extremo. 
En los otros dos puntos hay mínimos (que son estrictos y ab- 
solutos) con valor z = —-8, pues H = 384 > 0, z x *= 20 > 0. 
d a = (16 + 3Í! —2 í 2 ) 3 + (—7 + 2U — 2U) 2 + 

+ (10 + *íi — tj) 2 ; U = — 4; U = — 3; d = V185. 
u — sen A sen B sen(A + B) > 0 anulándose en A = 0, 

ó B = 0, ó A + B = ji con 0 <A<jt, 0<B<jt, 

0 < A + B < jt; U/, = u B = 0 da tg A = tgB; 

sen 3A = 0; A = B = C = jt/3. 

A = B = C =Jt/6 da máximo sen A . sen B'. sen C = 1/8. 
E1 baricentro. 

a) Mínimos para x = 5, y = 8 y para x = — 5, y = — 8; 

b) Mínimo para x = a/ V 3, y = a VlT; 

máximo pafa x = — a/ VT, y = — a/ VT. 

d = — D/VA S + B 3 + C a con pie de la perpendicular en 
(—AD/ (A a + B 2 + C 2 ), —BD/(A 3 + B 3 + C a ), 

—CD/(A 3 + B a + C a )). 

x/a = y/b = z/c = s/ (a + b + c) ; 

F = x a y b z° + \(x y + z —s); Máximo al ser 


r ( adx , b dy c dz \ 3 

d*c = »v«-[(— + — +—) - 


/ n rlar 1 

l x 2 


h +r 
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' adx 2 , 

bdy a c dz 2 \ 

. x 3 + 

y a z a 1 


pues x/a = y/b = z/c con dcc + dy + dz = 0. 

15. Triángulo equilátero en ambos casos. 

16. Se extrema 2S = ad sen A + 6c sen B bajo la condición 
a~ + d a — 2 ad cos A = 6 a + c 2 — 2 bc cos B y resulta 

A + B = jt, es decir, el cuadrilátero inscriptible. 

17. En ambos casos triángulo equilátero inscripto en x 2 y a = 1, 
demuéstrese primero que debe ser inscripto. 

18. Vértices x = ± a/vT; y = ± b/ vT; z = ± c/VT. 

19. Cubo; cfr. § 70-8, ejemplo 3. 

20. Para el plano l(x — a) + m(y — b) + n(z — c) = 0 se ex- 
trema el volumen V = (la + mb + nc)*/ (6lrmi) obteniéndose 
3 al = 3bm = 3cn = la + mb + nc ; V = 9aóc/2. 

21. Para determinar los extremos de r se encuentra la ecuación: 

_ l _ - ma . w3 _ n 

r a — a 2 ^ r 2 —6* ^ r 3 —c a ~ 

22. Resultan los ejes de una cuádrica referida a su centro; cfr. 
§ 63-5, [63-22] y § 63-8, a. 

23. Debe extremarse r 2 = x 2 + y 2 + 2*ycos0, y para 
F = r 3 + \(anx a + 2oy¡xy + a&y 2 + aa 3 ) resulta 

x + y cos 0 + /.(a«x + a^y) = 0, 

y + x cos 0 + X(au¡x + aaay) = 0, de donde r 2 = Xa* y los 

valores de 1. son las raíces de la ecuación 
(XOu + 1) (Xazt + 1) = ().Oia + cos 0) 3 . 

24. Basta buscar el máximo de u = ax 2 + 2 bxy + cy a con la 
condición ex a + 2 fxy + gy a = 1, debiéndose eliminar x, y 

entre estas dos ecuaciones y la aX ^ + cy — 0. 

. + fy fx + gy 

De las dos primeras se obtiene 

x[(ax + by) — u(ex + fy)] + y[(bx ± cy)—u (fx+gy) ] .= 0, 
debiendo por la tercera, ser compatibles en x, y las ecuaciones 

(a — ue)x + (b —• uf)y = 0, (b — uf)x + (c — ug)y = 0, 

de donde resulta la tesis. Para el ejemplo, es 
u = (14/3) + (2 V67 3). 

25. Ecuaciones de condición <p r = %,a r a — H r = 0. 

Para F = A + Sr^r<p r se tiene (3 a/ 9 Or.) + 2X r a r) = 0, 
de donde A r) /a r( = — 2+ independiente de i. 

Como % t A r ,a, { = 0, (r+^s), se extrema A cuando es or- 

togonal. Po r tanto _A a = H,H a .. . H,„ de donde 

Amii = VHiH 2 . . . H n . Para |a r ,| < M es H r < nM s . 

§ 71. Pág. 234. 

1. xy + yz + za: + x — 5z — 10 = 0; (1; 2; 0) ; 

xy + yz + zx ■— 1 = 0. 

2. 3x + 8y — z = 19; x — 1 = (y — 2)/(—5) = z/ 3; 

(1; 1; 1) e indeterminadas, normales a la anterior; hiperbo- 
loide ordinario de revolución X a — \Y 2 — \7? = 1. 

3. xy + yz + zx = 0; 

(x— 1) (y — 2) + (y — 2)z + z(x — 1) = 0. 

4. 9* + 8y + 7z = 1; 17(x — 3) a + 34(y — 2') 2 + 49 (^— l) a — 
_ 46(x — 3)(y — 2) — 14(y — 2) (z — 1)-28 (z—1) (x—3) = 
= 0; (2; —3; 1); 

Esferoide achatado 4X* + Y a + Z* = 1. 
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5. Basta resolver f(a, b) = 0, f«(a, b) + Xf„(a, 6) = 0, 
f«(a, b) + 2Xf» v (a,b) + Ví vy {a, b) = 0 con 

/3 3 \ O) 

f® a (a, b) + f, B (a, 6) > 0 y (— + X —j f(a,b) ^ 0. 

6. I 9 ) a 3 + pa 2 + q a b = 0; 3a 3 + 2 pa + lq a = 0; 

6a + 2?> = 0; (f, + Xf y ) 131 = 6 ^ 0; a = — p/3; 

6 = — 2p 3 (27<f); \ = p 2 ¡(Sq*); 

Recta de inflexión 9 p"x — 21q 2 y + 5p 3 = 0; 

2°) a* — 6a 3 — 6 = 0; 4a“ — 12a — X = 0; 

12a 3 — 12 = 0; 24a =£ 0; (+1;—5) con X = — 8; 

(—1; —5) con X = 8. 

7. La única raíz real del sistema f = f, = f„ = 0 es el origen 
(0;0), punto crunodal de tangentes c(x 2 — y 2 ) = 0, es de- 
cir y = ± x, con ramas sin inflexión. 

8. E1 origen punto acnodal. 

9 Desarrollando en potencias de X — = ph y x — a = h, 

será 

2P (*,*).'fc* = f W(l i* + 2Pa(Xi)|i + Q(k> + h[ R(n)+8] = 0. 
Si el trinomio constantg.-respecto de h, ¿iane dos ceros reales 
distintos ni, p,», la ecuación de ambas ramas del tacnodo será 
aproximadamente y — b = h(x — a) + + (x — a) a y am- 
bas estarán a un mismo lado de la tangente común si 
M-xM-a = Q(Ái) f„„ >0, a distinto lado si + 1 x 3 = Q(ta)/f„„ < 0» 
y dudoso, pudiendo una u otra rama tener inflexión si 
|xi|x 2 = 0 = Q(Xi), Si A = 0, es 
2F(x,X) h* = f„„ (p. — p,i) 3 + /¿[R(p,) + 8] = 0 para 
|X! = — v’Q(li)/f„„. Si R(|Xi) =f= 0, el caso no vuelve a 
ser excepcional y se tendrá aproximadamente 
(+ — (xi) 2 = — /i.R(H'i) f„„, es decir 
. -'y — b = \i(x — a) + (x — a) 2 (n,i ± V —(x — a) R(|xi)/f„„); 
por tanto, sólo si x — a es del mismo signo que —R(|Xi)/f„„ 
es y real; si-ixi=+0, ambas ramas de la cúspide quedan a 
un mismo lado de la tangente común, mientras están a dis- 
tinto lado si jxi = 0 = Q(li). 

Ejemplo 3: P(x, 1) = X a + x a + x 2 X 2 = 0, Xi = 0, 

P(X) = Pi(Á) = 0, Q(0) = 2, f„„ = 2; A = 4 > 0; 

(0;0) es punto parabólico aislado. 

Ejemplo 4: F(*, X) = X 2 — x = 0, caso no excepcional 

con P(/i) = — 2 += 0; (0; 0) es punto de retroceso de 1?- es- 

pecie, existiendo curva para x > 0. 

Ejemplo 5: F(«,l) = X 2 — 2Xx + x 2 = 0, Xi = 0, 

P(X, = — 4X, Pi(X) = — 2, Q(X) = 2, f„„ = 2, A = 0, 
R = 0, el caso vuelve a ser excepcional. Directamente X = x 
es doble. 

Ejemplo 6; F(x, X) = (X — x) 2 — x 4 = 0, A = 0, 

R = 0, el caso vuelve a ser excepcional. Directamente, si 
X = ixx, queda, dividiendo por x 3 : (|x — l) 3 — x 2 = 0 y las 

ramas son aproximadamente y = x 2 ( 1 ± x), a un mismo lado 
de la tangente común en el tacnodo (0; 0). 

Ejemplo 7: F(x, X) = X 2 + Xx — x 2 = 0, X a = 0, 

P (X) = 2X, P,(\) = 1, Q(X) = — 2, f„„ = 2, 

A = — 5<0, (x a + ú — 1 = 0, |Xi(X3 = — 1; (0; 0) es 

tacnodo con ramas a distinto lado de la tangente común. 

Ejerruplo 8: F(x, 1) = X 2 — 2Xx + x a — x* = 0; \-¡ = 0, 
p(X)=— 4X; P,(A) = — 2; Q(X) = 2=+ 0; f„„ = 2X, 

A = 0. R < 0; (0; 0) es punto de retroceso de 2^ especic, 

existiendo cui va purn •> • 0. 
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10. 19) Las raíoes del sistema f = f» = f„ = 0 son (0; 0) y 
(0;—o). Para el primer punto es 

F (x, X) = c s X‘ J 4 - 2 cXx — 3x 2 + x(2 cX :, ~ 2xX 2 + xXQ = 0, 

A - — 16c 2 < 0; c 2 n 3 + 2cjx — 3 = 0, |Xi|x a = — 3 < 0; 

( 0 ; 0 ) es tacnodo, con ambas ramas a distinto lado de la tan- 
gente común. E1 punto (0;—c) es crunodal, con tangentes 
paralelas a las bisectrices de los ejes de coordenadas, siendo 
de inflexión en amhas ramas; 

29) La raíz del sistema f = f x = f„ = 0 es (0; 0); 

F (x, X) = X 2 + x 3 — 2x 3 L‘ - 0, P(\) = 0, X = px da 
F (x, p.) lx 2 = |x 2 + x — 2xV = 0 con 

Pi(l,) = 0 = Q(li) = A. Hi = 0, R (0) = 2 > 0, f„„ > 0, 
( 0 ; 0 ) es punto de retroceso de especie, existiendo curva 

para x < 0 . 

11. 19 ) Tangente simple y = 0 con rama ordinaria sin inflexión; 
Tangente doble x 3 = 0; para x = Xy, X, = 0, es 

F (y.X) = Vy + y — X 2 = 0, +Ol,) < 0, P(X,) > 0; 

( 0 ; 0 ) es punto de retroeeso de l 1 ? especie de tangente x = 0 , 
con ramas existent.es para y > 0 . 

2°) Tangente simple x = 0, con rama ordinaria con infle- 
xión. Tangente doble // ; ' = 0, para y = Xx, X , = 0, es 
F (x. X) = x 2 — V'x 2 — 2Xx + X 2 = 0, P(0) = 0, caso excep- 
cional; para X = px es 

F (x. |xx) x a = 1 — (xV — 2g + (i 2 = (g— l) a — (x 6 x 6 = 0, 
vuelve a ser excepcional, pero directamente, para (t 1 es 
[(ylx 2 ) — l] a = x 3 , es decir, y = x 2 (l ± .-p 6 / 2 ), dando (0; 0) 
punto de retroceso de 2 $ especie, de tangente y = 0; con 
ramas existent.es para r > 0. 

12. 19 ) En (0; + 1 ) y (();—1); 29) En (0; —Vjr) y (0;+5n). 

13. Punto anguloso con ramas de pendientes ■ —in, +Ín (¡no son 
ángulos!). 

14. 19) Elíptico, por debajo; 

29) Parabólico, atravesando ; 

39 ) Elíptico, por encima; 

49 ) Hiperbólico, atravesando; 

59 ) Parabólico, atravesando; 

69) Hiperbólico, atravesando; 

7") Elíptico, por debajo; 

89) Parabólico en todos, por encima en los ejemplos 3 y 6 , 
atravesando en los demás; 

99) Parabólico. atravesando en ambas superficies. 

§ 72. Pág. 255. 

1 . r(w.) = r(?i).e(w) con ’e (?e) I = 1 da 

r A r' = reA (r'e + ? - e') = r 2 e A e', § 72-3, b. 

2. Cfr. § 60-1, 6 ; [72-17], [72-21] y [60-35]. 

3. u’, derivada del módulo, no es el módulo de la derivada |u'|. 

4. Si n es el versor norunal al plano, aplíquese § 60-7, a, para 
ver que el sistema homogéneo n.r = n . r' = n. r" = 0 
tiene solución no nula (§ 15-6, b). Para el recíproco, se aplica 
n'.n = n'.r = n'.r' = 0 y ejercicio 1 . 
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2?) Dr(Qo) .x = l(20i + 0j) + (—2) (2j + 4k) + 

+ 2. (—i — 3k) = 18» + 2j — 14k; 

39) r v (Qo) . x = ([20(1/3) + (—l)(2/3)]i + 

+ [6. (1/3) + 2. (—2/3)] j + ' 

+ [4 . (—2 3) + (—3) . (2. 3)] k\. 3 = 18i + 2j — 14k; 
49) dr(Q) = (lO'wdw.— dw)i + (6dw + 2vdv)j + 

+ (4i> dv — 3 w* dw) k = (10-ai + 6j) dw + 

+ (2nj + 4vk) dt> + (—i — 8w ,2 k) dw; 

d 9 r(Qo) = [10.2.1 —2]i + [6.1+2.1. (—2)]j + 

+ [4.1. (—2) — 3 . l a . 2] k = 18i + 2j — 14k; 
f 0 3 i-i 

69) ^ —3 0 2v l = 0; 

l —4 —2v 0 J 

Plano (r — r 0 ) . (4-Voi — j + 6k) = 0, para 
r 0 = 2i + j + k es 4 u — v + 6w — 13 = 0; 
a v = [(—3) (—2 3) + (—4) (2/3)]i + 

+ [3(1/3) + (—2a>o) (2/3) ] j + 

+ [(1, 2) (1 3) + 2i/.,(—2 3) ] k = (6/3)i + 

+ [1 —(4/3) i’o] j + [(1 6)—(4/8)vo]k; 

(5/3) (1 3) + (1 — 4v„ 3) .(—2/3) + 

+ [(1 6) — ( 4v n 3)] (2^3) = 0; 

69) r„(0) = 6j; r,.(0) = 0; r„(0) = — i; 

»+ (0) = (—2,3)i + 2j con 

(—2 8) (1/8) + 2T(—2/8) = — 14/9 += 0. 

6. Es N. = N* = N- = N" = Ír'.(O); = jr'-(0)| = V2 y no 
existe r'(0), pues r'-(0) = i + j. r'.(0) = i — j. 

7. Por § 26-4 con F(wo) = 0 < y m < F(-u), debe ser 

F(ttm) = Vm < F(w) para todo -u de (u m ,v'\. En este in- 
tervalo será |r(u) — r(•!*«)! > |r(ú) — r(w 0 )| — 

— Ir(?i m )—r(w 0 )| > f(u) — f(Um) y se aplican definiciones 
de ejercicio 6 y Cap, IX. nota V, a. 

8 . Por reducción al absurdo. se supone que exista v de [m«, uj 
donde F(v)>0. Entonces se toma y m de (0, F(i/)) no per- 
teneciente a F(S) y se aplica ejercicio 7. 

9. Para fc>0 sea f(w)= g(u) + ku y por ejercicio 8 será 
!r(w)—r(íto)l — g(u) + g: (tto)— k(u — Uo) < 0 en [wo, Mi] 
y también Ir() — r(iío)i < g(u) —g(Mo), por reducción al 
absurdo para Jc suficientemente pequeño. Si fuese 

Ir (Ua) — r(ií„)! = g(itj)—g(Ro). por la desigualdad triangu- 
lar (§ 9-5, ejercicio), deberá ser también 
|r(i;) — r(•«*)■ = g(i?) — g(w’). para todo par v.w tal que 
Mo < w < v < w x y sería N-,r(tt) = D*g(u) en todo punto 
de [uo. uj. 

10. Corolario de ejercicio 9; obsérvese que no puede deducirse de 
§ 35 por proyecciones. 

11. Se aplica ejercicio 9 con g(?/) = l, obteniéndose 

0 < !r(u) — r(uo)j < 0. 

12. 19) Por componentes, se aplíea § 35-3, dando r(u) = r 0 ; 

2°) Se apiica ejercicio 1. 

13. 1°) Debe ser (§ 60-8. eti) r = r 0 + p(u).a con a^0 y 
p'(u)^0. Por ejercicio 2 es 

_d / r' \ _ (r' A r") A r' 

du \ |r'| / ” |r'| 8 

2 V ) Se aplica ejercicío 4. 

14. De [60-43] se deduce n.r' = n . r" = n.r'" = 0, sistema 
homogéneo con solución n =+ 0 si (r', r", r'") = 0 (§ 15-6, b). 
Eeciprocamente, como en ejercicio 4, será n' = 0 y se integrn 
n. r' = 0. 
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19 ) Se aplica § 66-2, corolario 19; 29) Si r(u, v) = r(t) con 
r'(í)#0, t = t(u, v) será r„ A r„ = í„í„r'A r' = 0. Recí- 
procamente, de 

d (v, z) — 9 (z, ¿e) _ d (x, y) _ „ 

3(u, v) 3 (u,v) 3 (u,v) ’ 

por § 68-3 la proyección sobre cada plano de coordenadas es 
una curva o un punto y se aplica l 9 . 

Si n es el versor normal a la recta, [72-27] da 
[r(«o + á,)—r(«o)].n = (/¡,«/u!)r< n > (u<>) . n + o(h n ), 
que cambia o no de signo según sea la paridad de n. 

[r(«o + /t) — r(«o)].n = (á?'/p!)r<P> (uo ). n + o (hn) 
da que la tangente atraviesa o no a la curva en P 0 según 
que p sea impar o par. Para n = 1, p = 2 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden (§ 38-8). Para n— 1, 
p = 3 se tiene punto ordinario con inflexión (§ 71, ejercicio 
5). Para n= 2 se tiene una singularidad (que no depende 
de la representación paramétrica) y si p = 3 ó 4 se tiene un 
punto de retroceso de l^ ó 2^ especie respectivamente 
(§ 71-4). 

Tomando x = 2u + 1 resulta 
r (u) = (2u+l)i + (2u + 3) j + Vl2u 2 -+ 24u4- 13 k; 
v(1) = r'(l) = 2i + 2j + (24/7)k. Mediante [67-31] resul- 
ta «!/(— 2z) = « 2 /(—2 z) = vs/(—Zx — 3y) = 2 /(—U). 

2x — y+Sz = 0; (3z — y) a — 2y = 0; 

r(u) = ui + 2u 2 j + (2/3) (it 3 — u)k; —co < u < + co. 
d (F,G) _ _ 3(F, G) _ 

9 (yo, Zo) ’ d(zo,Xo) 

3(F G) 

= 22 /o = 2; (x-l)/4 = y — 1 = (z— l)/2; 

3(a: 0 , yo) 

r(u) = u 4 i + uj + u 2 k; r'(l) = v(l) = 4i + j + 2k. 

f & 

19 ) Si v = const., ds a = du 2 /cos 2 u, y s= dzt/cos u no de- 

pende de v; 2 9 ) Si u = const., ds 2 = (u 2 + 1)d « 2 depende 
de u. 

r = (5 V3?4)i + (15/8)j + (3/4)k + 

+ A.[(—5/4)i + (15 V3/8)j] + 

+ |x[(3 V3/4)i + (9/8)j + ; 

d(y,z)/d(uo,v 0 ) = 3cositoch 2 « 0 = 75 V3/32; 
d(z, x)/0(uo, v 0 ) = 2sen«och 3 t;o = 25/16; 

^(x,y) /0(u o ,v 0 )j= — 6 ch-y 0 sh«o = — 45/9; 

15 V3[#—(5 VÜ/4)] + 10 [t/ — (15/8)] — 

— 36[z — (3/4)] = 0; 

Hiperboloide^ alabeado (cc 2 /4) + (y s / 9) — z* = 1 ; 

F Xo = 5 V3/8; F„ # = 5/12; F, o = - 3/2. . 

r = (a + r cos «) cos vi + (a + r cos u) sen «j + rsenuk; 

(0 < u < 2 k; 0 < v < 2k) ; Ninguno, pues 

r u Ar„ = — r(a + r cos u). (cos ?t cos «i + cos u sen «j + 

+ sen uk) 7 A 0 si a > r. 


§ 73. Pág. 277. 


1. Sólo la parte donde y =+ 0 y está definida z(í), excluyendo 
así el eje z que es parte de la intersección. 

2. En el campo real s queda determinado por [73-1]. En el cam- 
po complejo existen curvas mínimas de longitud nula para las 
que r' (u ). r'(u) = O. 
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[~k + w > ,/ ‘ - -w ] <“•> = 

= + co. 

E1 punto u = 0 es singular. 

Cfr. § 72, ejercicio 17. 

Cfr. § 72, ejercicio 17. Si n = 1, p = 2, g = 3 se tiene punto 
ordinario con contacto de primer orden. Si n es par se tiene 
singularidad (que no depende de la representación paramé- 
trica). Si p es impar se tiene en P 0 una tangente estacio- 
naria o de inflexión. Si q es par se tiene en P 0 un plano 
osculador estacionario. 

t(l) = (4/V21)i + (1/V21)j + (2/ V21)k; ^_ 

n(l) = (22/ V 2121) i — (26/V2121)j — (31/V2121)k; 
b(l) = (1/VTÓÍ)i + (8/ V101) j — (6/ V 101)k; 

Recta tangente: (r — i — j — k) A (4i + j + 2k) = 0; 

(x — 1) /4 = y — 1 = (* —1)/2; 

Recta normal principal: 

(r — i — j — k) A (22i — 26j — 31k) = 0; 

(x —1)/22 = (y — l)/(— 26) = (z — 1)/(—31); 

Recta binormal: (r — i — j — k) A (i + 8j — 6k) = 0; 

* — 1 = (V —1)/8 = (z — 1)/(—6); 

Plano osculador: (r — i — j — k) . (i + 8j — 6k) = 0; 
x + Sy — 6z = 3; 

Plano normal: (r — i — j — k) . (4i + j + 2k) = 0; 

4x + y + 2z = 7; 

Plano rectificante: (r — i — j — k) . (22i — 26j — 31k) = 0; 

22x — 26y — 31 z = — 35. 
t = (i + uj + iu 2 k)l(l + iu*), 
n = [— 2ui + (2 — w s )j + 2wk]/(2 + u a ), 
b = (Jm*í — uj +k)/(l + íw a ); . . 

en u-2: 3t(2) = i + 2j + 2k, 3n(2) = — 2i — j + 2k, 

3b(2) = 2i — 2j + k; 

Recta tangente: 

[r — ui — iu 2 j + (l/6)w 3 k] A (i + «j + iu s k) = 0, 
x —u = (y — iu a )/u= [z —(1 /6)u a ']/(hu 2 ), 
en u=2: x — 2 = (y — 2)/2 = [ z —(4/3)]/2; 

Recta normal principal: 

r r — ui— hu*\ — (l/6Kk] A [— 2ui + (2 — u 2 )] 2uk] = 0, 
(x—u)'(—2u) = (y — hu a )/(2 — u a ) = [*_(tt*/6)]/(2iO, 
en u = 2: (x — 2)/(—2) = (y — 2)¡(— 1) = [z — (4/3)]/2; 
Recta binormal: 

[r — ui — iu a j — (w®/6)k] A (iu a i — «j + k) =0, 

(x — u)'(iu a ) = (y — iu s )/(—u) = z — (u a /6), 
en u = 2: (x — 2)/2 = (y — 2)/(—2) = z — (4/3); 

Plano osculador: 

[r — ui —■ iu a j — (it 8/ 6)k] . (iu a i —wj + k) = 0, 
iu a (x — u) — u(y — iu a ) + z — (l/6)w* = 0, 
on u=2: 2x — 2y + z = 4/3; 

Plano normal: , v 

r r _ M i _ lu ?j _ (1 '6)w a k] . (i -I- uj + lu?k) = 0, 
x — u \ u(y—iu a ) + iu a [z— «6)] = 0, 
en « = 2: x + 2y + 2z = 26/3; 

Plano rectificante: _ 

fr_ul ivt a j — (w*'6)k] . [— 2ui + (2 —u*)j 4- 2nk] =» 0, 

—2 u(x — n) + (2 —«.*)(// —lw 9 ) + 2u [z - (tt*/6)] = 0, 
on u = 2: 2x — y \ 2z = 14/3; s = 1U/8. 


'4 + 9 h a _ 
3h 


Recta binormal: (r — i — 
x — 1 = (y — 
Plano osculador: (r — i- 
x + 

Plano normal: (r — i — j 
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8. V3jt(jt/4) = — V2i + k; 

V39 n(jt/4) = — i — 6j — V2k; 

V13b(jt/4) = 2i — j + 2 V2k; 

X w _ 

VI — ¿sen a £dt= V2*E (u; 1/V2), 

integral elíptica de 2^ especie (§ 55-2, b); 
si = V2 E (jt/4; 1/ V2) = V2.0,748; 

Sa = V2 E (jt/2; 1/ V2) = V2.1,349. 

9. Q 0 = (21/2) V21/101; r 0 = — 101/12. 

10. l^) Q 0 = (3/2) V3/13 ; r 0 = — 13/(6 V2); 

s'(uo) = V1 + cos 2 Uo = V3/2; _ 

s"(íto) = — cos Uo sen Uo/ Vl + cos“ u 0 = ■— 1/V~6; 
dt/dso = (s'r" — s"r')/s' 3 = — (2i + 12j +2 V2 k)/9; 
n(jt/4) = Qo.dt/dso = — (i + 6j— V2k)/V39; 
c = (3/13)i — (5/26)j + (5 V2/13)k; 
r = (5/13)i — (5/26)j + (5 V2/13)k + n(2i —j + 2 V2k); 
[x — (5/13)]_/2 = [y + (5/26)]/ (—1) = 

= [z—(5 V 2/13) / (2 V2) ; 

2°) q = (1 + hu a ) a , Qo = 9, 
r = — (1 + iu a ) a , t 0 = — 9; 
dt/ds = (dt/dw) (du/ds) = 

= [— 2ui + (2 — u a ) j + 2wk] /[2(1 + iu a ) 3 ], 
n = Qdt/ds = [—2wi + (2 — u a ) j + 2ttk]/ (2 + u a ), 
n(2) = - (2/3)i - (1/3)j + (2/3)k; 

Centro de curvatura: c = ui + iu a j + (w 8 /6)k + 

+ i (1 + iu a ) [—2tti + (2 — «.*) j + 2uk], 
c(2) = — 4i — j + (22/3) k; 

Recta polar: r = c + |x(Ju 2 i — wj+k), para u = 2: 
r = — 4i — j + (22/3) k + |x(2i — 2j + k); 

<* + 4)/2 = (y + 1) / (—2) = 2 — (22/3). 

11. Aplíquense [73-70] y [73-71]. 

12. b(u) = [r'(tt) Ar"(u)]/|r'(u) A r "(u)| = 

= (u a i — 2ttj + 2k) / V u* + 4zt“ + 4; 
b' (2) = (2i + j — 2k)/9; s'(2) = 3; 

n(2) = T 0 .db/d so = (— 2i — j + 2k)/3. 

13. 19) t.k = fc/Vl + k a ; Derivando ésta, por [73-30] es 

(dt/ds).k = 0 = n.k; Deducida de [73-30] y [73-31] es 
Q(dt/d8).k = r(db/ds) .k = 0 que da b.k = const.; 

29) De n. k = 0 y [73-34] se deduce 

(dn/ds) .k = 0 = —• (1/Q)t.k — (l/r)b.k, es decir, 

q/t = — t. k/(b . k); 

39) Si t 3 =y (constante) es z=ys; de 
1 = £i* + £ a * + £ 3 2 = o' a + y a se ob tiene a = VI — y a s, 
es decir r = tp(o)i + ij)(o)j + ( y/Vl — v 2 )ok; Si n 3 = 0, 
de [73-30] se obtiene t' 3 (s) = 0; Si b a es constante, de 
q£' 3 = rb's = 0 se deduce t 3 = y; Si q/t es constante, de 
[73-30] y [73-31] sigue t — (r/Q)b = m constante, y mul- 
tiplicando escalarmente por t queda 1 = t.m (es decir, t 
forma ángulo constante con m); 

49) Es s'* = 1 + h a , £' 3 = 0; 

1/q* = |t'/s'|* = (£'i* + £' a *) / (1 + k a ) siendo el último nume- 
rador el cuadrado de la curvatura de flexión de la sección 
recta; 

59) La sección recta plana tendrá curvatura constante, es 
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decir será una cirfiunferencia, pues por [55-22] el centro de 
curvatura será fijo. __ 

14. 19) v(l) = 4i + j + 2k =_V21t; _ 

a(l) = 12i + 2k = (52/ V2 1)t + ( 202/ V2121)n; 
d(l) = (12/101)t + (2/21) V101/21 b = 

= [1210/ (2121^V_21)]i + [1868/(2121-/21)] j — 

— [236/(707 V21)]k; 

2<?) v (2) = i + 2j + 2k = 3t; 

a(2) = j + 2 k = 2t + n; 

d(2) = (1/9)t + (l/9)b = (l/9)i + (1/9) k. 

15. 19) h a l (12q 0 t 0 ) ; 29) h s / (24qo 2 ). 

16. Se aplica [73-93] con o 2 r" a = l P or t 73 ' 5 ,^’ °? 

[73-64], r'*=l, r'. r" = 0, (r'. r'")* = r y la ídentidad de 

Lagrange (§ 60, ejercicio 24). 

§ 74. Pág. 293. 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


7. 

9. 

10 . 

11 . 

18 . 

14. 


Envolvente y = 0; Sí, pues 3(f, f ( ) /3(a¡, y) = 4 += 0; 

La envolvente es el par de rectas y a = x 2 IS; Sí, fuera del 
origen, pues 3(f,f«)/3(a :,y) = 8 y; f,, = 6 += 0. 

Curva discriminante y 4 — y B = 0; Envolvente y — - 1, 
Lugar de puntos singulares y = 0; 

Es d(í,i,) /d(x,y) =_4y(2y —1) nuloen y = 0 (puntos 
singulares) con f,< = — 2 =+ 0. 

19 ) (£» 2 /a 2 ) + W) = !í x . , _ 

29) Envolvente x B + y = 1; t = tg la, con a — íncli- 

nación del radio correspondiente al punto de tangencia. 
Hipérbolas equiláteras ± 2 nxy = c. 

Envolvente («/o)w/<»«» + . d//6) np / (w+p) = 1» obtenida eli. 
minando u, v entre las ecuaciones dadas y 
(x n lu n+1 ) — (y n ¡v n+l ) (u/v)i>- 1 (bla)P = 0; 

19) y 29) Astroide (cfr. § 74-1, ejemplo 12); 

39) Las involutas son elipses cuyos vértices son las proyec- 
ciones sobre les ejes de los puntos de una elipse fiJ a - Laj¡n- 
volvente es un sistema de cuatro rectas — (x¡a) — (yio) — . 
Envolvente (*■ + »>)■ = 4( ? W± bV). ™ cnso pnrtieular 
lemniscata de Bernoulli (x B -\-y ) — 4a (x y ), (§ > 

ejemplo 3). v .. 

a) Parábola y = — gx 2 ¡ (2v* cos 2 1) + (tgt)x; 

b) Parábola y = — gx s ¡ (2v B ) + v/ (2g). 

Cfr. [75-23]. 

r.Ar, = (t + uq.) A q = 0 con t A q = k cos i, 

dq/dcp = kAq, dcp/ds = (2¡q) — (cos ilp), si cp es el an- 

gulo (i, q). 

(y—iV = (27/16)**. 


Es 


,. r(s) —r(8o) 
0 ™fl 0 0 (s) — o(so) 


_ lim f r(s)— r(s 0 ) +q(8o)[h(8)— n(so )l + n ( g )l= «(«„), 

a _+* o L o(s) —o(flo) J 

por aplicación de [73-35] y § 36. Además 

d(s) = [r(s) — r(flo)] . n(flo) conserva su signo en un en- 

torno de a„, pues d(»o) = d' (flo) = 0 con 

,!"(«„) = o"(«o) ¥- 0 (§ 33-7). Si o"(«o) = 0, pero 

y'" (fl„) = d"'(fln) / o, ln evolutn no tieno cuspide, sino in- 


J = n(flo), 


l’iexión. 
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(x + y + z) a + 4(a* + by-\-cz) = 0. 

Involutas x 2 + y B + z a — 2a* cos t — 2 by sen t = 0. 
Envolvente: (x a + y 3 + z a ) a = 4(aV + 6V) • 

La condición queda cumplida por toda esfera de radio uni- 
dad con el centro en el plano coordenado z = 0. 

Los planos que pasan por (—c'*;0;0) tienen la forma 
— (fx ± cy ± cz = 1 con envolventes (y + z) a = 4x é 
(y — z) 2 = 4x. 

Envolvente xyz = 2fc 8 /9. 


21. 

19) 

V * 

+ iy + 


= 1; 


29) 

x 2 / s 

+ y 2 / 3 + 

V / 8 

= 1. 


Ai 

Bi 

Ci 

D, 



23. 

A'i 

Aií 

B'i 

Ba 

C'i 

C 3 

D'i 

Da 

= 

0. 


A*a 

B'a 

C’a 

D'a 



24. 

La 

envolvente 

de 

las 

superficies 


tres planos 3 u — 1 = 0, 3v — 1 = 0, 3w — 1=0 es el 
cono circular 1 — 2 (u + v + w) — 3 (u + v + w) a = 9 de 
vértice (1/3, 1/3, 1/3) con eje que pasa por el origen. Su 
transformado es la solución (x a + y 2 + z a ) a — 

— 2 (x a + y a + z a ) a (x + y + z) — 3 (x + y + z) a = 0. 

Se aplican [74-53], [74-54], [74-55] y sus derivadas para de- 
ducir (§§ 13-6, 15-4 y 15-6, c) \xb = — A B /ó 3 , 

A!"x + B "'y + C'"z + D'" = a/8, 


B 

C 

B' 

C' 

A 

B 

A' 

B' 


. A/8 3 , 


a/A = P/B = y/C = A 0 /» 3 


8 = 6 8 , A = — 6*, A* + B 3 + C a = 3*(í 3 + 2) 3 ; 
A' 3 + B' 3 + C' 3 = 6 3 (t 3 + 1); 

AA' + BB' + CC' = 18t(í* + 2); k = 18 3 (t 3 + 2) 3 ; 
0 = (1/4) (t 3 + 2) 3 ; r = (—1/4) (t 3 + 2) 3 . 
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r = u cos vi + u sen v j + kvk ; —oo <%< + <»; 

—co < v < + co; No tiene puntos singulares porque 
r,Ar,.= k sen vi — kcosvj + uk +=■ 0. Plano tangente: 
ky<jx — kx„y + (x<? + y B ) (z — z«) = 0. 

«o = — fc'o/m'o = — fc'o/n'o = ío 3 /6 dando para arista de re- 
troceso r = ti + ií 3 j + (1/6) t 3 k; 

*—(2t 0 /3) y — (to 3 /6) z 

2/3 to/3 0=0. 

2/to* 2/to 1 

t = (i + tj + St a k) / (1 + It 2 ); 
n= [—2ti + (2 — í*)j + 2tk]/(2 + í 3 ); 
b = (it 3 i — tj+k)/(l + ií 3 ); 

q = (1 + Jí 3 ) 3 ; r = — (l + ií 3 ) 3 ; Superficie polar: 
r(t, g) = p + on + gb = ti + it*j + 

+ (1/6) t 8 k + i(l + H?)[— 2ti + (2 — t 3 )j4-2tk] + 

+ M.(ií s i —íj + k)/(l + Ít 3 ); o' = t 8 + 2 t; s = 1 + Íí 3 ; 

do/d» = 2t; Arista de retroceso de la superficie polar, por 
[73-92] es r(í) = i (t a + t°)i + (1/4) (4 — 6t*—5t‘) j + 

+ (1/3) (9t + 5f)k con p = — r . do/ds = 2í(1 + it 3 ) 3 . 
Tambión (§ 74-5) mediante el plano normal 
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* _¡_ ty + ht 2 z — t — ht 3 — (t 3 /12) = 0, derivando dos ve- 
ces respecto de í: y + tz — 1 — (3/2)t 2 — (5/12)í* = 0, 
í- — 3 1 — (5/3) í 3 = 0. Superficie tangencial 
r (t,u) = p + wp' = (í + w)i + (ií 2 + tu) j + 

+ [(l/6)t 3 + iwí“]k. Superficie rectificante: 
r (t,u) = p + w(ot — Tb) = ti + ht 2 j + (1/6) t 8 k + 

+ w(l + ht~) s (i + k), cilindro cuyas generatrices son las lí- 
neas de acción del vector de Darboux d = (i + k)/ (1 + ií 2 ) 
que verifica (§ 74-5) la ecuación 

—2í (* — t) + (2 — t 2 )(y — M ¡ ) + 2t[z — (1/6) t 3 ] = 0 
(plano rectificante) y la derivada respecto de t 
— 2x — 2ty + 2z + 2í + (2/3)t 3 = 0; volviendo a derivar 
queda un sistema incompatible en *, y, z, pues la envolvente 
se reduce a un punto impropio. 

5. Si q = coscpn + sen cpb, es p'Aq = cos cpb — sen cpn, 
(p'Aq) . q' = cp' — (1 /t) = 0. La arista de retroceso viene 
dada por m, A m, = p' A q + u (q A q') = 

= [1— (uIq)cos cp] (cos cpb — sencpn) = 0. La normal m, la 
principal n y la recta polar forman un triángulo rectángulo 
cuyo cateto q sobre n e hipotenusa u sobre m abarcan el 
ángulo cp. 

6. En ejercicio 6, es m' = w'(cos cpn + sen cpb) con 
u — q/ cos cp, cp' = 1 /t, es decir |m'| = |m'|. 

7. p(o) = r(o) + tt(o)t(o) tal que p'(o).t(o) =0 da 
l + u' — 0, u = — o + Oo = — o, es decir 

p(o) = r(o) — ot(o). Es p' = — on/p con plano nor- 
mal de C coincidente con el rectificante de r. 

9. Envolvente p (u) = r(cosw + u sen u)i + 

+ r(senw — wcosm)j; cfr. § 65, ejercicio 15, a; 
p' (u) = ru co stti + ru sen u] = — run = 

= — un/ (q Vr 3 + k 2 ). 

10. r (t,u) = r(cos t — wsen t)i + r(sen t + u cos t)j + 

+ /c(t + w)k. Intersección con 2 = 0 por u = — í dando 
r(í,—t) = p(í) evolvente, ejercicio 9. 

11. Aplíquese la definición de punto central y § 74-1, teor. 3. 

12. I 9 ) Circunferencia de garganta x 2 + y* = a~, 2 = 0 para 
. cada uno de los sistemas de generatrices (§ 62-6, di); 

29) Cada una de las rectas y = ± x, intersección del para- 
boloide con el plano 2 = 0, para cada uno de los sistemas de 
generatrices (§ 62-6, d*) respectivamente secantes; 

39) Recta * = 6/13, y = 3Í/13, 2 = — 2Í/13. 

18. Paraboloide Zxy — 22* — 2y = 0; Plano director 3y = 2z; 

líneas de estricción: ^ 2i/"+*íte — 0 y eje X ^ es ia reg * a< * a ^ ei 
ejercicio 12, 39) que sitúan los ejes nuevos para reducir la 
cuádrica (ejercicio 12, 2 9 ); 8Z/13 = X a — Y 2 (cfr. § 63-8, b); 

Reglada del sistema «j (3É 2) ’ tÍ€ne puntos centra ' 

les sobre el eje x, para t = 0 en el origen, intercambiando 
en [75-5] * por z da m' = — 4/(31 — 2) 2 = — 1, k' = 1, 
n' = h' = 0 y resulta el haz de planos tangentes —Zox = y 
do puntos de contacto (0;0;2o) y parámetro de distribución 
—1. 

14. i/* + xy — 2/2 + 2 * — 2y = 0; 

(1'2)X* + (1/4) (V17 + 1)Y* — (1/4) (VTf— 1)Z S = 1/2. 
tr». |9) (* — 6) /8 = (?/ + 5) ’ (— 4) = (z — 7) '6; 

(* — 5)/4 = (y 4- 5) ' (—3) = (z — 7) '5; 

29) (* | 0) '3 = (y +2)/2 = (* — 3)/(—2); 

(x 4 0)./ (—3) (y + 2) /2 = (2 —3)/6. 
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„ , ■ J* + 2/ + 2 = 0 

Generatrices paralelas a •< 0 . n > 

[* — 22/+2 = U 

de directriz hiperbólica (x + y) (x — 2y) = 1; 
(3/2) V2X a — (3/2) V2 Y 2 = 1. 


§ 76. Pág. 318. 


dki' + 


Hipérbolas verticales y elipses horizontales; no son ortogona- 

les, a menos que v = 0 ó u=hkn, pues 

ds 2 = (4 + 5 cos 2 u) ch 2 v dw 2 + (5/2) sen 2 u sh 2v d u dv + 

+ [ (4 + 5 sen 2 u) sh 2 v + ch 2 v]dv 2 . Hiperboloide ordinario de 
eje transverso lc es: r = acoswsh-ui + b sen u sh vj ± 

± cch-rk; (—0<i>< + co). 

_ ± A / (q 2 — ki) (a a — ks) (a 2 — k») 

V (a 2 —b 2 ) (a 2 — c 2 ) 
y análogamente para y,z. Es 
j„, _ (fci — fca) (fci ka) _ jj. 2 i 

— 4(a 2 — íci) (b* — ki) (c 2 — /ci) 

,_( kí —- fci) (kg — fea) _ dfc 2 

” t ’ 4 (a 2 — fca) (b 2 — fca) (c 2 — fca) 3 

19) Ángulo 0 = Jt/4; 

29) Ángulo Q = arc cos [ (1 — cos 2 cp) / (1 + cos cp) ] ; 

39) o = a(l + cos 2 cp) 3 / 2 /(5 + 3cos a cp)V 2 . 

Aplíquese la última igualdad [72-57] y la [67-36] para el 
cambio de dos variables. 

I 9 ) Indicatriz (* 2 /16) + (2T/4) = 1; K = 5/ 32; 

H = 1/64; Q n = 32/5 (Euler) ; q = (32/5) V2/3 
(Meusnier) ; 

29) Indicatriz (* 2 /9) — (y 2 /4) = ± 1; K = — 5/72; 

H = — 1/36; o„ = — 72/5; o = (—72/5) V2/3; 

3 9 ) Plano tangente 2 = 0, se corta por z = — h, se despre- 

cia fc 2 y se hace fc = ¿ dando indicatriz * 2 + 4y 2 = 9;_ 

K = 5/18; H = 4/81; q„ = 18/5; Q = (18/5) >/273"; 

49) Plano tangente 2 = 0 a lo largo del eje y; Indicatriz: 
x=± 4/y/Z; K = 3/32; H = 0; On = 32/3; 

O = (32/3) V2¡3. _ _ 

gn = 1; gi2 = 0; gaa=5; W=V5; D u = — 2/V5; 

Dia = 0; D 32 = — 2/ Vl5; 1F __ 

0 „ = Vli (dr 2 + 5 dA 2 ) / [—2 (dr 3 + dX 2 ) ] ; Ql = — 2¡V5; 

03 = i 5 3 / 2 ; K = — 6/5 3 / 2 ; H = 4/25. 

Tomando como parámetros u = *, v = y, es 
ds a = d* 2 + dy 2 + ( 2 »d* + z v dy) 2 = 

= (1 + 2 , 9 ) d* 2 + 2 z x z v d * dy + (l+ z v 2 )dy 2 ; 

W = V £hiff 22 — gii = V1 + z x ~ + z v 2 ; Di = 2 «*/W, ,/ 

Da = z xv / W; D 3 = z vv / W; U = dx/ds; U = dy/ds y se 
aplica [76-30]. 

Según § 70, ejercicio 24, los extremos de [76-30] vienen da- 
dos por (D 11 D 22 —D! 2 2 ) — (Diipsa—2Di3p!2 + D 22 fl'u) (l/o) + 
+ (PufiTaa — fl+ 2 ) (l/o 2 ) = 0 , equivalente a poner 

(fiTia-Di2 Q ) 2 - (fifil- Duq) (fifan-D22O) — 0 , 

de donde (§ 19-1, 61 ) 

„ _ ffnDu — 2flf«D« + fifg^Dn _ 

2 (fif ufif 22 — 0 ia 2 ) 
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10 . 

11 . 

12 . 

13. 


14. 

15. 

ltí. 

17 . 


( 1 + Z, 2 ) Z yV + ( 1 -f- Zy 2 ) Zxx — 2z x z v z x 
~ 2(1 + 2 , 1, + 2 /)*/* 

_ D 11 D 22 - D 12 _ ZjixZjjv - Zxv 

ffuffan — g\¿ (1 -J- Zx~ + Zy')* 

Por [76-11] y § 13-6 es 


D 11 D 22 W 2 = 

= (r uu , r u , r„) . (r„, 

»> r „, r v ) = 



r uu r„„ 

r uu r u r uu r„ 

r uu r„„ 

hdgu/du r„r uu I 

= r u r„„ 

r u 2 r u r„ = 

r u r„„ 

ffn 

012 5 

r„r„„ 

r„r u r„ 2 

hdgx/di 

> ffis¡ 

ffz¿ 

D+W 2 = 

(r u „, r u , r„) 2 = 




r u „ 2 

r u „r u r u „r„ 

r u „ 2 

idg n /dv 

hdgn/du 

= r u r u „ 

r u 2 r u r„ = 

hdgu/dv 

0n 

gw 

r„r u „ 

r„r u r„ 2 

Ibg^/'du 

012 

g& 

Restando, 

se aplica ejercic: 

io 8. 




La meridiana es una sección principal por ser desarrollable 
su normalía; la otra sección principal tiene su centro de cur- 
vatura en la intersección de su plano con el eje del toro 
(§ 76-4). 

I 9 ) (0; ±1/V14; ±4V3/14)j_ 

2<?) (0; ± 12/ V153; ±156'V153); 

3<?) (0; ± 6 ; 9/4). 

Teorema de Apolonio de las cónicas basado en el primer in- 
variante del tensor bidimensional respecto del grupo lineaJ 
(§ 63, ejercicio 11). 

I 9 ) Por § 67-5, ejemplo 3, es 

(t x x 0 /a 2 ) -f- (tjVo/b-) + ( toZo/c 2 ) = 0 , de donde 

c‘ ( b ¿ xat\ + a 2 yoU¡) 3 = a'bV (1 — £i a — U 1 ) que da 

I _ b a (c 2 — a a ) £, 3 + a 1 ( c 3 — b 2 ) U 3 + a 2 b a 

0n V ó‘c J x o“ + c*a,*yo + a*b*zt? 

Por pertenecer (rt u rt s ,rU) al elipsoide es 

1 /r 3 = [ 6 a (c 2 — d~) t 2 + a 1 (c" — b 1 ) í 2 “ + a*6'] / ( a 2 b 2 c : ). 

Por [60-5 1] es d = 1/V (a; 0 3 /a‘) + (j/ u 3 /5‘) + ( Zo 7c‘) = 

= a?b 2 c 2 / V b'c*x o a + cVj/o 2 + a'b'zo 2 ; 

29) H = (*«,*„, — ¡s,/) / (1 + zx 2 + z 2 ) 2 = 

= aVc 0 / ( 6 Vx 0 3 + c‘aV + a* 6 * 2 0 a ) a por ser 
a 2 b 2 z 0 2 -í- cVí/o 2 + b 2 c 2 Xo 2 = a 2 b 2 c 2 ; 

39) A = 7trir a = TtdVoiQa = nabc/d. 

Puede aplicarse también § 70-8, ejemplo 4. 

Se aplica [76-31], fig. 253. 

ff™ — 1, ^12 = 0, //22 = m* + k 2 , D 11 = Dm = 0, 

D 12 = — k/ V m 3 + k 2 ; E1 ejercicio 8 da K = 0, 

II = — lc 2 / (u 2 + k 2 ) 2 ; Las líneas asintóticas son las línean 
de coordenadas u = cte. (hélices), v = cte. (rectas generatri- 
ces horizontales). 


Es (d()/ds)t la rotación instantánea de tng, respecto de tmli, 
y la de este triedro viene dada por d = (l/r)t + ( 1 /q)1> 

(§ 73-6) siendo m = cos0.n — sen 0 . g; 
b = t A m = cos 0 . g + sen 0 . n. Análogamente a [73-43] e« 
<ln/ds = oiAn = (l/r„)g — (l/o„)t, de donde 
l/r„ = (dn/ds) . g; l/ 0 „ — _ (dn/ds). t. 

La involución queda determinada por los rayos dobles o diroc- 
eiones nsintótienH [76-34]. 
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18. Los extremos de [76-30] se determinan eliminañdo d u, dv en 
1/q = (D 13 du + Dzadn)/ (g-udu + ^dv) = 

= (DiidM + Di 2 d-i>)/(pndtt + g^dv ); Cfr. § 70, ejercicio 24. 

19. pia = 0 equivale a ortogonalidad; D u = 0 a conjugación. 

20. Para que dr + k dn + n d^, sea paralelo a n, con dr y dn 
normales a n, debe ser dr + X dn = 0. 

21. De r„ dit + r„ dv + q (n u d u + n„ dv) = 0, 
multiplicando escalarmente por r u y r„ se obtiene 
gu d u + pia dv — q (D,i da + Dia di>) = 0, 

g-iadu + g w dv — q(D u du + Dadr>) = 0, por [72-45], 
[76-11] y ser r uu .n = — r u . n„, etc., al derivar 
|r u Ar„|n = r u Ar„. Elimínese entonces, bien q (ejercicio 18), 
bien du, dv (ejercicio 8). 


§ 77. Pág. 335. 

1. Para 0 colatitud y X longitud, se aplica [77-46] como radio 
polar de la integral logarítmica (§ 54-2, ejemplo 2; § 34-7) 
dando tg £0 = kebX ? es decir ln tg ^0 = 6A. + c. Las 
constantes b y c se determinan por la posición y dirección 
iniciales, siendo b dX ■= d0/sen0. 

2. Teniendo en cuenta 1/(1 + í 3 ) = cos 3 cp, para la primera de 
X/a = arctg(tgcpsec l) = í(l) = cp + a¡l + ad 2 + ad 3 + ...» 
resulta f'(0) = f'"(0) = f v (0) = f ra (0) = 0, f (0) = cp, 
a 2 = if"(0) = Jt/(1 + t 2 ), 

ci* = (l/4!)f lv (0) = (1/24) (5í — £ 3 )/(l + í 3 ) 3 , 

a„ = (l/6!)f VI (0) = (1/720) (61Í — 58Í 3 + í°)/(l+ £ a ) a . 

Para la segunda, será preferible considerar 


1 + COS <p ( 


+ ...) 

1 — cos cp ( 

>~5f p + Tr'- 

+ ...) 


— ] n 1 + 2 cos cp . I + 2 cos 3 cp . I 2 + (2 cos 3 cp-j p + 

+ ( 2 cos* cp--- j l' + 

+ (2cos G cp — cos 3 cp + -^^) P + 0(£°) J = 2 cos cp . £ + 

, 2 cos 3 cp — coscp ,, , 24 cos 5 cp — 20 cos 3 cp + cos cp „ „,, 7 , 

+- - - l +- ; -^- .¡ +0(1), 

obtenida teniendo en cuenta el desarrollo en serie del seno y de 
lníl + a) = a— a 3 + a 3 - j a* + ..., 

a = 2 cos cp . I + 2 cos 2 cp . I 2 + (2 cos 3 cp-j + ... 

3. Se aplica a [77-63] el desarrollo en serie binómica (§ 45-5, a) : 
(1 — cos 2 cp sen 2 £)-i = 1 + cos 2 cp sen 3 £ + 

+ y 2 2 cos’ cp sen* l-\ - 


y el desarrollo de 
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seni = i—-jr l3 + YT l,i — •••» 
teniendo en cuenta que 1/ (1 4- t-) = cos 3 cp. 

4. De la segunda de las [77-55] se obtiene: 

2 X = ln i + i2LÍL = 

a 1 — sen ip 

= ln ( 1 -f 2ip + 2'ip 2 + -|- + -|- + 'U" + • • • ) = 

= 2+ + -j-y* + + (W) 

de donde 

V=V + |v + 0 (ip 6 ), + 0 (+°), 

a ó a 

las que combinadas convenientemente dan 

t- + tt + °w = -h? + 'ñüF + 

y se sustituye en 

m = —-— = 1 + 4- V + 4t ** + 0 <*•> 

cos i|) 2 24 

obtenida de [77-63]. 

5. Es tg(—y) = dY/dX, donde se sustituye 

. -+S_ = _tg¡„sen P cl í >, 
dX cos ip dp cos“ 

deducidas de [77-55] y [77-61], y se tiene en cuenta [77-57]. 
Para el desarrollo, se tiene en cuenta 1/(1 + í 2 ) = cos 2 ii) y 
se nplica 

sen cp = t . cos cp, tg l = l -\ -1 -1 3 + l 6 + 0(1°). 


g 78. Pág. 367. 


4. j'%f d(í + [t]) = et(x + [*] —2) -> j _ 

5. J + x d|cr| = — J x dx + x áx = 1. 

6. f B (* a + l)d[*] =2 (n 2 + l) = 60. 

J 0 n = l 


0 si x —» 1 + 0 
—e si x —> 1 — 0. 


g 7». Pág. 374. 


r +1 |+i r +1 

1. j ¡rd|a;| = a¡|»| ^— J ^ |a?,]da 

2 . ( r ’(* a +l)d[*] = (a a + l)[x] — 

J o 1° 

— 2 J ‘[*]{B áx = 130 — 70 = 60. 


x\ dx = 2 — 1 = 1. 
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3. Basta que a(x) sea una R-integral indefinida 


ct(a;) = ( cp(í)dt, 

J o 

pues entonces (§ 48-6, c) es: 

f a(cc)u(a;)da) = a (6)U(6)— f & U («) cp (*) dx .= 
J a J a 

= a(6)U(6) — U(í)[a(6) —a(a)] = 

= a(a) J u(x)dx + a(b) J u(a;)da;, 


4. Aplíquese [79-8], observando que la integral de sen x sobre 
cualquier intervalo no supera a 2. 


§ 80. Pág. 392. 


x r = r/n y 8 r = 1/ra da 

~ 2 ln — = lnypOI. -> lne-i = — 1 = 

1 r=i n ’ n n 

= f Inccda; = ra;lna; — a;l 
J Ci |_ J e—>0 

а) Integrando positivo. En co integral convergente si 

lc = 2 — s > 1; enO integral convergente si h = 1 — s < 1. 
Convergencia se da para 0 < s < 1; 

б) Integrando positivo cerca del límite inferior; convergencia 
para h = s — 1 < 1; en co el integrando cambia de signo, 
integral absolutamente convergente si k = s > 1, pero por 
Dirichlet es condicionalmente convergente si s > 0, pues 
x~’ J, 0 e / sen x da; se conserva acotada. Convergencia en 
0 < 8 < 2, absoluta en 1 < s < 2. Para s < 0 es divergente en 

r (n+l)ir 

00 , pues I se hace en valor absoluto tan grande como 

J nir 

J '+CO 

sen( 2 / 2 )dy convergente, aunque os- 
o 

cile sen(y") para y— >co. 


4. 0_; 0. Cuando el valor principal en un entorno simétrico sufi- 
cientemente pequeño del punto singular sea cero. 

5. Por transformaeión trivial en caso necesario, podemos supo- 
ner siempre k > 0. Haciendo kx = t, la primera se reduce 
al ejercicio 2-6). La segunda sólo es condicionalmente con- 
vergente para 0 < a < 1 . 

8. Si ot(íc) es de variación acotada, entonces es acotada y dife- 
rencia de dos funciones crecientes acotadas (§ 55-9, d). Si 
a(x) de variación acotada tiende a cero, es diferencia de dos 
funciones crecientes que se puede suponer tienden también a 
cero sumando y restando el límite lateral (§ 25-4) común, 
siempre existente (pruébese). 
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fi H1 . l’Úg. 402. 


uu = 0 ; ui, n = — 2/[w(n + 1>], (w > 1); 
u m ,i = 2/[m(m+ 1)], (m > 1); 

Un,n = 2 (m — n) /[(m + u) (m + u— 1) (m + n — 2) ], 

(m + n > 2) que comprende las dos anteriores. Suma por 
filas —1; por columnas +1; doble, no existe; por triángulos, 
0; diagonal 0, pues esta última es convergente por no supe- 
rar en valor absoluto sus sumas parciales a 
(m-fw — 1) /[2(m + n) (m + n — 2)]-»0 para 
(m + n) -» + co . 

Por filas (1, +«>, —<*>); por columnas (—1, +co, —oo); 
doble (no existe, +co, —co) ; diagonal (oscilante) ; por trián- 
gulos (0). 


« K2. Pág. 412. 

4. 16a 8 /12. 


5. 8ln(l+ V2) ; es impropia convergente, § 87-2. 

6 . 0 . 


H H8. Pág. 421. 

Para la región 
4. 1/50 400. 

(i. (e + e -1 ) /4. 

7. (jt/4) — (1/2). 

8. h V 3 Arc tg á. 




> 0 el valor es jt/8 ; con la opuesta, es cero. 


Vln + dr =. ofb (ln a — 4; 


» 84. Pág. 439. 


eiir — e-iir. 
jtabciBVÜ'— 4)/24. 

4na 3 /35. 

Mediante coordenadas cilíndricas resulta 
(jt/4) (k 2 — h 2 ) (2a 2 — k 2 — h 2 ). 

2 \/2a5 (a + b) /3. 
jt V a b (a + 6). 

2jta6 (2 V 2 -— 1) /3. 

4jtr 2 . 

(3a/8; 35/8; 3c/8); jtabc(2a + 36 + 6c)/112; 
jta6c(2a + 36 + 6c — 4.8) /112. 

(3R/8; 3R/8; 3R/8); 19jtR 3 /52; jcR 9 (19R — 48)/52. 
VG = 2/i./3. 

S = 2ji*r[a ± (2r/jt) ] ; V = JtV[a ± (4r/3«)] . 
2n , cib. ^ 

а) I = iMR a ; q = R/V2; 

б) I = M[(R a /4) + (a 2 /12)] ; 
c) T = M[(R a /4) + (a 3 /3)J. 

I : : 2MR75; q = RVW. 

I = M[R" + (3/4)r 2 ] . 

T = M6'/4; o = 6/2. 


§ 86-Ej. 5 
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20. I„ = u.'l + Uu a l v + u ,*h — 2u,u v I, v _ 

— 2u v u z l vz — 2tt,ft. I,.; 

L = I„ = 3M[r 3 + (l/4)/i. a ]/20; 

L = 3M+/10; 

í“ = <3/20) [r* + ( 1 / 4 )/t a ]M( mV + u v 2 ) + 3Mr a tt»710; 

L = M'pu ; u,/q u = x , etc.; 
í(x 2 + y-) /a 2 ] + (z a /c a ) = 1. 

§ 85. Pág. 450. 

Í. a) No son uniformemente convergentes ni S n (aj) ni SV(íc). 
q, M*) es denvable término a término Ambas S.(a;) y 
Sn (*) son mtegrables termino a término; 

6) No son uniformemente convergentes ni S.(») ni S.'(aj). 
„ a , n ? es derivable término a término en x = 0 La 

r n o° mtegrable término a término, pero sí lo es S„'(a;); 
c¡ t "*"q es nmformemente convergente, pero no lo es 

a'LVJ ‘ o a no es derivable término a, término en* = 0. 

mbas S. (a?) y S» (x) son mtegrables término a término; 
S„(a;) es umformemente convergente, pero no lo es 
8 M V q es denvable término a término. Ambas 

S„(a;) y S„ (x) son íntegrables termino a término. 

2 ' vil! S c ? nver ^? te nniformemente en [0; 1], pero no deri- 
vable termmo a termino en x = 1. La serie de las derivadas 
no converge umformemente en el entorno de x = 1 

4 ' w/i 1 ? | arant izada en [85-5] la ley disociativa (§ 22-1, «, 

(*/»*), (§ 43-3, c), mientras qué 
cos (x/n) no tiende a 0, (§ 22-1, d ). 

_ /* “ °o ^ r x 

5- (2u*(í) )dí = 2 u*(t)dí + 2 = 

J0 1 1 Vo 

= ln(l + a; 2 )/ln2. Es lim R k -i(l/k) = oo. 

6 ' ínrHvíS ís’ Jo o G x n m partes de nianera que la norma de la 
Swí 4S -?\ s f a menor que e/3K. Para cada a; r existe n r 

numero natural tal_ que |S„(* r ) - S„ +P (a; r )| < e/3 para 

Z> r y todo p numero natural. Sea N el mayor de los 
I c • • • > Um y fPÜquese § 35-1 para probar en [a, 6] que 
I &„(a;J — S„ +p (a;) | < e para n > N y todo p. 



+ 48K < e. 

§ 86. Pág. 464. 

1. No puede tomarse límite bajo el signo integral, pues a pesar 
de ser ) im Í2//( 2 / + a;)*) = 0 para 1 /—» 0\ es 

<p((P) =1^0. 

2. Por § 86-2, Teor. 3, existe y es 

g„(x,y) = g v (a,y) + f*g xv (£,y) d£, 

J a 

a la que se aplica § 50-1, a ). 

4. La integral derivada es uniformemente convergente respecto 
de y > c > — 1 (§§ 80-7 y 37-5). 
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§ 86-Ej. 5 


(§ 53, ejercicio 3) y de aquí cp(y) = reArcsen y + cp(0) 
con q3 (0) = 0. 

6. Intégrese J 0 ' por partes (la ídt/Vl — í 2 ). 

/» co 

8. Aplíquese [51-10] e intégrese J e-wcosxdx = y/(l + y 2 ) 
desde a hasta 6. 

9. Aplíquese la expresión integral de J 0 , inviértase el orden de 
integración y con 

2sen(ax)cos(bxt) = sen(a + bt)x + sen(a-— bt)x 
aplíquese [86-16], resultando In si a > b, arcsen(a/6) si 
a < 6. 

r co 

11. Si l n (x) = t n e-v* dt o bien se deriva respecto de x 

dando I„(sc) = — l' n -»(x), o bien se integra por partes 
aando I» =(w —l)I»- s /(2a:). De una u otra résulta: 

I»(1) = i ( n ~¿ ~) ! si n es impar; 

I„(l) = n es par (con [53-15]), donde mü 

es el producto de factores decrecientes de dos en dos unidades 
(§ 53-2, ejemplo 2). 

13. De c p’(y) = — 2ycp(y) se dedflce c p(y) = cp (0) . e-‘ 2 /a, 
donde cp(0) se obtiene de [53-15]. 

14. La primera integral no existe en r = 0, ni es uniformemente 
convergente en el entorno de t = 0, y lo mismo para la se- 
gunda en y = 0. 

r T 

16. Aplíquese § 86-2, Teor. 2. La e-T 2 ?/drJ,0 

./o 

con 2 / —> + oo, por aplicación de § 86-2, Teor. 1, a la 
f(r,-n) =e-rVl si p > 0, f (r, 0) = 0, pues 
f(T,n) < f(T,u) para p > 0. Existe 
r co r T 

G(T) = sen y dy e-r^v dr 
J o J o 

oor ei criterio de Dirichlet (§ 80-8). Por ser 
r Y 

e-T*v sen y dy = 

Jo 

= (1 — e-r a Y (t® sen Y + cos Y)) / (1 + r 1 ) = 0(r-*), la 

f. CO r Y 

H(Y) = dr e-r 2 v sen y dy 
converge absolutamente (§ 80-7; confr. § 87-4). 

16. Por ser 5>!a„ convergente, la es uniformemente con- 

o o 

vcrgcnte sobre (0, X) y resulta 

r X co co rX 

[ e-*C2anX')dx = 2a» e-*a:«aa:. 

Jo 0 o .'o 

Basta demostrar que 

oo r cc 

lim2o» e-nxndx = 0 
o Jx 


§ 87-Ej. 7 
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para X -» co . Es 
r co 

J x e~ x x n dx = e~x (X" + nX n ~ 1 + ... + w!) 

co 

y si r p = 2>!a„ —> 0 para p -» oo, resulta 

p 

co r CO co 

2a» e-*a: w da: = e~xj? r x p /p\ —> 0 
o Jx o 

para X -» oo, pues se fija P para que si p > P sea \r v \ < e 
y entonces se toma X suficientemente grande para que 
p 00 
(max r v )e-X'2¡X p /p\ < e, así como ee-X2X p /p! < e 

p o p 

(§ 45-1). 


§ 87. Pág. 472. 


1. 8(V2 —1)/3. 

2. n*/4. 

3 - S?"A a mi „ sma sustitución que en § 87-2, ejemplo, y aplicando 
[87-4] y § 86, ejercicio 11, resulta 
in(aC + 26B + cA) / (ac — 6 2 ) 8 / 2 , 

4. Pasando a coordenadas polares, el método a) reduce el cálculo 
al de 

r 1 i j 

2jt — S en - dr 

J o r r 

integral simple impropia condicionalmente convergente (§ 80-9 
ejemplo 2). E1 método 6) da valor distinto, pues la integraí 
doble en D„ vale 

1 

n c 1 1 1 , 2 n r 2 p n 1 i 

2n , — sen — dr + 2n 2 , — sen-^dr, 

J -7~ - p = n+l J - 1 r r 

(2w + l)7r (2/,+ l)7r 

cuyo segundo sumando es mayor que 

2n 1 ~a — T~rr- f sen t dí = An¡ (4n + 1) -» 1 
(4 n + l)n Jo 

para n-> co, a agregar al valor límite del primer sumando 


r 1 1 1 

: -sen- 

Jo r r 


Según definición de § 87-1, la integral doble impropia dada 
no es convergente. 

6. Por r ectángul os resultan respectivamente los límites 

h (1/ Vac — 6 2 ) Arc cos (6/ V ac); 0. Por cuartos de círculo son 
oscilantes. Según definición de § 87-1 no son convergentes. 

7. Según definición de § 87-1 no son convr'rgentes, pues no lo 
son 

r oo go 

sen (xy)dy , cos(xy)dx. 

J o Jo 

Por rectángulos, la primera diverge, pero la segunda converge 
a in. 
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§ 88-Ej. 1 


§ 88. Pág. 486. 

1. a) 16/3; b) 14/3. 

2. Jt. 

3. a) 6/2'; b) 13/6. 

4. a) 3; b) 7/2; c) 9/2; d) 19/6. 

5. 2. _ 

6. 41n(3 + 2V2). 

7. 1*?) na6/2; 29) ab; 39) (nab/4) — (ab/2). 

8. (4 — ji)a a /2. 

9. 3jta a /8; poner la astroide en forma paramétnca: » = acos t, 
y = b sen 8 1. 

10. Momentos: 19 estático —2^; 29) de ínercia 3 -tt; del circulo 
respecto del eje y (cambiado de signo). 

11. Momento polar 3a 8 ; póngase la astroide en forma parame- 
trica: x = a cos 8 1, y = b sen 8 1, 0 ^ t ^ 2jt; radio de giro 

a/V2. ^ , . 

12. 6vr; momento estático respecto del eje x. 


§ 89. Pág. 492. 

1. U = « w + C. 

2. a) U = » a + Sxy + y* + C; , _V . 

b) U = ln(* + y) + C en la region x + y =+ 0. n 

3. U = cc 2 — y a + arc tg (x/y) + C. 

4. § 67-3, teor. 1. v r 

6 a) 19) 1/4; 29) 1/2; 8°' 1/3; 49) 2/6; 69) No; 

b) 19) 1/4; 29) 1/4*, 39) 1/3; 49) 11/36; 59) No. 

6. a) 1 = 1, U = (* 4 + 2«V + V 4 +C)/4; 

b) J = 1/3, U = (1/3) «V + C. 

7. 1 = 9; U = 2aj/ 2 + x + C. 

8. I = e‘ — 1, cfr. ejercicio 1. 

9. U = xyz + C. 

10. a) U = xy + yz + zx + C; 
b) xy + yz + zx .= C. 

11. I = — 448/3; U = (x a — 3xyz + y + C)IS. 

1 

§ 90. Pág. 502. 

1. jta 8 ; calcular en coordenadas polares. 

2. 2a*/3. 

3. 2a a /3. 

( + +T + -?')JJJv Zda!d! ' dZ = 

=4 k {V+ 4 + 4 ) a ‘°‘- 


8 . 

6. 


P« + Qi/ + R» — 0* 

Kn coordenadas esféricas (§ 84-2) es 
r" = 1 + k a — 2 lc cos 0, entonces 



sen Q df) _ 

< 1 + /c" — 2/e cos 0) ” 


dS = r 2 sen 0 d(), 


4:t 

“ (1 -/cV * 


§ 93-Ej. 7 
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§ 91. Pág. 515. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

9. 

13. 


19) x = Xo + 5t, y = 2/o + it 2 , z = Zo (í variable, pa- 
rámetro); 29) Rectas y = (tx/ 5) + Ci, 2 = Ca (t. Ci, 

C 2 constantes), 

19) x = »oeí a /2, y = y 0 et, z = 2 0 e*; 

29) x = Cij/í, y = C*z. 

U = <* 4 + 3*V + y‘+ C)/6. 

U = xy + yz + zx + C. 



Aplicando A a r"U, y luego el teorema de Euler (§ 67-3) a 
U resulta A(r"U) = h (h + 2n + l)r"- a U. 


§ 92. Pág. 525. 

1. jt/4. 

3. 8jt/5; aplicar el teorema de Gauss. 

4 . JL — \-^abc~; aplicar el teorema de Gauss. 

5. Aplicar el teorema de Gauss. 

7. E1 flujo a través de una esfera de centro P debe ser inde- 
pendiente de su radio r, llamando f (r) a la intensidad de la 
fuerza es entonces r 2 f (r) = const. = m, f (r^m/r 2 

8. f(r) = 1/r. Considérese el flujo a tjavés de una superficie 
limitada por dos cilindros circulares con eje en el eje del 
campo, y dos planos perpendiculares al eje del campo. 

9. —jt/2; aplicar el teorema de StokeS. 

10. 19) U = — pz; 

29) y 39) U = ff( 0 )d 0 

J a 

con a constante y r distancia a) centro o al eje respectiva- 
mente. 


§ 93. Pág. 533. 

1. a) X = — \il/[x(x — l) ], Y = Z = 0; 
b) X = — M /d* con d = Vx(l — x); 

Ci) La fuerza tiende a infinito: 

c 2 ) La partícula equivalente tiende al punto medio del seg- 
mento. 

3. 19) En P(a:;0;0) la fuerza es: 

X co 

dr/(a: a + ?*)*/• = — 2 \i/x, Y = Z = 0; 

-co 

29) U = — 2nln Vx z + y 2 . 

„ r a , 

5. 19) F = -i— rcos0.rd0 = —— sena; 

r 8 J—a r 

29) F = M Id? con d = rVa/sena. 

6. 19) Inmediato; _ __ 

29), X = — Mr (r 3 + x 2 )- 8 / 2 , Y = Z = 0; D = dVd/x. 
7. 19) U = 2M/ ( Vr a + 2 a + |*|). 
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§ 93-Ej. 8 


8. l 1 ?) X = Y = 0, Z = (2 Kaz/y/a- + z 2 ) — 2nasgz; 

29) Z + = lim Z = — 2na, 

í— 

Z- = lim Z = 2 ko, 

z->0- 

z (o) = o = a(z* + z-). , . , , 

9. F = 2nrh (1 — cos a) siendo h la altura y « el angulo de la 

generatriz con el eje. , 

10. 19) X = Y = 0, Z = 2M (h + dx — d») / (a s h) siendo 

h = c _ b = altura, di y d 2 distancias de P a los puntos 

más próximo y más lejano de la superficie curva del cilindro; 
29) Z = 2 jít ( h 2 — K 4- du — di) siendo h, las distancias a 
los centros de las bases y d, a sus circunferencias; basta su- 
primir un trozo de atracción nula por simetría y aplicar l v ). 

12. 19) F = — 4JI+0 a 2 = — M/a 2 si a > r, 

F = 0 si 0 <a<r; 

29) F = — 2jt<j = i (lim F + lim F); 

a — >r* u —>r" 

calcular la integral en coordenadas esféricas. 

13. 5,5 g/cm 3 aproximadamente. 

16. De r a = (<?sen0cos). — q' sen 0' cos ?,') a + ( 

+ (q sen 0 sen X—o' sen 0' sen X') 2 + (<?cos0 — q cos 0 ) 
y r 2 = <? a + o' 2 — 2op' cos co siendo o> el ángulo de los ra- 
dios vectores, resulta 

cos a> = cos 0 cos 0' + sen 0 sen 0' cos (X— X). 

17. (1 /r) = (l/o') [1 — 2((?/0')cosco + (c/c')*]"* y § 45 > e 3 ercl “ 
cio 22. 

18. P»(f) contiene sólo las potencias t n , t”- 2 , .... (Cap. XVI, no- 

ta III, b) y por ser í = cos co = (&■ +• W/ + ^ (oo ) > 

P„(t) contiene el radical o = W + y 2 4- z 2 en las potencias 
Q-n , 0 -n+2 ( ... Entonces P„(t)o” contiene q con los exponen- 
tes 0.2,4, ..., todos < ni Además t es homogénea de grado 
0 en x, v. z. 

19. De ejercicios 17 y 18 sigue , 

(l’r) = Ho (x,y,z) + H i(x,y,z) + ...» donde quitando pa- 
réntesis queda una serie de potencias cuyo campo de conver- 
gencia contiene (0; 0; 0) como punto interior. Como 1/r sa- 
tisface a la ecuación de Laplace resulta por derivación tér- 
mino a término, agrupando términos después: 

0 = aH o(x.y,z) + aH,(z.j/.z) + ... y como por el prm- 
cipio de identidad. la serie de potencias que resulta de quitar 
paréntesis tiene todos sus c.oeficientes nulos, resulta 
AH „(x,y,z) = 0. 

20; Escribase aH„ = 0 en coordenadas esféricas (§ 92-4). 

21. [93-28] da sen 0 cos 0 (dP„ d0) + sen 3 0 (d 2 P„/d0 9 ) + 

+ n ( n + 1) sen 2 0 P„ = 0, y como d/d0 = — sen 0 d'dí, 

d*/d0* = — cos 0 (d'dt) + sen 2 0 (tP'dí 8 ) resulta [93-29] . 

22. a) Desarrollar ambos miembros de [93-30] en series de poten- 

cias de h y comparar los coeficientes de h n ; 
b) c* > 0, y cosrco alcanza su máximo en to = 0. 

23. Sea d la distancia de 0(0; 0; 0) a D. Si Q está en D y P 

en la esfera q < hd, 0<h<l, la serie [93-26] tiene (ejer- 
cicio 22) la mayorante Sfc.” y es entonces convergente um- 
formemente en todas sus variables. Puede entonces multipli- 
carse por r e integrarse término a término. 
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a = PQ = RS 

Vector, 60-la. 

móda = |a| = |PQ| = a 

Módulo de un vector, 60-la. 

0 

Vector nulo, 60-la. 

Xa 

Producto de un vector por un número 
real. 60-16. 

a + b 

Suma de vectores, 60-lc. 

d = a — b = a + (—l)b 

Diferencia de vectores, 60-ld. 

—b 

Vector opuesto a b, 60-ld. 

Q — P 

Vector como diferencia de puntos. 60-ld. 

P + a = Q 

Suma de punto y vector, 60-ld. 

Ei , E. , E. , E„ 

Espacios vectoriales de una, dos, tres y « 
dimensione8, 60-26. 

i, 3, k 

Versores fundamentales, 60-36. 

O(i.j.k) 

Sistema de coordenadas, 60-36. 

a =: Oii + + tíük 

Expresión lineal de a en el sistema 
0(i, j, k), 60-36. 

« 1 , « 2 , «3 

Componentes del vector a, 60-36. 
a, 

Componente o valor de un vector sobre un 
eje, 60-4. 

|a + b|. = a, + b, 
Proyección de la suma de vectores, 60-4. 

a . b = ab cos (a, b) 

Producto escalar o interno, 60-6a. 

Na = a 3 

Norma o cuadrado escalar de un vector, 
60-5d. 

«í, « 2 , « 3 

Cosenos directores de un vector a, 68-6d. 


[ai, a 2 , a 3 ] 

Dirección de cosenos directores a v a ¡¡. «j. 
60-5d. 

cos (a, b) 

Coseno del ánRulo de dos vectores, 60-5e. 

sen (a, b) 

Seno del óngulo de dos vectores, 60-6e. 

i j k 

p = aAb = Oi «a oz 

bi ba &3 

Producto vectorial o externo de dos 
vectores, 60-6. 

(A.B) 

Producto escalar de vectores, 60-6p. 

[A.B] 

Producto vectorial de vectores, 60-6p. 

a x b 

Producto vectorial; íd. escalar, 60-6p. 

(aAb) ,c = aAb.c = (a, b, c) 

Produeto mixto de vectores, 60-7a. 

( a' b' :■) = ‘Xa’.b'.c') 

Determinante de dos ternas de vectores, 
60-7a. 

G(a, b, c) 

Determinante de Gram, 60-7a. 

. . . b C I 

a A (b A c) = , 

a . b a . c I 

Doble producto vectorial, 60-76, 60-E’j. 21. 
r = OP 

Vector que sitúa un punto P respecto del 
origen O, 60-8a. 


Parámetro que determina los puntos de 
una recta, 60-8a. 

U, V 

Parámetros que determinan los puntos de 
un plano, 60-8a. 


n 

Vector o versor normal a un plano, 60-86. 

(e 1 , e 2 , e 3 ) 

Base reciproca de la base (e^, e 2 , e 3 ), 
60-Ej. 16. 

8r» (=0 si r =+ 8; =1 si r = s) 
Delta de Kroneckbr, 60-Ej. 16; 61-16. 
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(ít 1 , U 2 , U 3 ) 

Componentes contravariantes de un 
vector u, 60-Ej. 18. 

(Vi, Vi, V 3 ) 

Componentes covariantes de un vector v, 

60-Ej. 18. 

G 

Baricentro, 60-Ej. 32. 

0(u, m) 

Coordenadas vectoriales de un vector 
deslizante, 60-Ej. 35. 

A = det-¡X r ,!- 

DeCerminante de una transformación hneal. 

61-lc. 

A 

Transformación lineal, 61-25. 

B (p 

Rotación de ángulo <p alrededor del origen. 

61-25. 

Hk 

HomoloKÍa especial, 61-25. 

Hn = P 

Proyección sobre el eje *, 61-25. 

y = Ax 

Transformación lineal vectorial, 61-25. , 

A = -iaaV 

Matriz de una transformación lineal A, 
61-25. 

C = BA 

Producto de transformaciones lineales, 
61-3a. 

C = BA 

Producto de matrices, 61-3a. 

Am,„ 

Matriz de clase (m, n), 61-3a. 

An,„ 

Matriz de orden n, 61-3a. 

A = det 

Determinante o módulo de una transforma- 
ción lineal A, 61-35. 

A - 1 

Trnnsformación inversa de A, 61-35. 

A -1 

Matriz inversa de A, 61-35. 

7 

Transformación idéntica, 61-35. 

l = \ba\ 

Matriz unidad, 61-3o. 

A' 

Mafriz traBpuesta de A, 61-4a. 

A + B = {a,* + 

Sunm dt matrices, 61-45. 

XA = 

I'roducto dt una matriz A por un 
númcro A,_61-45. 


o = uy 

Matriz nula, 61-45. 

Om,n 

Matriz nula de clase (m, n ), 61-45. 

A° = I 

Potencia de exponente nulo de una matriz, 
61-4c. 

f(A) 

Función de matriz, 61-4c. 

= I + A +...+ (A"/n!) +• • • 

Exponencial de A, 61-4c. 


Matriz vectorial, 61-4d. 

F = ta.kXiVk = X AY 

Forma bilineal de orden n (ó n-ana), 
61-4d. 

'*a, k x,Xk = X'AX 

Formn cuadrutica (le orden n (ó n-aria), 
61-4 d!. 

[a,bi 4- a 2 b 5 a„b„] 

Expresión diadíca, 61-55. 

[i¡' 4 - \Y -t- kk'l 

con i', j’ k' no-coplanares: expresión 
diádica completa, 61-65. 

[aih, + a 2 bc] 

Expresión diádica plana, 61-55. 

[ab] 

Diada, 61-65. 


Grupo lineal, 61-7a. 

On 

Grupo ortogonal, 61-75. 

Rn 

Grupo ortogonal unimodular (rotaciones 
alrededor del origen), 61-75. 

Ri , Rn 

Grupo de rotaciones alrededor del origen 
en el plano, en el espacio, 61-75. 

Hn 

Grupo afín, 61-7c. 

Tn 

Grupo de las traslaciones, 61-7c. 

Mn 

Grupo de los movimientos, 61-7c. 

En 

Grupo euclídeo, 61-7c. 

Ad -1 

Matriz inversa a derecha. 61-Ej. 8. 

Ar 1 

Mntrlz InvorHii a izqulerda. 61-EJ. 8. 
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Mm,„ 

Espacio lineal de las matrices de clase 
(m, n) , 61-Bj. 10. 

(A') -1 = (A -1 )' 

Matriz contragrediente de A, 61-Ej. 12. 

(x,y,z,t) , (í=+ 0) 

Coordenadas homogéneas, 62-la. 

P (a, b, c, 0) 

Punto impropio, 62-la. 

A = det , (i,k= 1,2,3,4) 

Disoriminante de una cuádrica, 62-ld. 

A« = det , (i, fc=l,2,8) 

Adjunto de a it en el discriminante de una 
cuádrica, 62-ld. 

r “u o i 

1 0 bhk J 

Suma directa de las matrices A=]a (J [ 
y B = ( 5,4, 62-5a. 

(PiPzPs) = PiPs/PíPa 

Razón simple de tres puntos alineados, 

62-Ej. 1. 

(PaPsPsPd) = (PrPJM/^P.P*) 

Razón doble de cuatro puntos alineados, 

62-Ej. 2. 

F / Xi, y„ Zi, U \ 

\ Xa, Vi, Zs, U I 

Forma bilineal aBociada o polar, 62-Ej. 8. 

A 

Tensor. 63-1 5. 

a„ = 

Vector del tensor A correspondiente a la 
dirección u, 63-15. 

■{««}■ 

Matriz de las coordenadas del tensor A, 

63-15. 

«I ( 

Coordenadas principales del tensor A, 

63-15. 

t„ 

Tensión correspondiente a la dirección n, 
63-lc. 

T = -ií.4 , (t íh = t h{ ) 

Tensor simétrico correspondiente a un 
estado de tensión elástica, 63-lc. 

A + B = & *fc}- = 

= ■{ a¡k + b¡k [ 

Suma de dos tensores, 63-2a. 

XA = 

Producto de un tensor por un escalar, 
63-2a. 

Ax = x . a„ = ahai + X 2&2 + xaa 3 , 
(u = * -1 x) 

Producto del tensor A por el vector x, 
63-2 a. 


0 = {0}- 

Tensor nulo, 63-26. 

I = {5i*!- 
Tensor unidad, 63-2c. 

{ab [ = ]a,b h \- 

Producto tensorial de vectores, 63-2e. 

J = r 2 1 — {r, r[ 

Tensor de inercia, 63-2c. 

B(u,v) = a u . v = %a íh UiV h 
Forma bilineal correspondiente al tensor A, 
63-8a. 

C(u) = a u .u = %a íh UiU h 
Componente normal o valor del tensor A 
en la dirección u, 63-36. 

X 

Autovalor o valor propio, 63-5a. 

Ji , J2 , Js 

Invariantes lineal, cuadrático y cúbico de 
un tensor simétrico, 63-6. 

C( 11 dia . . . a¡q 

H, = . , 

ctijl aql , , . aqq 

(q = 1,2, .. ,,n) 

Determinantes del signo de una forma 
cuadrética, 63-76. 

h 

característica de la matriz {a (i [, 63-7c. 

V 

índice de inercia, 63-7c. 

8 = 2v — h 

Signatura de una forma cuadrática, 63-7d. 

I , Caa , C 

Invariantes lineal, cuadrático y cúbico de 
una cónica, 63-8c. 

a = { a¡, a 2 . a n \ = \a h \ 

Vector de E n , de componentes a k , XVII-Ia. 

F 

Espacio vectorial de las funciones reales 
definidas en a ^ x ^ 6, XVII-Io. 

s 

Subespacio de un espacio vectorial E, 
XVII-Ia. 

Fo 

Espacio vectorial de las funciones reales 
acotadas en a ^ íc ^ 6, XVII-Ia. 

c 

Espacio vectorial de las funciones reales 
continuas en a ^ x ^ 6, XVII-Ia. 

A — 

Determinante de la mafriz de un cambio de 
base en un espacio vectorial de dimensión 
finita, XVII-I6. 

Sr , T„- r 

Subespacios suplementarios en E n , XVII-I6. 
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F(x) 

Funclonal definido en E, XVII-Ic. 

E„* 

IOapacio dual o adjunto de E n> XVII-Ic. 

P,(x) = Xl ,.. ., Pn(x) = Xn 
Ilaac dual en E n * de i^, .... i n de E n , 
XVII-Ic. 


= f - g =X 


f (cc)g(a;)d» 


l'roducto escalar en un espacio vectorial de 
funciones, XVII-IIa. 

ffik = . eit = ffki 

Coeficientes de la forma bilineal de un 
producto escalar, XVII-IIa. 

ff — det. \ffik\ 
Determinante de Gbam de la base 
.e„, XVII-IIa. 

Na = ; lal! = a . a 

Norma de un vector, XVII-IIa. 

a = mód a = v' - Na 

Módulo de un vector, XVII-IIb. 


COS Cp = 


a. b 

cp =(a, b) ; coscp = 

0 < cp < Jt 

Ángulo de dos vect'ores, XVII-IIl». 


I'’.apncio puntual afín de n dimensiones. 
XVII-IIIa. 

OA 

Vi'cCor d« posición del punto A respecto del 
oriften 0, XVII-IIIa. 

0 = BB 

Vcctor nulo de un espacio afin, XVII-IIIa. 

•¡0. e,¡- 

SÍHlemn de coordenadas de un espacio 
puntual afín, XVII-IIIa. 

ü(P, Q) = mód PQ 

IIÍBtnncia entre los puntos P y Q, 
XVII-IIIb. 

. ki, i , K*,/ 

('oi'fli'li’iiten de ecuaciones auxiliares en la 
ri'itolución de un sistema de ecuaciones li- 
nealcs, XVIl-IVc. 

Í7*/ 

GiK'flrlcnti'n de las ecuaciones resultantes 
rii la rcHolución de un sistema de ecuacio- 
noB linealcs, XVII-IVc. 

i t(x, y) ; z = z(x, y) ; 
z = F (x.y) 

l'unclón do doB variables independientes, 

64-1. 

c 

Canipn d* vnrlnción, do doflnición o de 
ciKiHirnoiu clo unn función, 64-1. 


U = u(x it Xs, . . .,Xn) 

Función de n variables, 64-1. 

f (*o, Vo) 

Valor de t{x,y) en (x 0 , v 0 ), 64-2a. 

(a, b) 

Punto del espacio euclídeo de dos 
dimensiones, 64-4a. 

(a, b, c) 

Punto del espacio euclideo de tres 
dimensiones, 64-4a. 

8 = (Oi. Cta, ■■ - i a n ) 

Punto del espacio euclídeo de n 
dimensiones, 64-4a. 

E» , E 3 , En 

Espacios euclídeos de 2, 3, n dimensiones, 
64-4a. 

Q(a,b) = -f V2(a. — 6,) a = 

= a — bi 

Distancia de dos puntos del espacio 
euclídeo, 64-4a. 

|al = 4- Vsai* 

Distancia al origen del punto a, 64-4a. 

ab 

Recta del espacio, 64-4a. 


Derivado de un conjunto X, 64-4c: 
XVIII-IIb. 

X 

Clausura de un conjunto X, 64-4c; 
XVIII-Ib. 

í(x, 2 /)-»? para (x, y) -> (a, b) 

Límite funcional doble, 65-1. 

limf(x, y)=J para x —> a, 
y -* b ó (x.y) —> (a, b) 

Límite funcional doble, 65-1. 

lim f(íC,y) = ? 

(*, ?/)—»(a, 6) 

Limite funcional doble, 65-1. 

lim lim f (a;, y) = 

W—>5 x—*a 

= lim [ lim f (x,y)] 

y —>ó x—>a 

Límite sucesivo o reiterado, 65-2. 

h = x — a , k = y — b 

Incrementos de las variables independienteB, 

65-4. 

0=4- Vh 3 + k 2 

Infinitésimo tipo o principal en E„, 65-4. 

f i(x,y), Dxf (x, y), dÍ{ * x ~ —> 

3 z 

DlZ ' 1¡T 

Derivaila parcial, 66-1. 
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3z/3a;„ = f,(xa, y„) = Dxf (xo,y«) = 
3f (xa, y<¡) 

~ dx 

Valor de la derivada parcial en un punto, 

66-1. 

f v(x,y), D„f(a :,y), -° í{ * y V) , 

T\ 

Zu ’ DuZ ’ 

Derivada parcial respecto de y, 66-1. 

_ 3f (a?i, Xs , . . ., X n ) 

. ~ dxi 

Derivada parcial respecto de x v 66-1. 

. 3f (xi, Xs, . . ., X n ) 

Ia — -~- 

0X2 

Derivada parcial respecto de x 2 , 66-1. 

Az = Af (a, b) = 

= í(a-+h, b 4 - k) — f (a, b) 

Incremento total de z = i(x,y), 66-2; 69-5. 

dz„ = A . A * 0 4 . B . Ay 0 

Definición de diferencial total, 66-4. 

dz = f ji (a., y) da; -f f v (x,y)dy 

Expresión analítica de la diferencial tot'al, 

66- 4. 

du = f x (x,y, z)dx -f 
- 1 - f u (x,y,z)dy + f,(x, y, z)dz 

Diferencial total de la función 
u = f (x, y, z ), 66-4. 

d,¿t = f x dx , d v u = f„ d y , 
d B ti = f„ dz 

Diferenciales parciales de la función 
tt = f (x, y, z), 66-4. 

D ,p f (a; 0 , j/o) = f y (xa,y n ) ; 

E<p (xo,y«,Zo) 

Pendiente o derivada en la dirección y, 
66-55; 66-66. 

Dtt , grad u , \ u 

Vector gradiente, 66-6. 

(3z/3aO„ , (3z/3x) 

Derivación parcial de función compuesta, 

67- 2. 

j _ s (F.,Fc, F,) _ D(F„F.,, F») 

3 (uo, Vo, Wo) ~ D (?Í 0 , Vo, Wo) 

Determinante funcional o jacobiano, 67-6a. 

(d*u), , (d x y)u,o , (d,v)„ u 

Diferenciales parciales de funciones 
compuestas, 67-8. 

W = W (U\, .... U n ) 

Wronskiano, 68-4. 

A, 

Adjunto de en W, 68-4. 


Espacio topológico de Hausdorff, XVIII-I&. 

I 

Conjunto total de un espacio topológico, 
XVIII-I6. 

. O 

Familia de abiertos de un espacio 
topolÓKico, XVIII-I6. 

G 

Conjunto abierto de un espacio topológico, 
XVIII-I6. 

0 

Conjunto vacío de un espacio topológico, 
XVIII-I6. 

a , b 

Puntos de un espacio topológico, XVIII-I6. 

Base de abiertos de un espacio topológico, 
XVIII-I6. 

F 

Conjunto cerrado de un espacio topológico, 
XVIII-I6. 

fr X 

Frontera de un conjunto X, XVIII-I6. 

X° 

Interior de un conjunto X, XVIII-I6. 

X = A | B 

Separación de un conjunto X, XVIII-I C . 

o(a,b) 

Distancia de dos puntos de un espacio 
topolópico, XVIII-Id. 

x* = T(x) 

Transformación unívoca, aplicación o 
representación, XVIII-Ie. 

T"’(A*) 

Conjunto inverso de A*, XVIII-Ie. 

T _1 (x*) 

Conjunto inverso o preimagen de x*, 
XVIII-r«. 

y = T(i) 

Arco simple de Jordan, XVIII-Ie. 

X” 

Derivado de X', XVIII-II6. 


Clausura de X, XVIII-II6. 

fxx (aio, Vo) , f xy (Xo, 2/o) , f„x (íTo, J/o) , 
fv«(Xa, Vo) 

Derivadas segundas en (x 0 ,y 0 ), 69-1. 

f-(*•*) = Hit) = 


Adjunto de u 1 ,B - z > en W. 68-4. 


= Mxx = Ux¿ 
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3 / 3f \ 

^v(x,y) - - 

3 8 f _ 3 2 u _ 

3*3 y — 3x3 y ~ U * v 

3 / 3f \ 

íuAx.v) = - 

3 a f _ 3 -u _ 

3j/3x — 3j/3x — Uvx 

t„(x,y) = = 

"5F = 

Funciones derivadas eegundas de 
u = í{x, y) , 69-1. 


3 

_ 3a; 
3 B f (x, y, z) 

3x 3 


3=f \ 

3x 2 / " 


3 / 3=f \ _ 

M "* _ dy \ 3x s ) - 

3 B f (x, y, z) _ 3 a u 

3x'3j/ — 3x‘3j/ 

_ J_ /J!L\ 

3» \ 3x3 y ) 

3 B f (x, y , z) _ 3 3 u 

3x3j/3 2 — 'dxúydz 

(!tC. 

I ifi lvudiis terceras de u. = f (a:, j/. z), 69-1 
fn = Un i fia = Rea » 

fm - Un , .... fnn = ^nn 

DnrivudiiH seitundas de u = f (* lt x # , ....*„). 
69-1. 

fni = Uni , fna = Um , 

f lin •— Unn , ..., fnnn = Unnn 

Durlvndii» torceras de u = t (x v x v x n ), 
69-1. 

Aj, f (x 0 , J/n) = f(Xo+/l, J/o) — 

— f (Xo, J/o) , 

A„f(Xo, ?/n) = f(Xo, J/o+fc) — 

— f (Xo, J/o) 

(ncrsmentos pareiales primeros. 69-2. 

A„f = A„(A r f) , 

A„, f = A,(A,f) 

InnrcmiintoH parciales seKundos. 69-2. 

d*f = d(df) = 

= ( d- a rn +**-%) f 

Dlfrmnelnl nsgundn de f(x. 1/). 09-fla. 

d*f d(H'f) , d*f = H (d*f) 

Dlfnimiolnlti» turrnrn y ouarln dn f. 69-.0a. 


d*f = d (d^f) = 

= J k +iy iY 1 

Diferencial n-ésima de f(x,y), 69-3a. 

d m f (Xi, Xs, . . ., X n ) = 

/0 3 \ (m) 

= ( da:i 3x7' f --- + diCfl '3^) f 

Diferencial m-ésima de f(* lt . ..,x n ), 69-3a. 

df = (dn¿-+ d „^r)“ > l + 

+ J A ' x + Tj ! ' 

Diferencial seírunda de la función 
compuesta f(x,y), 69-36. 

vm 

f(x) = 2 D m f(0) -—~7~ + Tn 

|m| n ® ■ 

Desarrollo simbólico de Mac LaURIN, 69-6. 

X m =• Xl m i x™* . . . Xn m " , 

m! = m¡! m 2 ! ... m„! , 

^ m, + m a + .. . + m n 

D m -- 

3xi m ' 3x'.. m - ... 3x n m " 

Símbolos del desarrollo anterior, 69-6. 

M = máx (m x .m 2 , ,..,m„) 

Rango de m, 69-6. 

|m| = m, + + ... + m„ 

Orden de m, 69-6. 

m + p = 

• = (mi + pi, m. + jo 2 , ..., m„ + p„) 

Suma, 69-6. 

i (;)=(:)(;;)■"(:) 

Número combinatorio, 69-6. 

m > p 

DesÍBrualdad simultánea. 
m i > Vv m a > Pa. m „ > P„- 69 ' 6 ' 

J_ 3 n 

3x — 3xi3 xj ... 3x n 
3 r d rn 

3x r — 3x/ 3x 2 r .. . 3x„ r 

Derivación, 69-6. 

rr _ f f f a _ 

íl — txntyy txy — f f B|/ 

Hessiano de f(*. i/), 70-2. 

fxx fxy fx. 

H = fy» fyy f|/» 

f.x f.y f.. 

ItnHHlnno de f(o¡, v, *), 70-46 
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H 33 = ítx 

1 yx 

Adjunto de í zl en H de 
TT 3 (fi, f 2 , .. 

fxy 

fyy 

í(x, V, 

.,fn) 

3 (xi, x 2 , .. 

., Xn) 

fn fia 

. fln 

fui faa . . 

. fün 

= 



| f„l f„2 • • • fnn I 

Hessiano de f(x), 70-6c. 

Hi = fu, H„ . .., Hft-i, H„ = H 

Supresión de últimas filas y columnas 
de H, 70-6c. 

Ta(u) = %i t ,U t U, , %Ui 2 = 1 
Forma cuadrática n-aria en el versor u, 
70-66. 

T m ( U ) = 

/ 9 3 \ <m) 

= ( Ml ‘37T + ••• +Mn 37r) f(a); 

Su. a = 1 

Forma w-ésima n-aria en u, 70-6e. 

[ ab'¡ = %drbr 

Coeficientes de las ecuaciones normales, 

XIX-I. 

r = r(u) , P = P(u) 
Función vectorial uniforme de escalar, 
72-la. 

r (u) = P (u) = X (u) . Í + 

+ y(u). j + z(u) .k 

Expresión lineal de la función vectorial 
en E 3 , 72-la. 

r(u) = P(u) = 

= Xi(u).ei + x 2 (u).e 2 + ... + 
+ x„(u) . e„ 

Expresión lineal de la función vectorial 
en E n , 72-la. 

limr(u) = 1 para u -» Uo 
Límite de función vectorial, 72-la. 

r = r(u, v) , P = P(u, v) 

Función vectorial üniforme de varios 
escalares, 72-16. 
r'(tt) = dr/du 

Derivada de una función vectorial, 72-2a. 
'• P'(u) 

Derivada de función vectorial con origen 
fijo, 72-2 a. 

r' (u) = P'(u) — O'(ít) 

Derivada de función vectorial con origen 
móvil, 72-2a. 

r ' (u) = x' (u) . i + y'(u) . j + 
+ 'z'(u) . k 

Expresión lineal de la derivada de función 
vectorial, 72-2a. 


r"(u) = dr'/du; r'"(tt) = dr"/du 
Derivadas sucesivas de función vectorial, 
72-2a. 

O(h) 

Vector infinitésimo de orden superior a h, 
72-2a. 

dr(u) = r'(u) . h 

Vector diferencial, 72-2a. 

Ar(u) = r'(u).h + o (h) 

Incrernento de función vectorial, 72-2a. 

Tn* = r * (M ' 1 ')= r * = P * 

Derivada parcial vectorial, 72-26. 

3 r 

17 = *Au,v) = r, = P„ 

Derivada parcial vectorial, 72-26. 

dr(u, v) = r„(u, u)du + r„(u, u)dv 

Vector diferencial total, 72-26. 


Perpendicular a, 72-8. 

Df (Q) = 

= f„(Q).i + fn(Q).j + f„(Q).k 

Vector gradiente de f(Q) == f ( u, v, w ), 
72-4a. 

f <p ( Q ) = f ii ( Q ) • Cpi + 

+ ft>(Q).<Pa + fio(Q).Cp 3 
Derivada de f(Q) = i(u, v,w) en la 
dirección 9 = ((p v (p 2 , (p a ), 72-4 a. 

A <p Q = du . i + du . j + du>. k 

Incremento vectorial independiente a partir 
de Q en la dirección <p, 72-46. 

A 9r (Q) = r„(Q)du + 

+ r„(Q)di> + r„(Q)du; + 

+ o(|A <p Q|) 

Incremento en dirección 9 de una función 
vectorial, 72-46. 

r 9 (Q) = r„ (Q) . (pi + 

+ r„(Q) . cp 2 + r„ (Q) . cp ? 
Derivada direccional de una función 
vectorial, 72-46. 

Dr(Q) = dr/dQ = r 

Tensor derivado, 72-46. 

d ^r (Q) = Dr(Q).A,pQ 

Vector diferencial en dirección 9 de la 
función vectorial r(Q), 72-46. 

T„ = o(h n ) 

Término complementario de la fórmula de 
Tayixir para función vectorial, 72-5a. 

0 ( 1 ) 

Vector infinitésimo (—>0 para h— >0), 

72-6. 
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a„ = r < ’ ,) («o)/n! ; 

(w = 0,l,2, r <0) (w) = r (w)) 

Coeliciente del desarrollo en serie de 
potencias de u — m 0 de r(u), 72-6. 

V 0 = r'(7to) 

Vector tangenciai, 72-66. 


. dcc áy _ áz 

1 — ds ’ 2 — ds ’ 3 ~ ds 

Cosenos directores de la tangente, 73-1. 

X 

Vector derivado del x, 73-1. 


Phho de la hélice cilíndrica circular, 72-66. Matrta de un vector der¡V ado, 73-1. 


1-] = g n = r„ 2 ; F = g* = r„ .r„; 
G = g^ 2 = r ,r 

Coeficientes de Gauss, 72-76. 

n = r„ A r„/|r„ A r„| 

Normal a una superficie, 72-76. 

r (\, M,) = r(tto, Vo) + 

+ ?.r„ (w 0 , v 0 ) ”i“ |xr,. (wo, -Wo) 
Kcuación paramétrica vectorial del plano 
tangente, 72-76. 

(r — r„) . n = 0 

Eeuación ortogonal del plano tangente, 

72-76. 

Jl , Js 1 Js 

JucobianoB de las funciones paramétricas 
de una curvu, 72-76. 

W(w, v) = lr„Ar,.| = 

= + Vgng»— = 

= + V J," 4 - Ja'•+■ Ja 2 

Cocficiunte del elemento areolar de una 
superficie, 72-76. 

Tc ~ T.(í«) 

Ui'pri nentaciones topológicamente similares 

72-9c. 

T. ~ T¡í (F ) 

IteprcBentaciones F-euuivalentes, 72-9c. 

N.r(wo) , N‘r(ít 0 ) , 

N r(wo) , N'r(uo) 

Númcros derivonormados, 72-Ej. 6. 

« = s(w) = J |r'(í) |dí 

AlmclHii curvilínea o parámctro intrínseco, 

73-1. 

ds = ¡r'(?t) idw = 

= + V(^)’ d “ 

Dlferencial de arco, 73-1. 

(Ih dír 1 4 - áy . j 4 - d« . k 
Vactor diferencial de arco, 73-1. 

. . ! dr ¡ ds 

» = |v| = \iü\ = -düT 

Velocldad lineal, 73-1. 

t = dr d« = t.i + U j + U k 

Ventor tanuente. 78*1. 


r(X, |¿) = r (w 0 ) + Xr'(wo) + 

+ |tr" (w 0 ) 

Ecuación paramétrica vectorial del plano 
osculador, 73-2. 

(r — r 0 ) . (r' 0 A r"o) = 0 

Ecuación ortogonal del plano osculador, 

73-2. 

(r — r 0 ) . (r'o A r 0 <p ') = 0 

Ecuación ortogonal de un plano 
sobreosculador, 78-2. 

n 

Vector normal principal, 73-3. 

b 

Vector binormal. 73-3. 

dcf. 

Diferencial de arco de la indicatriz de 
flexión r., 73-4. 

C, = d(T./ds 

Curvatura de ílexión, 73-4. 

Q = 1/C. 

Radio de curval'ura de flexión, 73-4. 

do 2 

Diferencial de arco de la indicatriz de 
torsión r 2 , 73-4. 

C 2 = áds/ás 
Curvatura de torsión, 73-4. 

T = 1/Co 

Radio de curvatura de torsión, 73-4. 

d =-— t + —b 

T 0 

Vector de Dakboux, 73-6. 

r (?.) = r(s 0 ) + U(So) 
Ecuación paramétrica vectorial de la recta 
tangente, 73-7. 

[r — r(s 0 )] At(So) = 0 

Ecuación de la recta tangente, 73-7. 

to = r'(so) = x\\ + y' 0 j + z'«k 
Vector fangente, 73-7. 

n 0 = Q 0 r o 

Vector normal principal, 73-7. 

b 0 = t 0 A n 0 

Vector binormal, 73-7. 

[r — r(flo)] .t(so) = 0 

Mcuaclón ortogonal del plano normal, 73-7. 
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[r — r (s 0 ) ] . n(s 0 ) = 0 

E'cuación ortogonal del plano rectificante, 
, 73-7. 

[r — r(s 0 )] . [t(s 0 ) An(so)] = 0 

Ecuación ortogonal del plano oscuiador, 
73-7. 

r = dr/dtt ; r' = dr/ds 

Derivadas vectoriales, 73-7. 


+ («,í/) = 0 

Curva discnminante de un haz de curvas, 

74-16; Ecuación discriminante de un haz 
de curvas, 74-16. 

r 

Evoluta de su evolvente C, 74-2; 76-Ej. 7 . 

w .. W 

Familia monoparamétrica o haz de 
superficies, 74-3a. 


t = r/|r| 


n = J. r A r) A r . 

l(rAr) A r | 

cx = l/o = |r A r|/|r| a ;, 

c 2 = 1/r = — (r A r) r/|r A r| 2 

Expresioncs explícitas de los elementos del 
triedro intrinseco, 73-7. 

d 2 r d-y v 2 

a = = —— t -\ -n 

dw dw 0 

Vector nceleración, 73-8. 

áv , 
a i = —— t 

clw 

Aceleración tangencial, 73-8. 


a„ = -n 

o 

Aceleración normal o centrípefa, 73-8. 

c .= r 0 + g 0 n 0 

Vector de posición del centro de curvatura, 
73-10. 

r„ = oo 

Radio de la circunferencia osculatriz, 73-10. 

c, = r 0 + p 0 n 0 — tq —p— b 0 

ClSo 

Vector de posición del centro de la esfera 
osculatriz, 73-10. 


r « = V Qo 2 + t 0 ' 


f-áS-V 

\ ds 0 / 


Radio de la esfera osculatriz, 73 - 10 . 

r(|A) = r (s 0 ) + Q 0 n(s 0 ) + itb(s 0 ) 

Ecuacion paramétrica vectorial del eje do 
curvatura, 73-10. 

Familia monoparamétrica o haz de curvas 
planas, 74-la; en el espacio, 74-4a. 

C ‘o 

Curva del haz ^C,[, para t = t 0 , 74-16. 

E 

Envolvent'e de un haz ^C,[, 74-16; 74-4a. 


Envolvente de un haz 74-3a. 

r C ‘ 

Curva característica de cada involuta S , 

74-3a. ‘ 

-qr(x, y,z) = 0 

ouperficie discriminante de un haz de 
superficies, 74-8a. 


ficies de 


Familia de superficies de dos parámetros, 
74-86. 

E 

Envolvente de una familia ^ S U) v [, 74-36. 

r 

Arista de retroceso de la reglada 
desarrollable E’, 74-6. 

E 

Reglada desarrollable, envolvente del plano 
móvil S, y superficie tangencial o desarro- 
Uable circunscrita de su arista de retroceso 
r, 74-6. 
i 

Ángulo de incidencia, 74-Ej. 11. 

. , F = P(«) 

Directnz de una superficie reglada, 76-1. 

r = P(s) + wq(s) , 

^1 = ! , lal = x 

Ecuación paramétrica vectorial de una 
superficie reglada, 75-1. 

[r — P (S) ] • [ ( p' (s) + 

+ wq'(s)) A q (s) ] = 0 

Ecuación normal del plano langente a una 
superficie rcglada, 76-2. 

ds a = g a dw E + 2 j7i 2 dw áv + g^ dw s 

Primera forma fundamental de las 
superficies, 76-1. 

X 3 = (r — r 0 ) . n 

Distancia del punto P del entorno de P 0 al 
plano tangente en éste, 76-2a. 

rt«(¿o).n = Du(w 0 , v 0 ) dw 2 .+ 

+ 2 Dia(wo, Vo) dw áv + D22 (w 0 , Vo) dw 2 ; 

Du = r„„.n; Dia = r„„. n; 

Dsa = r„„ . n 

Segunda forma fundamental de las 
superficies, 76-2a. 
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Paraboloide osculador referido a los ejes 
r u > r u> n en ^*o> 76-20. 

SD.i (Uo, v n )x<Xj — 4-1, resp. —1 

Indicatriz de Dupin. 76-36. 

K = é.T. 

Curvatura media, invariunte del tensor de 
curvatura, 76-36. 

H - J, 

Curvatura total. invariante del tensor d< 
curvatura, 76-36. 

1 co¡** rp seo 2 Cp 

V ~ VI + Q 2 
Curvatura de una sección normal en fun- 
ción de las curvaturas principales 1 /p v 
1 / p( Eiileh) , 76-36, 

1 

— m . n = 

C> 

Du d?> 4- 2Dn> <bi d r 4- D a> dv 2 
~ ffn d u* + 2g,¡ dw. áv 4- g& dir 

Curvatura 1 /p de una curva de normal 
principul m en una superficie de normal 
n, 76-4. 

q = q„ eos o 

Radio de curvatura de la sección que según 
lu tangente común forma ángulo $ con la 
sección norma) de radio de curvat’ura p, 
(Meusnirb), 76-4. 

c 0 

Centro de curvatura geodésica, 76-6a. 

1 1 

— =-sen e 

Qp Q 

Curvatura geodésica, 76-6a. 

n 

Recinto de definición en el plano paramé- 
trico (u, v) de una superficie S, 77-2a. 

fp 

Latitud, 77-26, 84-2. 

X 

Longitud, 77-26, 84-2. 

a = 6 378 388 ± 18 m 

Radio ecuatorial del elipsoide terrestre, 
77-2c. 

5 = 6 356 912 m 

Hemleje de rotución del elipsoide terrestre, 
77-2c. 

_____ XJ 

Ci = + V a - — b'-'¡ a ; 
fl' = + Vcr’— b s /b 

Kxcentricldades dcl elipsoide terrestre, 
77-2c. 

a/(a— b) = 297,0 ± 0,5 

Reclprocu del nchatiinrento del elipsoide 
terrestre, 77-2o. 


A = (1 — e.j s sen 2 cp) 1 / 2 

En 77-2c. 

M = 0(1— g, 2 )/A 3 

Radio de curvatura del meridiano del 
elipsoide terrestre, 77-2c. 

r = N cos qi 

Radio del paralelo del elipsoide terrestre, 
77-2c. 

N = af A 

Radio de curvatura de la sección normal al 
elipsoide terrestre que contiene la tangente 
al paralelo, 77-2c. 

m = ds' / díí 

Dilatación lineal en una represenfación 
plana de una superficie, 77-3. 

0 — hn — fp 
Colatitud, 77-4c, 84-2. 

1=1 — 1, 

Longitud contada a partir del meridiano 
principal, 77-6. 

Y 

Convergencia del meridiano, 77-Ej. 6. 

«' , b’ 

Dilntaciones lineales según lus direcciones 
principales de la elipse indicatriz de Tissot, 
XX-I. 

2(0 = 2 (U — U') 

Máxima alteración angular, XX-I. 

o = a’b’ 

Dilatación areolar, XX-I. 
d|X 

Elemento de arco de la imagen del 
meridiano, XX-I. 

dr 

Elemento de nrco de la imagen del 
paralelo, XX-I. 

h = d t t/(M dcp) 

Dilatación lineal del meridiano, XX-I. 
k = d t/ (r d?.) 

Dilatación lineal del paralelo, XX-I. 


Alt’eración del ángulo recto que forman 
meridiano y paralelo, XX-I. 


r<p 

Cn 


■dcp = ln tg(Jrt -f £cp) 


Latitud ampliada o función lambda de <p, 
XX-II. 


r<p 

4o 


Mr dq? = a 2 sen cp 


Función de latitud en una representación 
equivalente, XX-II. 

T7 = e’ COS Cp 

E'n [XX-107J, XX-IV. 
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t = tgcp 

En [XX-111], XX-IV. 


Abscisa aobrc el meridiano principal con- 
tadu desde el polo Sur, XX-IV. 

„ f g(a>) 

Función de repartición (o de distribución) 
en una integral de Stieltjes, 78-1 y 2. 

8 r = g( Xt) — g(£r-a) > 0 
Incremento de la función de repartición en 
un subintervalo de partición ir: 
a = x o<Xi< ••• <* n =b, 78-1. 

h = máXr(Xr- Xr-l) 

Norma de la partición ir, 78-1. 

COr = Mr — m r 
Oscilación de f(x) en [x r _ v x r ] 
con m r , M r extremos inferior y superior 
de f (k) , 78-3. 

S = %m r b r < S = SMr8r 
Sumas inferior y superior correspondienfes 
a una partición, 78-1. 


= 1 |f(*)||dg({B)| 

^ a 

En 78-66. 

. Vir(tf) = V a ® F (í) 

Vanación tofal de F(í) en [a, x], 78-66. 

g* ) 

Normalizada de la función de variación 
acotada g(x), 78-6c. 

Funcional, 78-7. 


/ = - 
^ a x 4' 6 J a 


f(a?)da; , 


b < co 

f = lim f f(x)da; 

a x J, a J x 

a > — co 

Integral (R-C) para extromo singular 
único, 80-1. 


r b 

c b 

f b ro xp 

| f(«)d* = 

f(a:)dg(a;) = 

J =lim + lim 1 = 

J a 

J a 

& 



= lim SUr8r , 

7r 

con m r < Ur < M r 
Integral (generalizada) de Riemann 
Stieltjbs, 78-1, 78-6. 

\u a \ 

Conjunto de números reales dirigidos según 
sus índices, 78-1. 

I 

Límite de un conjunto dirigido según sus 
índices, 78-1. 

r b 


. =/>/.*. 

/* ./■ +/*". „ r 

—co J —co Jc a —co J a 

+ iim r 

P f +CO J C 

Integral (R-C) con ambos extremos 
singulares, 80-3a. 


(R-St) f f(*)dg(a;) = lim SHr8r X X + X ÍT C X + 

Ja 0 1 


Ja h—>0 

Integral (restringida) de Riemann- 
Stieltjes, 78-1. 

Integral (St) 

Integral de tipo Stieltjes, 78-2. 

a 

Salto de g(x) en un punto, 78-2. 

a(x) 

Densidad lineal, tal que 




(íu)da:, 78-2. 


. .. V (^) = V.*g(<) 

Variación total de g(t) en [ a, x ], 78-66. 
f | f (x) |dV(a;) = 

J a 


+ lim f ^ 

X^cJx 

Integral (R-C) con punto singular 
interior, 80-36. 

(VP) J b f(x)dx = 

=^rrvr i. 

h—>0 L Ja Jc + h J 

r + co 

(VP) f(*)d® = 

J —co 

/•a 

= lim f(a;)da; 

a—> + co J — a 

Valor principal de una integral (R-C), 
80-4. 
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... -f- 62 + &i "f" -j~ • • • '— 

= lim (6 n -)-...-f - 61 -f- fli-f-*•• "j" ®") 

n—>co 

Valor principai de series biláteras, 80-4. 

Conjunto de intervalos que queda al supn- 
mir los entornos de radio p que en número 
finito cubren los puntos singulares, 80-9. 

(R-Ha) J f(»)dtc = 

=: lim í f(x)da: 

p—>o •'Ip 

Integral de Riemann-Harnack, 80-9. 

f b = lim (R-Ha) C 
Ja Pfb Ja 

Genei'alización de Dirichlet de la integral 
de Riemann-Harnack, 80-9a. 

S m „ 

Elemento general de una sucesión 
indefinida doble, 81-1. 

S = lim Smn 

m, n —>03 

Límite doble de una sucesión indefinida 
doble, 81-1. 

lÍm Smn = 00 

m, n—> co 

Límite doble infinito de una sucesión 
indefinida doble, 81-1. 

lim ( Hm Smjn) 

m —>co n —>cO 

(por filas) 

lim ( Üm Smn) 
n —>co m —> co 
(por columnas) 

Ijfmitcs succsivos de una sucesión doble, 
81-1. 

U m n 

Término general de una serie doble, 81-2. 
m, n 

Smn = 2 U,J 

i = 1, 3 = 1 

Surna parcial de una serie doble, 81-2. 
co 

S = 2 u,, 

i, 3 = 1 

Suma do una serie doble convergente, 81-2. 

<]n = ttin -f- ÍÍ2„ +-...+ Un- 1, n + 
+ Unn + Mn, *-»+...+ 

+ Un 2 + Un 1 

Térmlno goncral de Ia serie por cuadrados, 

81-2ly 


í„ — Uin + M 2 , n -1 + • • • + 

+ U n -1 , 2 + U n i 

Término general de la serie por triángulos, 

81-2&J. 


2 I 2 Umn I — 2 2 U m „ 

m=l\w=l 1 m=lw=l 


2 f m con fm = 2 U mn 

m = 1 n = 1 

Suma por filas de una serie doble, 81-2b¡¡. 

co 03 

2 c„ con C„ = 2 Umn 

11=1 m = l 

Suma por columnas de una serie doble, 
81-26,. 

fí(a<o:< 6 ; c<y< 6 ) 

Rectángulo de definición de una integral 
doble, 82-la. 

8 r = Ax . A y 

Área de una subdivisión en una partición 
de R, 82-la. 

<úi- = M r — m r 

Oscilación de f(x) en S r con m r , M r , 
extremos inferior y superior de f(a:), 82-8. 

s = 2 m r 8 r ■ S = 2 M, 8 r 

Sumas inferior y superior correspondientea 
n una pai-tición de R, 82-la. 




y) dx d y 


Int'egral doble (R) en R, 82-la. 

/I f(x,?y)dxdj/ = extr. inf. S 


Integral inferior, 82-la. 


/ L i(x ’ 


y)dxáy = extr. sup. s 


Integral superior, 82-la. 


f J^f {x,y)dx dy 

Integral doble (R) en un dominio D, 82-3. 

J -6 /'d 

dx f{x,y)dy ; 

a Jc 

rd s* b 

dy f{x,y)dx 

J c J a 

Integrales reiteradas, 82-4. 

X d 

f{x,y)dy ; 
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B{y) = f{x,y)dx 

J a 

Integrales interiores de las integrales 
reiteradas precedentes, 82-4. 

0 , Y(x) 

Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de abs- 
cisa x, 82-4. 

„ . X(v) 

Conjunto de intervalos intersecados en un 
recinto cerrado D por una sección de orde- 
nada y, 82-4. 

/X f (x, y) dx dy = 

= I dx I f (x, y) dy = 

* a J Y(x) 

= dj/ f(x, y)dx 

Jc Jx(v) 

Cálculo de una integi-al doble por integrales 
reiteradas, 82-4. 


y)dy dx = 


J nO /*y,(a:) 

dx f(x, y)dy = 

a y 0 (a:) 

n t/, 

f(x, y)dy dx = 

/ 0 

= f [fff(x,y)dy Jdx ; 

J -'d rx r (v) 

d y f(x, y)dx = 

n •'< 


f (x, y)dx = 


n *i 

f(x, y)dx dy = 

= f d L{f Xl f(x,y)dx\dy 


Integrales reiteradas, 82-4. 

G(V) 

Función superior de G (i/), 82-5. 

G (y) 

Función inferior de G(y), 82-5. 

I B (a* < x k < b k ) , (k = 1,2. n) 

Intervalo n-dimensional, 83-1. 

f (x) = f (Xl, Xl,\ . ., Xn) 
Función de n variables reales, 83-1. 

Fr 

Intervalos parciales de una partición 
de I", 83-1. 


8 r = kxAx* . . . A%„ 

Volumen de I n r , 83-1. 

01 r = Mr - m r 

Oscilación de f(x) en I" r con extremos in- 
ferior m r y superior M r de f(x), 83-1. 

s = ' 2 m; 8 r , S = SMr 8 r 

Sumas inferior y superior correspondientes 
a una partición de I n r , 83-1. 

í f(x)dx = 


= J^ f (xj, Xí, ..., x„)dxi dxi ... dx„ 

Integral n-ple de f(x) sobre I", 88-1. 

f f(x)dx = 

f b n f b n -1 

= I dx„ dx„-i ... 

Ja n Ja n-1 

f b * r\ 

. . . j dxa J f (x)dxi = 

J a ‘i Ja l 

r b n f b n -1 

“•X *X -1 

f b 2 f b 1 

... I j f (x)dx, dx a ... dx* 

J \ Ja i 

Cálculo de una integral múltlple por una 
integral reiterada, 83-1. 

f (x, y, z) dx dy áz = 

Jd 

J -'x^ ry x (x) rz^x.v) 

dx j dy j f (x, y, z)dz 

*0 v/ y 0 < a: ) J z a (x,y) 

Integral triple, 83-1. 

d S 

Elemento de área, 83-2. 

dV 

Elemento de volumen, 83-2. 


/ J D f(x,y)dS 

Integral doble, 83-2. 

Integral triple. f 

|D| = (R) f 

J D 


Extensión o medida de Peano-Jordan 
n-dimensional o hipervolumen, 83-3. 
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T _ 8 (g,y) 

— d(u,v) 

Coeficiente de dilatación areolar en un 
cambio de variables, 88-4. 

f f(x)dx = f J(u)f[x(u)]du 
Jd J £2 

Cambio de variables en una integral 
múltiple, 83-6. 


= j Q ■ V • dS , 
= f q .z . áS 


Momentos estáticos de una superficie res- 
pecto de los planos coordenados, 84-5. 


=J7 X 


9 (jg, y,z) 
J2 d(u,v,w) 


d u du dw 


Volumen de un dominio tridimensional en 
coordenadas curvilíneas, 88-6a. 

g 

Discriminante de la forma cuadrática ds 2 
en coordenadas curvilineas, 88-6a. 

V = J' J' J’ yfg d u áv áw 

Volumen de un dominio tridimensional en 
coordenadas curvilíneas, 88-6a. 


= ( 0 • * ■ dV , 
= jü.V.áV , 
•— f y . z . dV 


Momentos est&ticos de un cuerpo respecto 
de los planot coordenados, 84-6. 

M v = oii M», 4- M„ •+- a» Mb„ 

Momento estatico respecto del plano 

+ a 2 V + ~ 0 con 

a -t «s* — x > é4 ’ 6 - 




0 (*, y, z) dx d y dz 


r dm 

J V 


Masa de un cuerpo de densidad p, 84-la. 


MomenCo estático respecto de un plano, 
84-6. 


= j j v¡ ii ( x ' y '*áxdv — Jjj f(r)dV = lirnS f( r *) AT/ < 

-j f D U*,V)dxdy dm = o dV (6 q dS 6 » ds) 


Volumen orientado de un cuerpo limitado 
por las superficies z — t t (x,y), 
z = fjia, y) , 84-lb. 

r 

Rudio, primera coordenada eBférica, 84-2. 

r 

Kndlo, prlmera coordenada cilíndrica, 84-3. 

S = j j áxáy/cosnz = 

= f f + z/ + »/dx dy = 

= f f W (u, v)du dv 

Ar«a do una superficie alabeada, 84-4. 

M„. = j Q .X ds 

Momonto estátlco de un arco respecto del 
plano yz, 84-6. 

M„. = j Q . X . dS , 


Ar«a do una Buperficie alabeada, 84-4. 


dm = o dV (ó o dS ó gds) 

Elemento de masa, 84-6. 

G(€,ti, n 

Baricentro de un cuerpo, 84-6. 

I = mr 2 

Momento de inercia de una masa m res- 
pecto de un eje a distancia r, 84-7. 

Io 

Momento de inercia respecto de un 
punto 0, 84-7. 

ly 

Memento de inercia respecto de un eje y, 
84-7. 

q = Vl , m 

Radio de giro, 84-7. 

A(S) = S = /I W (u, v)du dv 

Área de la superficie S, XXI-I. 

I*»(t) = f f(«) (t — x) n dx 

4 » 


Momento de orden n del área del trape- 
zoide determiíiHdo por f(a>) en |a. t| res- 
pocto da x t, (w 0 , L, 2, . ), 86-26. 
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T , v 1 f +1 COS (xt) 

Mx) = VCT 

Función de Bhbsel, 86-Ej. 6. 

X r 

Jr(íc) = 1.3 ... (2r — 1)« 
r +1 

(1 — í 2 ) r "i cos(*í)dt 

Función de Bessel, 86-Ej. 7. 


,(í) =x 


í 1 ' 1 e"‘ dí 


Función Gamma, 86-E'j. 10. 

m!! 

Producto de factores decrecientea de dos en 
dos unidades, 86-Ej. 12. 

I = lim ( f (x) dx 

M—>CO *' D n 

Integral múltiple impropia, 87-1. 

f e-** dx = \ Vn' 

40 

Integral de Poisson, 87-3. 

/» co 

1=1 sen(x 2 )da; = 

r 00 

J = I cos(í» 8 )dx = 

-+r j 5f*-vr 

Integrales de Fresnel, 87-4. 

J »co /• co 

f (x,y)dx dy = 

0 4 0 

J »6 ra 

í(x,y)dx dy 

0 4 0 

para (a, b) -» °o 

Definición rectangular de integral múltiple 
impropia, 87-6. 
rco r co 

sen (x* + y 2 ) dx dy 

40 40 

Integral de Cavley, 87-6. 

(hlVl¿)e-h*x* 

Frecuencia en una distribución normal, 
87-Ej. 8. 


X 9 . ke-h*x 2 d* 


con k = h/'fn 

Error medio cuadrático en distribución 
normal, 87-Ej. 9. 

<í>(ai) = (2/ Vtt) f e~* 2 dt 

40 

Función error, 87-Ej. 10. 

e 

Error probable, 87-Ej. 10. 

U = U (x, y ); U, = P, U„ = Q 

Función primitiva potencial de P y Q, 88-1. 

V(x,y)dx , 

4C 

Q (%, y)dy , 

4C 

( P (x, y)d8 

4C 

Integrales curvilíneas a lo largo del cnmino 
de integración C, 88-la; 88-46. 

f T?(x,y)dx = f P (x,y)>\x = 

^AD 4<a 

r(h v hj 

= I P(x,y)dx 

J (a v a 2 ) 

Integral curvilínea desde A(a r a 3 ) basla 
B(b v b a ), 88-la. 

( P dx -f- Q dy = 

= f Pdtt + f Qd¡/ ; 

4c 4C 

( P díc + Q dy + R dz = 

4 c 

= ( P d* + ( Q dy -f ( P dz 

4c . 4C 4c 

Integrales curvilíneas completas en el plano 
(x,y) o en el espacio (x,y,z), 88-4a, c. 

c 

Contorno orientado, 88-5a. 

A= — j y dx = j^x dy = 

= —( xdy — y dx 

¿ 4 c 

Área orientada, 88-5a. 
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JW. 

Signo de una integral a lo largo de un 
contorno orientado, 88-56. 

IL f (*. y) dx dy = 

= “ J ft (x,y)dx % , (A>0) ; 

f í Ux.yUydx = 

J J \ 

— — j I f U. y )dx dy 

.) J A 

Integral doble sobre un órea orientada, 
88-5c. 

I 'lí 'lí/! -• — \dydx] = dx dy 
('onvención de signo de la integración 
dobie, 88-5c. 


M. = - f > 

¿ * c 

I. -. - í y^dx 

ó . c 

Momentos de lc y 2<J orden respecto del 
eje x, 88-5 d. 


M „ = a: 2 d y ; 

= -fX x3d?/ 

Momentos de lf y 29 orden respecto del 
eje y, 88-5 d. 

f f (Q* — P„)dx dy = 

= ( P dx -\- Qdy 

•'C 

Pórmula de Ribmann, 88-6. 

uv x d* dy = 

= nv dy — j J' vu a dx dy , 
uv v dx d y = 

J Jr 


— — f c uv — J' J' VUy 

Integración por partes para integrales 
dobles, 88 - 6 . 


Cicio orientado, 90-1. 

S , —s 

Superficies orientadas, 90-1. 


;x f (*>»•■ 


Integral de f sobre una cara de la superfi- 
cie orientada S, 90-2«. 


-//.*= JX- 


--//=//_ 


s J S a 

Relación entre las integrales de superficies 
sobre las dos caras —S t = S 2 , —S a = Sj 
de una superficie, 90-2«. 

ff_ R(x, y, z)dx dy = 


= J J^ R[i», y, cp(x, y)]dx dy = 

= — f J^ R, dy dx 

Integral de superficie de R extendida al 
trozo de superficie S dada por z = (p(.x,y) 
definida en D, 90-2d, 

;;. P dy dz + Q dz dx + R dx dy = 

= f J^ [P cos(nx) + Q cos(ny) + 
+ R cos(ng)]dS’ 

Integral completa de superficie, 90-2d. 


Normal exterior a una superficie cerrada, 
90-8«. 

S 0 

Cara exterior de una superficie cerrada, 
90-3«. 

V = f J zcos(n 0 z)dS 

Volumen orientado dado por unu integral 
sobre su superficie cerrada de contorno, 
90-86. 
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Normal interior a una superficie cerrada 
90-36. 

s< 

Cara interior de una superficie cerrada, 
90-36. 


+ /9P **\ { , /3Q_ 9 p \ , 

\dz ~d x ) J +[dx dy) k 


V = |V| = 
= J" f z dx dy = 


z dx dy = 


z cos(n,, z)dS > 0 


Volumen orientado positivamente, 90-36. 

V = J^ Jg l r l cos(r, n„) dS 

Volumen orientado de contorno S dado 
por r, 90-36. 

P dy dz + Q dz dx + R dx dy = 

= f J s [P cos(n„, x) + 

+ Q cos(n„, t/)+ R cos(n„, z)]dS 

Integral completa sobre una superficie ce- 
rrada orientada positivamente, 90-3c. 

dr = dxi + dj/j 4 - dzk 
Vector diferencial de r. vector de posición 
de M (x,y,z), 91-1«. 

f = f (x.y,z) = Pi + Qj + Rk; 
P = P(x,y. z); Q = Q(x,y,z ); 
R = R (x.y.z) 

Campo de fuerzas o campo vectorial, 91-2«, 

ap ,0Q , 9R 

dlv v = ir + t¡t + ir 

Divergencia de v = Pi + Qj + Rk. 91-3. 

P dx + Q dy + R dz = 

J AB 


Circulación del veetor f = Pi + Qj + Rk 
a lo largo del arco AB, 91-4a. 

(rot v)„ = rot„ V = lim ( v . ds 
O Jc 

Componente según n, normal a S, del 
rot v, 91-6. 


Expresión del rotor del campo vectorial 
v = Pi + Qj + Rk, 91-5. 

.9 .3 0 

V ~ 1 9x + 3 1^ + k V 

Operador simbólico nabla, delta invertida o 
del, 91-6«. 

V U = grad U = 

_ . au 0U , , 0U 

- I- 9^+ 3 -07 + k_ 97 

Gradiente del escalar U, 91-6«!. 

V . f = div f = 

9P 9Q 9R 

9x dy dz 

Divergencia del vector f = Pi + Qj + Rk, 
91-6« a . 

V A f = rot f = 

I i j k I 


Rotor del vector f = Pi + Qj + Rk, 91-6a 3 . 

'I \Ui $ x U a 'Í , X U-. i 

= <l\Ui * v Ua <P u U 3 

‘I'ítti < I>„íi 2 «k.Ms 

Producto tensorial del vector 
y <l> = 4> a i + <i> y j + <f> c k por el vector 
u = m x í + u . ¿ j + « 3 k, 91-6 c 8 . 

(Vu) A V = 

(u x A v)i (u,Av ) 2 (u,Av)¡ 

= (u,Av)i (u„Av ) 2 (u,Av)¡ 

(u, A v)i (u, A v ) 2 (u,Av), 

Tensor de coeficientes vectoriales u a A v, 
u^ A v, u, A v, 91-6c¡¡. 

V . (V U) = ViU x + VsU^ + >V 3 U, = 
= (ViUxi + VaU u i + VaU,i)í + 

+ (ViU x2 + VaUla + VaU&) j + 

+ (ViU x 3 + V 2 U u a + 'V 3 M, 3 )k 

Producto del tensor y u por el vector v, 


(V u) . V = (ViU x i + VaU X 2 + 'Vs'Mís) í + 
+ (V\U v i + VaUya + VaU u a)j +• 

+ (ViU x i + VaU X 2 + V 3 U x3 ) k 
Producto del tensor conjugado al yu por 
el vector v, 91-6c„. 


, , A 0 2 0 2 0 2 

A —- V — A a — — — + — — + -■ 

9x 9 y 2 0Z 3 

Operador delta de Laplacb, 91-6d. 
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AU = V 2 U = V . (V U) = 
= div grad U = 

8 2 U 9 2 U a g u 

” HgF + ~w + 

j.aplaciano del escalar U, 91-6d. 


/X n - wds = 

= J [X cos (n, x) + 

-f- Ycos(n, 2 /)+ Z cos(n, z)] d£= 
= J £ X dy áz + Y d« dx + 

+ Z d* d y 

Flujo de w = Xi + Yj + Zk a través de S, 
92-la. 


/JX divvdF 

Divergencia total del campo vectorial v en 
R, 92-16. 


//X divvdv =/X„ n " v 

Fórmula de la divergencia, 92-1) 

//X gradUd V =// s n' 

Fórmula del gradiente, 92-ld. 

//X r ° tfdu =/X nAf 

Fórmula del rotor, 92-ld. 

X v - ds =/x rot„ v d S 

Fórmula de Stokes, 92-3. 

J v. n ds 

c 


Fórmula de Stokes, 92-3. 
f v . n ds 


Flujo del campo plano v = P(x, i/)i + 

I Q(x, j/)J a través de la curva C, 92-3, 

,liv v + 

+ %r,{ hA ' v "*) + ü h ' h ’ i \)]’ 

(h, = ff u ) 

l'\|innlAn clc In ilivergencia en coordenadas 
curvillneas urtoKnnaleH. 92-46. 


grad “* * = TT lüT 

Componentes del gradiente en coordenadas 
curvilíneas ortogonales, 92-4c. 


1 

í— 

r h?h 3 

0<f> ' 

hihihí 


hl 

0Mi . 

0 

j_ 


0<I> 

! 

9 Ui 

ha 

dm _ 

+ 

d 

+ 9 u s 

hihí 

0<l> 


h 3 

0tÍ3 . 

/ 


Laplaciano de <í> en coordenadas curvilíneas 
ortogonales, 92-4c. 

rot - v = »-%)- 
- Xr( h ' v *.)] 

Componente dei rotor en coordenadas 
curvilineas ortogonales, 92-4d. 

U = f Jí-ds , 

J c r 

U = f ( —d S , 

J J s r 

u =//X -f dv 

Potenciales gravitatorios de distribuciones 
de masas, lineai, superficial y de volumen, 
93-la. 

/X VnáS =. — 4 kM 

Integral de Gauss, 93-lc. 

AU = — 4nr 

Ecuación de Poisson, 93-ld. 

9 w 

9 1 

Derivada local, 93-2. 


Derivada sustancial, 93-2. 

d w dw 

ir=- 3 r+ v - vw = 

9w , 

= ■— + v . grad w , 

dw 9w 

dT = — + v ' vw 

Relación entre las derivadas sustanciai y 
locul de un escalar y de un vector, 93-2. 
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V = P* — Vv = V* 

Presión interior en un flúido, 93-3a. 

f* 

Fuerzas exteriores en un flúido, 93-3c. 


+ V . V V 


J = f* — 


grad p, 


Q -gj-=' f * — grad p 

Ecuación del movimiento, en formas 
euleriana y lagrangiana, 93-4a. 

+ div(ov) = 0 , 


~df + Odivv=.0 

Ecuación de continuidad en formas 
euleriana y lagrangiana, 93-46. 


Componente tangencial de la velocidad v, 
normal al plano meridiano, 93-Ej. 16. 

V r 

Componente radial de la velocidad v, en el 
meridiano y normal al eje, 93-Ej. 16. 

V z 

Componente axial de la velocidad v, para- 
lela al eje, 93-Ej. 16. 

Pn«) 

Polinomio de Leobndre de grado n, 
93-Ej. 17. 

H„ = H n(x,y,z) = Pn(í)o n /o ,n+1 

Función armónica esférica sólida de 
grado n, 93-Ej. 19. 

Y„(M) = B n (x,y,z)/Q n 

Función armónica esférica de superficie, 
93-Ej. 20. 

g(M, v) 

Momento de un potencial de doble capa, 
XXIII-I. 

u= X n +r(T) dS 

Potencial de doble capa de momento n, 
XXIII-I. 


[UAV + y U. v V]dx d y dz = 


-ff. <+« 

Prlmera fórmula de Green, XXIII-IIa, 

( f X ( UAV — VAU)dxdydz = 


J j s 3n w 

Primera fórmula de Green, XXIII-IIa. 


Segunda fórmula de Green, XXIII-IIa. 

Tercera fórmula de Green, XXIII-II6 2 . 

X 1 , X 2 , X S 

Sistema de coordenadas ortogonales, 
XXIII-IIIaj. 

x' 1 , x' 2 , x' 3 

Nuevo si8tema de coordenadas ortógonales, 
XXIII-IIIaj. 

V k = COS(*' , ) X k ) 

Cosenos de los ángulos de los ejes de dos 
sistemas de coordenadas, XXIII-IIIaj. 

x' 1 = V k X k 

Fórmulas de rotación para la transformn- 
ción del sistema antiguo al nuevo, 

xxni-moi. 

= -{cos (x' k , x { ) [ 
Matriz de la transformación inversa. 
XXIII-IIIaj. 

x' = v\ x' k 

Transformación del sistema nuevo al 
antiguo, XXIII-IIIaj. 

V'* = VkV k 

Definición del vector velocidad Ax k /át = v h 
como tensor simple contravariante, 
XXIII-IIIa. 

0 <f> 0<I>' 

= -W ’ 

Derivadas de un campo escalar, 

<J> (a: 1 , x a , a: 3 ) = «j+a:' 1 , x' 2 , x' 3 ), 
XXIII-III a 2 . 

U\ = U, ; U k = U', \\ 

Definición del gradiente como tensor simplo 
covariante, XXIII-IIIa. 

a\ = da { ¡dx k 

Derivadas de las componentes a { de un 
vector, XXIII-IIIa 4 . 

a 1 = Ui , a 2 = Ui , a s = u« 
Componentes del gradiente a de un 
escalar u, XXIII-IIIa^. 

a h k = a k k = u h k = 9 2 u/dx h dx k 

Coordenadas del tensor derivado de un gra- 
diente a en coordenadas ortogonales, 
XXIII-IIIa 41 . 

div a = a\ + a\ + a 3 s 

Divergencia del vector variable a en coor- 
denadas ortogonales, XXIII-IIIa 4a . 
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d, = a‘\ + a‘ a < + a ,s , , 

(¿ = 1,2,3) 

Componentes del veotor divergencia de un 
tensor doble A = (a**) de ooordenadas va- 
riables en un sistema ortogonal, 
XXIII-IIIa 12 . 

a 2 a — a s n , a\ — a\ , a\ — a\ 

Componentes de rot a, XXIII-IIIa 43 . 

W' = . u n ) ; 

u' = V'iu' 1 . u' n ) 

Transformación directa e inversa de un 

sistema de coordenadas oblicuas (u 1 . u") 

a otro (m' 1 , .... u' n ) en E n , XXIII-IIIbj. 

j= .»:> * o 

9(w\ .. u n ) 

.lacobiano de una transformación invertible 
ontrc sistemas de coordenadas curvilíneas, 
XXIII-IIIbj. 

du' 1 

"9¡¡T = **»('«\ ■■■,U n ) , 

,u'") 

Derivadas de las fórmulas de transforma- 
ción de coordenadas curvilíneas, 
XXIII-IIIbj. 

(Itt* = d u’ k , d u’ { = Vk dw " 1 
Transformación del vector diferencial como 
tonsor simplo contravariante, XXIII-IIIb. 

34» 3<f>' 

~ ’ 4 “ W * 7 

Derivadas de un campo escalar 
‘I>(u l , ..., w") = <I>'(m' j , .. ., u'"), 
XXIII-IIIbj. 

«!•* = 4>'< V k , 4>\ = 4>< V\ 

Vector derivado de un campo escalar como 
tonsor simple covariante, XXIII-IIIb. 

T'\, = T \t%W\V\ 

I .oy de transformación de un tensor triple, 
i'iintrnvarinnte respecto de un índice y co- 
varinnfe respecto de los otros dos, 
XXIII-IIIb 3 . 

Tt'imor fundamental correspondiente a la 
prlmorn forma fundamental en E n : 
dS» = a lk du’ du*. XXIII-IIIb s . 

v, = g tk v k 

('nmponenteH covnriantes de un vector, dado 
por nuM componentes contravariantes v i , 
XXIII-IIIb 3 . 

dtt 1 d?*" = — d u 2 dtt 1 , 
d« l dic" = — d* s d* 1 

l'!*|ir«'»lone* ilmbólicaH npropiadas nl cnm- 
blo d«t vnrinblo», XXIII-lVn. 


txo = aí* 1 ,**) 

Forma diferencial de grado cero o escalar, 
• ' XXIII-IVa. 

ai = ai(*\ as a ) daí 1 + a 2 (*\a; a )d* a 
Forma diferencial de grado uno o pfaffiano, 
XXIII-IVa. 

a 2 = a(*\ x 2 ) d* 1 d* 2 = 

= — a(a¡\ £» s )d* a d* 1 = • 

= a(*\ x^dx 1 A d* 2 
Forma diferencial de grado dos, XXIII-IVa. 

ai + Pi = (Cíi + 61) d* 1 + 

+ (Oa + ba) d* a 

Suma de formas diferenciales en E a , 
XXIII-IVa. 

d* 1 A d* a = — d* a A d* 1 ; 

d* 1 A d* 1 = d* a A d* a = 0 

Convenciones para el producto exterior A 
de formas diferenciales exteriores, 
XXIII-IVa. 

dai = d«i A d* 1 + da 2 A d* 2 = 

/ 3a 2 3ai\ , , . , , 

“ \ 3* 1 3* 2 ) dx A dx 

Diferencial exterior de una forma diferen- 
cial, XXIII-IVa. 

CA 2 

Contorno de un recinto orientado A„ de E a , 
XXIII-IVb. 




*' *'A a J CA a 

Fórmula de Stokes en E„, XXIII-IVb. 


f dx\i) 

d* a ,i, 

... d* n ,D "l 

D - J. 



l dflü^ír) 

d* a (r) 

. 

• • • d* n , r) J 

MaCriz de característica 

r de los r vectores 

infinitésimos 

dx <») = 

d * l ,J.) e i + ••• + 

+ <J®(») (fc) e n> 

(h = 1, . 

...r), XXIII-IVcj. 

[-( 

**> , . 

-*')] 


Tensor r-diferencial de las diferenciales de 
grado r, XXIII-IVcj. 


Ctr = 2 

h x . h r = 1 


«+. h r 


x hl , .., x ft i- 


Forma diferencial de grado r en E h , 
XXIII-IVcj. 

n 

ttr + (3r = s 

Aj, .. ., h r = 1 

( a h, . h r 4- &/i, . h r ) 
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d ^ * ,lj , . X h r ) 

Suma de formas diferenciales del mismo 
grado r en E„, XXIII-IVcj. 

n 

a r A y, = 2 

h, k = 1 

a h x . h r c /Cj, ..., h' 

d( «*«,..,«‘r X 'h,.., X K} 

Producto exterior de formas diferenciales, 
XXIII-IVcj 

d ( X h ' , .. .,X h r ) = 

= dx^ A ... A d x h r 
Diferencial de grado r expresada como pro- 
ducto exterior de diferenciales de grado 1, 
XXIII-IVcj. 


da (*\ ...,*") = v;*( 3 a/ 3 as*) daj*" 

Diferencial de escalar, XXIII-IVcj. 

n 

da r = 2 

h ( = 1 

da /ij. h r (»\ ...,*") A 

d ( X hl , .. .,x h r ) = 

. **') 

Diferencial exterior de una forma 
diferencial, XXIII-IVcj. 

GA„ 

Contorno del recinto orientado A n de E n , 
XXIII-lVcj. 


dcX n -i = Í . 

,.r «... 

J J A n J 

J CA„ 


Fórmula de Stokbs en E„, XXIII-IVc a . 
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Picone-Cesari, xvii-iv g. 

Cesáro, E., p. xvii, 81-4. 

Ciclo: de triángulos, 90-1; orienta- 
do, 90-1. 

Cilindro cuádrico, 62-5 6 2 ; dos pla- 
nos imaginarios no paralelos, 63- 
9 c; dos planos paralelos reales y 
distintos, reales y coincidentes, 
ímaginarios, 63-9 c; elíptico ima- 
ginario, 63-9 c; elíptico real, 63- 
9c; parabólico, 63-9 c. 

Cilindros cuádricos, clasificación, 
63-9 c. 

Circulación en un campo vectorial, 
91-4 a; en un punto, 91-5. 
Circunferencia osculatriz, 73-10 a. 
Clase: abstracta, xvm-ia; (m, n) 
de una matriz, 61-3 a. 

Clasen, B. I., xvn-ive. 

Clausura, 64-4 c, xvni-i 6, xvm-ii 6; 

axiomas, xvm-ii 6. 

Clebsch, A., xvii-v4. 

Coeficientes de Gauss, 72-7 6. 

Coffin, J. G., xvn-vl. 

Cohn-Vossen, S., XVIII-III4, XXIII- 
v 2. 

Colatitud, 84-2. 

COLLAR, A. R., XVII-V 3. 
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OOLLATZ, L., XVII-V 6. 

Combinación lineal de vectores, 60- 

I d. 

Componentes: de un conjunto, xviii- 
ic; de un tensor, [normal o va- 
lor en una dirección, 63-3 6; tan- 
gencial en una dirección, 63-3 6]; 
de un vector, 60-3; contravarian- 
tes, 60-Ej. 18, xxm-iii; covarian- 
tes, 60-Ej. 12, xxm-iii; en E„, 
xvn-ia 2 ; en una dirección, 60-4]. 

Congruencia en E„, xvn-na 2 . 

Cónicas: clasificación, 63-9 c; con 
centro único, 63-9 c; dos rectas 
imaginarias no paralelas, 63-9 c; 
dos rectas paralelas reales y dis- 
tintas, reales y coincidentes, ima- 
ginarias, 63-9 c; dos rectas rea- 
les no paralelas, 63-9 c; elipse 
imaginaria, 63-9 c; elipse real, 

63- 9 c; focales, Resp. 62-Ej.24; 
hipérbola, 63-9 c; invariantes (li- 
neal, cuadrático, cúbico), 63-9 c; 
parábola,j 63-9 c; sin centro úni- 
co, 63-9 c; 

Conjunto de números reales dirigi- 
dos según sus índices, 78-1; cre- 
ciente, 78-1; decreciente, 78-1; lí- 
mite, 78-1; monótono, 78-1. 

Conjunto puntual: abierto, 64-4 c, 
XVlll-ló; acotado, 64-4 c; cerradp, 

64- 4 c, xvm-i 6 ; compacto, xvm- 

II 6; conexo, 64-5, xvin-ic; de ex- 
tensión nula, 82-2; de medida (g) 
nula, 78-3; de medida nula, 82-2; 
dense partout, 64-4 c; denso en 
sí, 64-4 c; dichte überall, 64-4 c; 
derivado, 64-4 c, xvm-iió; desco- 
nexo, xviii-i c; inverso de otro 
respecto de una transformación, 
xvm-ie; localmente conexo, xvm- 

I c; múltiplemente conexo, 64-5, 
XVIII-I c; nulo (L), 82-2; perfec- 
tamente compacto (en sí), xvm- 

II b; perfecto, 64-4 c; simplemen- 
te conexo, 64-5, xvm-lc; total- 
mente desconexo, xviii-i c. 

Conjuntos puntuales: clasificación, 
64-4 c; no rampantes, xvm-l b. 

Conmutabilidad de la derivación, 
69-2. 

Cono: asintótico, 62-2 c; cuádrico, 
62-5 bi, [curvo, 63-9 c; dos. planos 
imaginarios con arista real, 63- 
9 c; dos planos reales, 63-9 c; 
imaginario, 63-9 c; plano doble 
real, 63-9 c; real, 63-9 c] ; de fle- 
xión, 73-4; de torsión. 73-4; im- 
par, 66-5 6, 67-3; par, 66-5 6, 67- 
3; tangente. 66-5 6. I 


Conoide, 67-3. 

Conos cuádricos (ver Cono: 'buóAri- 
co) ; clasificación, 63-9 c. 

Continuidad uniforme, 65-3 a. 

Continuo, xvm-ii a. 

Contorno: de un r e c i n t o, 64-5; 
orientado, 88-5 a, [sentido positi- 
vo, 88-5 a]; primer problema, 
xxiii-ii 6 2 ; segundo problema, 
XXIII-II 6 2 . 

Contracción de un tensor, 63-2 d. 

Contravariante, xxm-iii a 3 . 

Convergencia del meridiano en la 
proyección de Lambert-Gauss¡ 
77-Ej. 5. 

Convergencia uniforme, 65-2. 

Coordenada de un punto, 64-4 a. 

Coordenadas: cartesianas_ [ejes, 60- 
3a; sistema, 60-3 a; sistema di- 
recto, destrorsum, dextrógiro 0 
inglés, 60-3 a; sistema inverso, 
sinistrorsum, levógiro 0 francés, 

60- 3 a; sistema ortonormal, 60- 
5 6; transformación, 61-1 (tras- 
lación( 61-16); unidad, 60-3 a] ; 
cilíndricas, 84-3 ; curvilíneas, 77-2, 
83-6, 92-4 a, [espaciales, 83-6]; 
de un tensor, 63-1 6, [principales, 
63-16]; elípticas, 62-Ej.24; en 
un espacio puntual afín, xvii-m a; 
esféricas, 84-2, [colatitud, latitud, 
longitud, radio, 84-2]; focales, 67- 
Ej. 22; geográficas, 77-2. [latitud, 
longitud, 77-2 6]; homogéneas, 

61- 7 d, 62-1 a ; pliickerianas, 60-8 
c; vectoriales, 60-Ej. 35. 

Corte de un recinto, 64-5. 

Correlativa o dual, 60-8 c. 

Coseno, teorema: esférico, 60-Ej. 11. 
61-Ej. 3, 93-Ej. 16; plano, 60-Ej. 
8, 93-Ej. 16. 

Cosenos directores: de una direc- 
ción, 60-5 d; de un plano, 60-8 6 

COURANT, R., XVII-V3, XVIII-III 1, 

xxiii-v 1. 

Covariante, xxm-iii a 3 . 

Coxeter, H. S. M.. XVII-V 3, XVIII- 
III 4. 

Cramer, G., 61-3 6. xvii-iv a, 67-6 a, 
b, 67-7, 69-4, Resp. 60-Ej. 15. 

Craig, H. V., xvii-v2. 

Cremona, L., xix-ii 2. 

Cuadrado escalar, 60-5. 

Cuadrados mínimos: método, xix-i, 
[ecuaciones de condición. xix-l]. 

Cuadrática (ver Forma). 

Cuádrica de un tensor simétrico, 
63-4. 

Cuádricas (superficies de segundo 
s-rado 0 de segundo orden), § 62; 
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centro, 62-1 d, 71-2; clasificación, 
62-ba, 63-9, [puntual, 62-6 a ]; 
con centro, 62-2 a. 63-8 a; confo- 
cales, 76-E,j. 2, [con centro, 62- 
E.i. 24; paraboloides, 62-Ej. 25] ; 
degeneradas, 62-5 a, c, [clasifica- 
ción, 63-9 c]; de puntos elípticos, 
niperbóhcos, parabólicos, 62-6 a; 
dí terminación, 62-1 6, [método de 
las l, 62-16]; discriminante, 62- 
I d; ecuación [en coordenadas ho- 
mog'éneas, 62-1 a; normal, 63-8; 
reducción, 62-1 c, 63-8]; ejes 
I pnncipales, 63-8 a; tranversos, 
62-2 a]; esfera, 62-2 6, [de radio 
nulo, 62-26; imaginaria, 62-2 6]; 
generatrices rectilíneas, 62-6 a; 
naz alabeado de segundo orden, 
(»2-6 d; nnaginarias, 62-2, [conos, 
b.{-9 a, 6; elipsoides, 63-9 a, 6]; 
mtersecciones [con una recta, 62- 
4a; con un plano, 62-4 6]; plano 
[diametral conjugado con una di- 
i'ección, 62-Ej.6; exterior, 62-4 6; 
P.°lar de un punto, 62-Ej. 5; prin- 
oipal, 63-Ej. 7; secante, 62-4 6; 
hvngente, 62-4 6, c] ; puntos [cícli- 
cos o umbílicos, 62-7 6, 62-Ej. 22; 
fonjugados o recíprocos, 62-Éj 4- 
eHpticos, 62-6 a, 71-6 6; hiperbó- 
I u-os, 62-6 a, 71-6 6 ; parabólicos, 
><.. <> a, 71-6 6; recíprocos o con- 
l'igados, 62-Ej. 4; singulares. 62- 
i'a; umbílicos o cíelieos, 62-7 6, 
¡'2-E.j. 22]; rf'ales [cilindros (elíp- 
ico. hiperbólieo, parabólico). 62- 
■>/', fi3-9 a,6; cono, 62-5 6, 63-9 a, 

6; ehpsoide, 62-2 6, 63-9 a, 6, jde 
ievoliicion (achatado o esferoide; 
¡ilahrado; esfera), 62-2 6[; hiper- 
ooloide Ide dos hoi'as. 62-2 d 63- 
;! n ; h '■ (,e «na hoja, 62-2 c, d, 62- 
!’' : h ' 76 - EÍ - !» ícono asin- 

" ? 2 ; 2 . r,d; elipse de R'ar.o'an- 

'V paraboloide elíptico, 

1 3 6. 63-9 a. 6, (planos princi- 
62-3 6); paraboloide hiper- 
lió lico, 62-3 6, 62-6 d, 63-9 a, 6. 
(Pl'inos directores, 62-6 d)]; rec- 
I exterior, secante, tangénte], 

,! «•eRTladaw. 62-6, Talaheadas, 

" d ; dcsarrollables, 62-6 6 . c]; 
"''■'•ioiK's [cireulares, 62-7, 62-Ej. 

I: ' " 21, (diametrales, 62-7); pa- , 

li'! s 6 " C2 ' 4rf ^ ; sin centr °. 62-3, 

f'iiliiiinicnto abierto (fjnito), xvm- ( 
11 "• I •‘‘iibcubrimiento, xvin-nal < 

' '»NI>v, II. M., xvni-rn 4 i 

' 1111 i» n .xix ii i. I ; 


' Curva: arco regular, 72-6 6; ala- 
beada, 72-6 a; característcia, 74- 
3 a; cerrada, 72-6 a; como lugar 
de puntos, “point curve”, 72-9 6; 
como recorrido, “path curve”, 
de Jordan o simple! 
72-6 a, 72-9 c; de longitud nula, 
Resp. 73-Ej.2; de nivel, 64-2 a; 
de seguridad, 74-Ej. 9; de tipo 
dextrogiro, levógiro, 73-3; dex- 
trogira, 73-3; discriminante de 
un haz, 74-16; ecuación [intrín- 
seca, 73-9; paramétrica, 72-6 a; 
reducida, 72-8]; elemental, 88-1; 
en f* 3 » 72-6 a; equipotencial, 
91-4 6; F-curva simple cerrada, 

72- 9 c; levógira, 73-3; “path cur- 
ve , 72-9 6; plano normal, 73-3, 
[ecuación cartesiana, 73-7] • pla- 
no osculador, 73-2, 73-7, [ecuación 
cartesiana, 73-2, 73-7; ecuación 
ortogonal, 73-2, 73-7; ecuaciones 
parametricas, 73-2; estacionario, 

73- 7]; plano rectificante, 73-3, 73- 
7, [ecuación cartesiana, 73-7]; 

point curve”, 72-9 6; punto [múl- 
tiple, 71-4; ordinario o simple, 
71-3; singular, 71-4, 72-6 6, (ac- 
nodal, 71-4 6; clasifieación, 71-4; 
crunodal, 71-4 6; cuspidal, 71-4 6; 
de orden n, 71-4 cC; de retroceso 
de segunda especie, 71-4 6; doble, 
71-4 a; doble con tangentes coin- 
cidentes, 71-4 6)]; repi’esentación 
[ímplicita, 72-8; vectorial, 72- 
6 5 simple o de Jordan, 72-6 a, 

72*9 c; tangente, 72-6 6, [ecua- 
ciones (cartesianas, 73-7; para- 
metrica vectorial, 73-7)]. 

Curvatura: centro, 73-10;' de fle- 
xión, 73-4, 73-7, [radio, 73-4, 73- 
71; de torsión,^ 3 - 4 , 73-7, [radio, 
73-7]; eje, o recta polar, 
/3-10, [ecuación paramétrica vec- 
torial, 73-10]; geodésica, 76-5 a, 
[centro, 76-5 a] ; líneas, 76-5 c; 
media, 76-3 6; normal, 76-5 a; 
tensor, 76-3 6; total, 76-3 6. 

Cuspide, 71-4 b 3 . 


Charrueau, A., xx-v 8 
ChAsles, M., 75-6, 75-Ej. 13; teo- 
rema, 75-6. 

Chatelet A., xvii-v 1. 

Chattelun, L., xvii-v 2. 

Chevalley, C., xix-ii 2. 

CHTO, F., xvii-iv a, 6 
Chisini, 0„ xix-ii 2 
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Cholesky, Com., xvii-iv d, f; método 
de Cholesky-Banachiewicz, 
xvii-iv d. 

Christoffel, E. B., 63-2 e. 


D 

D’Alembert, J., 91-6 d. 

Dantscher, V. VON, XIX-II 1. 
Darboux, G., p. xvi, 73-4, 73-6, 73-7, 
73-Ej. 14, 75-4 e, 75-Ej. 3, 76-5 a, 
76-Ej. 16, xx-v4, 82-1 6, 82-5; 
Resp. 75-Ej.3; integral inferior 
y superior, 82-5; lema, 82-16; 
triedro de Darboux - Ribaucour, 
76-5_a, _ 76-Ej. 16; vector, 73-6. 
Decrecimiento exponencial de la 
presión, 93-3 c 2 . 

Dehn, M., xvii-v 4. 

Del o delta invertida, 91-6 a. 

Delta: de Laplace, 91-6 d, [en co- 
ordenadas curvilíneas, 92-4 c] ; 
invertida o del, 91-6 a. 
Denis-Papin, M., xvii-v 3,5. 
Densidad en un punto, 84-5; lineal, 
78-2. 

Dependencia: funcional, 68-3; lineal, 
68-4, [de vectores, 60-2]. 
Derivación: bajo el signo integral, 
regla, 86-2 6; de funciones com- 
puestas, regla, 67-1 a; de funcio- 
nes implícitas, 67-4 6; de series, 
85-2; de vectores, 72-3, xviii-m 
a \> sucesiva, conmutabilidad, 69-2. 
Derivada: de función compuesta, 
67-1 a; de función implícita, 67-4 
b; de función vectorial, 72-2, 72- 
3; direccional [de función esca- 
lar, 66-5 6, 72-4 a; de función 
vectorial, 72-4 6]; local, 93-2- se- 
gunda, 69-1; sustancial, 93-2; ter- 
cera, 69-1; total, 67-1 a, 70-7. 
Derivadas: parciales, 66-1, [de ’una 
función implícita, 67-5 6; de una 
función vectorial, 72-2 6]; suce- 
sivas, 69-1, [de función implícita, 
69-4; de función vectorial, 72-2 
6 ]. 

Desarrollable circunscrita, 74-5, 75- 
4 a. 

Destrorsum, 60-3, 73-3. 

Determinante: de dos ternas de vec- 
tores, 60-7 a; de Gram, 60-7 a; 
funcional o jacobiano, 67-6 a. 
Dextrógiro, 60-3. 

D íada, 61-5 6, 63-2 e. 

Liugonal principal de una serie do- 
ble, 81-2 6. 

Diámetro de un conjunto, 82-16. | 


Diferencia: de puntos, 60-1 d; de 
vectores, 60-1 d. 

Diferencial: de arco, 73-1, [vector, 
.73-1]; de escalar, xxiii-iv a, ci\ 
de grado r, xxm-ivc a ; exacta, 
89-2, [integral, 89-2, 89-3 6]; ex- 
terior, xxm-iva; parcial, 66-4; 
total, 66-4, [expresión analítica, 
66-4]. 

Diferenciales totales sucesivas, 69- 
3; de función compuesta, 69-3 6. 
Dilatación: areolar, 77-3, xx-l, 83- 
4; lineal, 77-3, xx-i, [del meri- 
diano_ y de_l paralelo, xx-i]. 
Dimensión: infinita, xvn-ia.,; li- 
neal, xvn-ioa. 

Dini, U., p. xiii, 86-2 a. 

Dirección: de un vector, 60-1 a; 

propia de un tensor, 63-5 a. 
Direcciones principales de una su- 
perficie, 76-2 6, xx-i. 

Directriz de una superficie reglada, 

Dirichlet, P. G. L., 64-2 a, 80-8 c, 
80-9, 80-Ej. 8, 85-1, xxiii-ii 6 2 ; 
Resp. 86-Ej. 15; criterio, 80-8 c; 
primer problema de contorno, 
xxiii-ii 6 2 . 

Discriminante: de un haz de cur- 
vas, 74-16, [eurva, 74-16; ecua- 
ción, 74-1 6]; de un haz de super- 
íicies, 74-3 a; de una cuádrica, 
62-1 d; de una forma cuadrática 
n-aria, 70-6 c. 

Distancia: axiomas, xvil-m 6, xvm- 
i d> 64-Ej.5; condición de sime. 
tría, 64-4 a; condición triangular, 
64-4 a, xvii-iii 6; de dos puntos 
del espacio euclídeo, 64-4 a; de 
dos puntos de un espacio topoló- 
gico, xviii-i d ; en un espacio pun- 
tual afín, xvii-mb; espacial, 83- 
6 6; temporal, 83-6 6. 

Distribución: de doble capa, xxiii-i: 
de simple capa, 93-1 a; disconti- 
nua de primera especie, 78-5; 
normal, 87-Ej. 8. 

Divergencia: 91-3, 91-6 a 2 , 92-16, 
92-4 6, xxiii-iii a; de un tensor 
doble, xxili-iii a 4 ; en coordenadas 
curvilíneas, 92-4 6; teorema, 92- 
16; total, 92-16. 

División armónica, 62-Ej. 4. 

Doble producto vectorial, 60-7. 
Dominio, 64-5, xviii-i c. 

Doolittle, M. H., xvii-ivc,/; mé- 
todo de Gauss-Doolittle, xvii- 
iv c. 

Dualidad: en un espacio euclídeo de 
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dimensión finita, xvii-nd; ley, 
60-8 c. 

Duncan, W. J., xvii-v3. 

Dupin, C., 76-3, 76-*6 a, 76-Ej. 5,10; 
indicatm, 76-3 6. . 

Duschek, A., xvii-v 6, xviii-iii 1, 
xxm-v 7. 

Dwyer, P. S., xvii-v8. 

E 

Ecuación secular, 63-6 a. 

Ecuaciones: de condición, 67-Ej. 6, 
xix-i; equivalentes para una su- 
perficie, 72-9 a; lineales, resolu- 
ción práctica, xvii-iv, [ecuaciones 
principales, xvii-iv c; m é t o d o 
abreviado, xvii-ivc; método de 
aproximaciones sucesivas, xvii-iv 
g; método de iteración, xvn-iVf/; 
método del sistema reducido, xvn- 
IV 6.] ; normales, xix-i; reducidas 
de una curva, 72-8. 

Eddington, A. S., xvii-v6. 

Ehrenfest-Afanassjewa, T., 67- 
Ej. 6. 

Eichler, M., xvii-v3. 

Eilenberg, S., xviii-iii 4. 

Einstein, A., 63-2 b, d, xvn-v 2, 6, 
xvm -1 a, xxm -. iii ai, xxiii - iv Cj; 
convención, xxiii-m Oa . 

Eisenhart, L. P., 73-4, xx-v 3, 6. 

Eje, 60-4; de curvatura, 73-10, 
[ecuación paramétrica vectorial, 

73-10]. 

Ejes: principales, 63-8 a; transver- 
sos, 62-2 a. 

Elemento pivote en un determinan- 
te, xvii-iv b. 

IClipse de garganta, 62-2 c. 

Elipsoide (ver Cuádricas) , 62-2; 
achatado o esferoide, 62-2 b, 
[achatamiento, 72-2 c] ; alargado, 
62-2 6; de revolución (achatado, 
alargado), 62-2 6; de un tensor, 
68-4; esferoide, 62-2 6; excentri- 
cidades, 77-2 c; radio de curvatu- 
ra de la sección que contenga la 
tangente al paralelo, 77-2 c; ra- 
dio de curvatura del meridiano, 
77-2 c. 

Energía potencial, 91-4 6. 

Enuiques, F., xvii-v4, xix-ii2. 

Entorno, 64-4 6, 66-1, xvm-i6; re- 
ducido, 64-4 6; superficial, 65-1. 

I'lnvolvente: de un haz de curvas 
[do las características de un haz 
dc superficies, 74-4 c; en el espa- 
cio, 74-4 a, (haz alabeado de rec- 
tns. 74-1 61 ; en el plano, 74-1 6]; 


de un haz de superficlésl, 74-3 a; 
de una familia de supérficies de 
dos parámetros, 74-3 6, [general, 

74-3,6; parcial, 74-3 6]. 

Epicicloide, 74-Ej. 12. 

Equicontinuidad, 86-1 b. 

Erlangen, programa, 61^7,&. 

Error: de u'üw, 66-3; Trecuencia, 
87-Ej. 8; función, 87-Ej.j.a; me- 
dio cuadrático, 87-Ej.9; prooaoi- 
lidad, 87-Ej. 8,10; prooaoie, 87- 
Ej. 10. 

Escalar, 60-1 a, 63-2 /, xxiii-iv a. 

Esfera (ver Cuádricas; Elipsoide); 
de radio nulo, 62-2 6; imagina- 
ria, 62-2 6; osculatriz, 73-10 6. 

Esferoide, 62-2 6. 

Espacio: abstracto, xvm-i a, [apli- 
cación, interpretación concreta, 
xviii-i &]; compacto, xvm-iia; 
compacto en sí, xvm-ii 6; físico, 
xviii-i a; lineal de matrices, 61- 
Ej. 10; localmente conexo, xviii-i 
c; métrico, xvm-id; metrizable, 
xvm-id; perfectamente com- 
pacto (en sí), xvm-iió; pro- 
yectivo, 61-7 d; puntual afín, 
xvn -iii, [coordenadas, xvii-ma, 
(origen, xvii-m a) ; propiamente 
euclídeo, xvii-m 6] ; — t i e m p o, 
xvm-i a; transformación o repre- 
sentación lineal, 61-2 a; topológi- 
co, xviii-i 6, [axiomas, xvm-i 6]; 
v e c t o r i a 1, 60-2 6, xvii-i, [base 
(autorrecíproca, 60-Ej. 17; orto- 
normal, xvn-iic; recíproca, 60- 
Ej. 16); dimensión, 61-6 6, xvíi-i 
a; dualidad, xvii-ii d, ] (espacio 
dual o adjunto, xvii-i c, (base 
dual, xvii-i c) [ ; euclídeo, 60-6 e, 
xvii-na, (propiamente euclídeo, 
60-6 e, xvii-ii 6 ) ; seudoeuclídeos, 
60-6; subespacio ortogonal, 60-8 
6 ]. 

Espacios homeomorfos, xviii-i e. 

Estrofoide recta, 71-Ej. 7. 

Euclides, xviii-i a. 

Euler, L., 61-Ej. 2, 67-3, 67-Ej. 3, 
5, 76-3 6, 93-2, 93-4 a, 93-4 6, 93- 
Ej. 15; Resp. 76-Ej. 5; Resp. 91- 
Ej. 13; ángulos, 61-Ej. 2; ecua- 
ción de continuidad, 93-4 6; ecua- 
ción del movimiento, 93-4 a; fór- 
mula de curvaturas, 76-3 6; pun- 
to de vista local, 93-2; teorema 
sobre funciones homogéneas, 67-3. 

Evoluta de una curva: alabeada, 

75-Ej.5: plana, 74-2, [de la pará- 
bola, 74-Ej.T3]. 


Evolvente de una curva: alabeada, 
75-Ej. 7; plana, 74-2. 

Expresión diádica, 61-5 6, 63-2 a, 
completa, 61-5 6; degenerada, 6l- 
5 6; nula, 61-5 6; plana, 61-5 6. 
Extensión w-dimensional, 83-3 d. 
Extremo: absoluto, 70-1 a; amplio, 
70-1 a; condiciones [necesarias, 
70-1 c, 70-6 a; caso elíptico, 70-2 
a; caso hiperbólico, 70-2 6; caso 
parabólico o dudoso, 70-2 c, (rec- 
ta' singular, 70-2 c) ; suficientes, 
70-2, 70-6 6] ; con variables liga- 
das, 70-7 a, [método de multipli- 
cadores de Lagrange, 70-8]; de 
una función implícita, 70-8 6; 
discusión 70-5; estricto, 70-1 a; 
impropio, 70-1 a; interpretación 
geométrica, 70-6; propio o efecti- 
vo, 70-1 a; relativo, 70-1 a. 

F 

F-curvas del tipo de: arco simple, 
72-9 c; curva simple cerrada, 72- 
9 c. 

F-equivalencia, 72-9 c. 

F-superficies de tipo rectangular, 
72-9 c. 

Factor de homogeneidad, 67-Ej. 6. 
Familia de superficies de dos pará- 
metros, 74-3 6. 

Familia monoparamétrica de: cur- 
vas, 74-1 a; superficies, 74-3 a. 
Fano, G., xvii-v 4, 73-3. 

Faraday, M., 91-2 6. 

Fatou, P., xix-ii 2. 

Favard, J., xvii-v 7, xvm-iii 3. 
Ferrar, W. C.. xvii-v 3. 
Ferrari-P(>zzolo. G.. 79-2 6. 
Feschbach, H.. xxiii-v 3. 

Fiedler, W.. xvii-v 4. 

Finsler, P.. xx-v 6. 

Finzi, B., xvii-v 6. 

Flúido: en equilibrio. 93-3 c; incom- 
presible. 91-3; pesado, 93-3 c. 

Flujo de un campo vectorial a tra- 
vés: de una curva, 92-3; de una 
superficie. 92-1 a. 

Foch, A., xxiii-v 5. 

Forma bilineal de orden n (ó n- 
aria), 61-4 d; asociada o polar de 
una forma cuadrática, 62-Ej. 3; 
característica o dimensión, 61-6 
a; degenerada, 61-6 a; de un ten- 
sor, 63-3 a. 

Forma cuadrática de orden n (ó n- í 
aria), 61-4 d; definida (positiva, 
negativa). 63-4. 63-7 a. 70-6 c. 
degenerada, 63-7 a, 70-6 c; forma 


canónica [diagonal, 63-7 a; en el 
grupo ortogonal, 63-5 a] ; indefi- 
nida, 63-7 a, 70-2 6, 70-6 c; índice 
de inercia, 63-7 c; ley de inercia, 
63-7 c; semidefinida (positiva; 
negativa), 63-7 a, 70-2 c, 70-6 c; 
signatura, 63-7 d; signo, 63-7. 

Forma lineal en las componentes de 
un vector, xvii-i c. 

Formas diferenciales exteriores, 
xxiii-iv; de grado cero, de grado 
uno o pfaffianos, de grado dos, 
xxiii-iv a; de grado r en E„, 
xxiii-iv Ci; exactas de grado uno, 
xxm-iva; integrables, xxm-iva; 
producto exterior, xxiii-iv a, ci; 
suma, xxm-iva, Cl 

Formas diferenciales fundamentales 
de las superficies: primera, 76-1; 
segunda, 76-2 a. 

Fórmulas de adición, 61-Ej. 4. 

Fourier, J., p. XVIII, xix-ii 1, XXII-I. 

Fournier, A. M., xvii-v 4. 

Franklin, Ph., xviii-iii 2. 

Frazier, R. A., xvii-v3. 

Frecuencia, 87-Ej. 8. 

Frechet. M., p. xvi, p. XVII, XVIII- 
I a, xviii-ii 6, xviii-iii 3, 72-9, xxi- 
11; concepto de curva, 72-9 c; con- 
cepto de superficie, 72-9 c. 

Frenet, F. J., p. xvi, 73-5,7,8, 9, 
73-Ej. 12, 74-Ej. 10, 75-Ej. 5, 76- 
4, 77-3; fórmulas de Frenet- 
Serret, 73-5. 

Fresnel, A., p. xviii, 87-4, 87-5; 
integrales, 87-4. 

Frontera: de un conjunto, xvm-l6; 
de un recinto, 64-5; punto, 64-4 6. 

Fubini, G., xx-v 6, 86-2 a. 

Fuerza, 60-1 a; exterior, 63-1 c. 

Función: algebraica, 64-3, [explíci- 
ta, 64-3]; armónica, 91-6 d, [de- 
terminación por datos en el con- 
torno, xxiii-ii 6 2 ; esférica (de su- 
perficie, 93-Ej.20; sólida, 91-Ej. 
12, 93-Ej. 19); teoremas integra- 
les, xxiii-ii 6]; casi primitiva, 80- 
9 6; compuesta, 67-1 a, 67-2; con- 
dicionalmente homogénea genera- 
lizada, 67-Ej. 6; continua, 65-3, 
(en un campo de variación, 65-3) ; 
curvas de nivel. 64-2 6; de fuer- 
zas, 93-1 a: de función, 67-2; de 
reeinto. 84-5; de repartición o 
distrihución. 78-2; derivable en y 0 
uniformemente respecto de x en 
[a, &]. 86 - 1 ; derivada segunda, 
tercera, 69-1; diferencíable, 66-4; 
equicontinua (continua en y 0 , uni- 
formemente respecto de x en 
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[a. h ]>, 86-1; error. 87-Ej. 10; 
escalonada, 82-1 a; existencia, 
89-1. 89-8 a; gráfica. 84-2; homo- 
génea fen sentido estricto. «7-3: 
generaiizada, 67-Ej 6; impar, 67- 
3; par. 67-3; positivamente, 67- 
3]: implícita. 67-4, 67-5 a, 68-1; 
incondicionalmente homogénea ge- 
neralizada, 67-Ej,6; inferior. 82- 
5; integrable iR), 82-1 a; Lamb- 
da. XX- ii; lirieal [entera, 64-3; 
fraccionaria. 64-3], muitiforme, 
64-1; oscilación, 78-2; positiva- 
mente homogénea, 67-3; primiti- 
va o potencial, 66-6 a, 88-1, 89-1, 
3; racional [entera, 64-3; fraccio- 
naria, 64-3]; salto, 78-2; supe- 
rior, 82-5; tensorial de rango 
cualquiera, derivación, 72-4 c; 
trascendente, 64-3, [de matrices, 
61-4 c]; vectorial [analítica, 72-5; 
continua, 72-1 a; derivada, 72-2 a, 
(expresión lineal, 72-2 a; parcia- 
les, 72-2 6; sucesivas, 72-2 a) ; di- 
ferenciable, 72-2 6; expresión li- 
neal, 72-1 a; incremento, 72-2 a; 
límite, 72-1 a; teorema de incre- 
mcntos finitos, 72-Ej. 9,10; uni- 
forme de escalar, 72-1 a; unifor- 
me de varios escalares, 72-1 6]; 
uniforme de varias variables in- 
dependientes, 64-1. 

Funcional, xxi-i2 ; lineal, xvii-i ci, 
[continua, 78-7]. 

Funciones: dependientes, 68-3 a, 
[linealmente, 68-4]; implícitas, 
sistemas, 67-6 a, 68-2, [rama de 
una solución, 68-Ej. 4] : indepen- 
(lientes. 68-3 a, [linealmente, 68- 
4 ); superposición, 67-1 a. 

Cr 

GalileO, 84-4. 

(í ans, R.. xvn-v 2. XXIII-V 3, 5. 

(i AIU’ÍA l)E Galdeano. z., p. XIII. 

(¡AKNIER, R., 60-6, XVII-V 3. 

Gauhs. K. P., xix, xvii-i va.c.f. 
XIX-I, 72-7 6, 76-1, 76-3 6, 76-Ej. 
1.4,9, 77-1, 77-2 a. 6. c. d. 77-3, 

77 5, 77-Ej. 2, 3. 4, 5. xx-lll-iv-v 7. 
83-6 a. xxi-i 2, 88-6. 92-1 6, e* 92- 
3. 92-Ej. 6, 93-1 c. d, xxm-iv c^. 
Li'sp. 92-Ej. 3. 4, 5; coeíicientes, ; 
72-7 6: integral, 93-1 c; método j 
iibreviado en sistemas lineales, ¡ 
xvii-ivc; método de GAUSS-Doo- ' 
MTTLE. XVii-iv Ci; proyección de 
Lambkrt-Gauss. 77-5, 77-Ej 2.3, 
4.6; representación de GÁnss- 
Kití'ciKR, 77-1, xx-iv; tcorema de 


| la divergencia, 92-1 6, [en el pla- 
no, 92-3]; teorema egregio, 76- 
j Lj. 9. 

Generatriz rectilínea, 75-1; de cuá- 
drica, 62-6 a. 

Ge i> dé _ sl , ca: curvatura, 76-5 a; línea, 
7p-5 d; representación, 77-1: tor. 
sión, 76-Ej. 16. 

Geoide, xx-i. 

Geometría, 61-7 d; afín, 61-7 d; co- 
rrespondiente a un grupo, 61-7 d’ 
métrica euclídea, 61-7(7 
Germain, S., 76-3 6. 

Gerono, C., 74-Ej. 3; curva, 74-Ej. 

ü, 

Gibbs, J. W., p. xv, 61-5 6. 63-2 "e, 
xvn-vi; multiplicación tensorial, 

Di5“í¿ 6. 

Godeaux, L., xvii-v 4, xix-ii 2 
Gomes. R. L., xxi-ii 3. 

Goodstein, R. L., xviii-iii 2, 

Goursat, E., p. XIII, xxiii-iii 1, XIX- 
II 2, 73-4, xx-vl. 

Gradiente, 66-6 a, 72-4 a, 91-6 a h 
92-1 d. 92-4 c, xxiii-iii a; defini- 
cion tensorial como vector cova- 
riante, xxiii-m a; en coordenadas 
curvilíneas, 92-4 c; fórmula, 92- 
1 d. 

Grado de homogeneidad, 67-3. 

Gráfica o huella de una curva o su- 
perficie, 72-9 6. 

Gram, P., 60-5 6 , 60-7 a, xvii-ii a, 
68-Ej. 12; determinante, 60-5 6, 

60- 7 a, xvii-ii a 2 , 68-Ej. 12. 
Grassmann, H. G., p. xvm, xvn-v 

1, xxiu-iv a. c; cálculo de Grass- 
mann - Cartan, xxiii-iv a. 
Graustein, W., xvii-v 4. 

Gravedad, centro (ver Baricentro). 
Graves. L. M., xviii-iii l. 

Gravitación, ley. 63-2 6. 

Green. G., p. xviii, 88-6, xxill-m; 
formulas [primera, xxm-ii a; se- 
gunda, xxiii-ii a; tercera, xxm- 
ii 6 2 ]. 

Grimshaw, M. E., xvii-v 3. 

Grupo: afín, 61-7 c; de las rotacio- 
nes, 61-7 6; de ías traslaciones, 

61- 7 c; de los movimientos, 61-7 c; 
euclídeo, 61-7 c; homográfico, 61- 
7 d; lineal, 61-7 a; ortogonal, 61- 

Guldan, R., xvii-iv a, d, h, xvii-v 8; 
método del sistema reducido, xvn- 
iv h. 

Guldin, P., 84-6 6, 84-Ej. 12; teore- 
mas, 84-6 6. 

Gunther, N.. xx-iil. 

Guyou, E., xx-ii. 


H 

Hadamard, J., p. xiii, 70-Ej. 25. 
Hague, B., xxiii-v3. 

Hahn, H., xviii-iii 3. 

Halmos, P. R., xvii-v8. 

HALPHEN, I., XIX-II2, 

Hamburger, H., xvii-v 3. 

Hamilton, W. R., p. xviii, 63-2 e, 
xvii-v 1, 91-6 a; operador, 91-6 a. 
Hardy, G. H., 79-2 6; 86-Ej. 16. 
Harnack, A., p. xvii, 80-9, 80-Ej. 
9, 87-2; integral de Riemann- 
Harnack, 80-9, [generalización 
de Dirichlet, 80-9 a]. 

Haupt, G., xviii-iii 1. 

Hausdorff, F., xviii-i 6, xvm-n a, 
6, xviii-iii 6. 

Hayford, J. F., 77-2 c, 77-5; elip- 
soide terrestre, 77-2 c, [radio 
ecuatoriíil, 77-2 c; semieje de ro- 
tación, 77-2 c]. 

Haz: alabeado de segundo orden, 

62-6 c?i; de curvas, 74-1 a, [discri- 
minante (curva; ecuación), 74-1 
6]; de planos, 60-8 c; de super- 
ficies, 74-3 a, [supefricie discri- 
minante, 74-3 a]. 

Heaviside, 0., xvii-vl. 

Heffter, L., xvii-v 4, 69-2. 

Heine, E., 65-3, 83-1, 86-1 6, 86-2 a. 
Hélice: circular, 72-6 6, 73-1,2,7, 
8. 10 6, [paso, 72-6 6] ; en una su- 
perficie cilíndrica, 73-Ej. 13. 
Helicoide recto, 75-Ej. 1; desarrolla- 
ble, 75-Ej. 10. 

Helmholz, H. von, xviii-i a. 
Hermite, C., 69-Ej. 18, 84-1 a. 
Hessiano, 70-2; de forma cuadráti- 
cá «-aria, 70-6 c. 

Hidrodinámica, ecuaciones, 93-4 a. 
Hilbert, D., xvii-v 3, xviii-i d, xviii- 
iii 4, xxi-ii 1, xxm-v 2. 
Hildebrandt, T. H., xxi-ii 1. 
Hiperboloide (ver Cuádricas). 
Hiperplano, 60-8 6. 

Hipervolumen, 83-3. 

Hlavaty, V., xx-v3, xx-v8. 

Hobson, E. W., xviii-iii 1, 78-1, xxi- 
II1, 87-2, xxii-i, XXHI-V6, Resp. 
68-Ej. 6. 

Hochrainer, A., xvii-v 5, xxm-v 7. 
Hodge, W. V. D., xix-112, xxiii-ivc, 
xxiii-v 8. 

Homeomorfismo, xviii-i e. 
Homogeneidad, factor, 67-Ej. 6. 

Hopf, H., xviii-iii 4. 

HOTELLING, G. H., XVII-IV g. 
IIouseholder, A. S., xvii-v 8. 
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Huella, 72-9 6. 

Humbert, G., p. xni. 

I 

Igualdad directa 0 inversa, 61-7 c. 
Imagen, 67-7, xvm-i e. 

Impropio: extremo, 70-1; punto, 62, 
1 a. 

Incrementos finitos, teorema, 66-2. 
Indicatriz: de flexión 0 de las tan 
gentes, 73-4; de Tissot, xx-ij d«. 
torsión 0 de las binormales, 73-4. 
índice mudo, xxiii-m a¡. 
Infinitésimo, 65-4, 73-9; principal, 
65-4, 73-9. 

INGNATOWSKY, W. V., XVII-V 1. 

Integrabilidad (St), condiciones, 

78- 3. 

Integración: camino, 88-1 a; de in- 
tegrales impropias paramétricas, 
86-4; de series, 85-1; por partes, 

79- 1, [en integrales dobles, 88-6]; 
térmmo a término, 85-1. 

Integral: convergente (absoluta- 
mente; condicionalmente), 80-8 a; 
curvilínea, § 88, [cálculo, 88-3; 
completa, 88-4 a, 89-3; de diferen- 
cial exacta, 89-2, 89-3 6 ; interpre- 
tación geométrica, 88-2]; de Rie- 
mann-Stieltjes, § 78; 78-1, 78- 
6, [generalizada, 78-1, 78-6; infe- 
rior, 78-1; propiedades, 78-4, 78- 
6 ; relación con la integral de 
Riemann: restringida, 78-1, 78-6; 
superior, 78-1]; de superficie, 90- 
2 a, 90-2(7, [completa, 90-2 (7; so- 
bre superficie en forma (explíci- 
ta, 90-2 6 ; paramétrica, 90-2a) ; 
aobre superficie orientada cerra- 
da, 90-3, (completa, 90-3 c) ; so- 
bre una cara, 90-2 a]; doble, § 82; 
82-1 a, 82-3, [cálculo, 82-4; cam- 
bio de variables, 83-4; condicio- 
nes de integrabilidad (R), 82-3; 
inferior, 82-1 a; sobre área orien- 
tada, 88-5 c; sumas inferior y su- 
perior, 82-1 a; superior, 82-1 a; 
volúmenes contenido, continente 
y (R), 82-1 a, 82-2, 83-3 c7]; fun- 
cional 0 paramétrica (ver Inte- 
gral: paramétrica) ; impropia 
(ver Integral : (R-C)), [paramé- 
trica, 86-3, (continuidad, integra- 
ción y derivación, 86-4); múlti- 
ple, 87-1 a, (absolutamente con- 
vergente, 87-2)]; inferior, 78-1, 
[en integral doble, 82-1 a]; inte- 
rior, 82-4; múltiple, § 83; 83-1, 
[cálculo, 83-1; cambio de varia- 
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lilt'.s, 83-5; generalización del con- 
cepto, 83-2; i m p r o p i a, 87-1 a 
(convergencia, 87-2; convergencia 
absoluta y condicional, 87-2; de- 
l’inición rectangular, 87-5) ; pro- 
pieclades, 83-3]; paramétrica, 86- 
> Umpropia, 86-1, (continuidad, 
derivación e integración 86-4; 
convergencia uniforme, 86 - 3 ); 
propia, 86-1, (continuidad, deri- 
y« (,, ° n e „ inte gración, 86-2)]; 
(K-C), § 80, [con ambos extre- 1 
mos singulares, 80-3 a; con ex- 
tremo singular único, 80-1, (con- 
vergente, divergente, oscilante, 
80 - 1 ; propia. impropia, 80-1); 
con punto singular interior, 80-3 
/>; convergente (absolutamente; 
condicionalmente). 80-8 a; crite- 
nos de convergencia (método de 
comparación, 80-6; de orden de 
inl'initud o infinitesimal, 80-7; 
condicional, 80-8 c) ; generaliza- 
ción de Harnack, 80-9; valor 
pnncipal de Cauchy. 80-4]; rei- 
terada 82-4. 82-5, 83-1; superior, 
78-1 [en íntegral doble, 82-1 a] ; 
triple, 83-1. 

Interior, 64-4 5, xvih-t 6. 

Intcrvulo cerrado: de dos dimensio- 
nes, 64-4 c.i de n dimensiones, 83- 
1; lineal, xvm-i «. 

Invariante ■ homográfico fundamen- 

^, 1 "' métrico fundamental, 

o1 -1 d. 

Invanant.es: de una cónima. 63-9 c; 
de una cuádrica. 63-6. 63-9; de 
un tensor simétrico. 63-6. 

InverHión, 67-7. 

«iatema de coordenadas, 

lM 76 B l ÍÓn tangentea con Jugadas, 

Involuta: de un haz de curvas, 74- 
I ó; de un haz de superficies, 74- 
'\"> (curv a características, 74-3 

fl ) , 

tBogonal, 77-1. 

Ili'i'iicion, método, xvn-iv g. 

J 

.1 ai'oiii, C. G. J., 66-1, 69-1, 69-3 a. 

•Ineobiano, 67-6 a. 

Iaoobbon, N., xvii-v 3. 

.Iankt, M., xvii-v.3. 

•loitnAN. C., p. xiii. 64-5. xviii-i e, 

/2-6 a. 72-9 n. 78-6. 82-2, 83-3. 87- 
“rco simple, xviim e , 72-6 a; 


F-arco simple, 72-9 c; medida de 
r*EAN O- J ORDAN , 83-3. 

JULIA, G., XX-V 3. 

Juvet, G., 60-6, xvii-v 2, 5, 73-4. 

K 

Kac, M., xviii-iii 2. 

Kampé de Fériet, J., xvii-v 1 
Kant, E., xviii-i a. 

Kaplan, W., xviii-iii 2. 

Kaufmann, A., xvii-v 3, 5. 
Kaufmann, N. (ver Mercator). 
Kelley, J. l., xviii-iii 3. 

Kellogc, O. D., xxiii-v 3, 4. 

Kelvin, Lord, 91-Ej.l2,13. 

Klein, F., 61-7 d, xvn-vl. 

Kneser, H., 72-9 c. 

Knopp. K., xviii-iii 1, xxi-ii 2. 
Kodaira,. K., xxiii-iv c. 

Koehler, C., xvii-v 4 
Koenigs, G., xx-v 8. 

Kommerell, K., xvii-v 4 
Kónig, R.. xx-v 7. 

Kowalewski, G., p. xiii, 60-6. 
Kruger, 77-1, 77-5, xx-m, xx-iv, 
xx-y 7 ; representación de Gauss- 
Kruoer, 77-1, 77-5, xx-iv. 
Kuratowski, C., xviii-ii a, 6, xvm- 

III 3* 


Lagally. M., 60-6, xvn-vl. 
Lagrange, J., p. XVI, 60-Ej'24, 63-5 
«>69-6, 70-6 5, 70-8, 72-5 a, 72-7 b, 
85-2 86-2, 91-6 d, 93-2, Resp. 73- 
Ej. 16; ecuación para las frecuen- 
cias, 63-5 a; identidad, 60-E.i. 24; 
multiplicadores, 70-8; punto de 
vista molecular, 93-2; término 
complementario, 69-5, 72-5 a. 
Lainé, E., 60-6. 

Lamb, H., xxiii-v5. 

Lambert, J. H., 77-1, 77-5, 77-Ej. 
2 > 3,4,5, xx-iii, xx-rv, xx-v 7 ; 
proyección de Lambert-Gauss, 
77-5; representación, 77-1. 

Lane, E. P., xx-v 6. 

Laplace, P. S., xviii-iii 2, 69-Ej. 
10, xx-iii, xxi-nl, 91-6 d, 91-Ej. 
8, 9,10,12,13, 92-4 c, 93-16, 93- 
4 6, 93-Ej. 19, Resp. 93-Ej.l9; 
ecuación diferencial, 93-16; ope- 
rador, 91-6 d, [en coordenadas, 
curvilíneas, 92-4 c]. 

Latitud: geográfica, 77-2 6, [am- 
pliada, xx-n]; segunda coordena- 
da esférica, 84-2. 
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Lebesgue, H., p. XVIII, 72-9 c, d, 77-3, 
78-1, 78-3, 78-7, 82-2, 82-3, 82-5, 
xxi-il, xxi-nl, 3, 85-1, 86-2 a. 
Legat, M., xvii-v3. 

Lefschetz, S., xviii-iii 4. 

Legendre, A., p. xviii, 93-Ej. 16 a 
25, xxiii-v6; polinomios, 93-Ej. 
16 a 25. 

Leibniz, G. W., 69-3 a, 78-1, 78-2, 
83-2, 86-2 a, 86-4; regla, 86-2, 
86-4. 

Lejeune-Dirichlet, P. G (ver 
Dirichlet). 

Lense, J., xxiii-v 6. 

Levi, B., p. xm, xviii-iii 1, 80-Ei. 7. 
Levi-Civita, T., 63-2 d, e, xvii-v 6, 
xxm-v 5. 

Levógiro, 60-3. 

Ley natural y propiedad geométri- 
ca, 63-2 6. 

Lichnerowicz, A., xvii-v 3, 5, xxm- 

V 8» 

Lichtenstein, L., 86-2 a. 

Límite: bajo el signo integral, 85-1; 
de función vectorial, 72-1 a; do- 
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60-8; haz, 60-8 c; impropio, 61-7 
d, 62-1 a; osculador, 73-2, [ecua- 
cion (cartesiana, 73-2, 73-7; orto- 
gonal, 73-7; paramétrica, 73-2) 5 
estacionario, 73-7; sobre-oscula- 
dor, ecuación cartesiana, 73-2]; 
parámetros directores, 60-8 6; 
P° iar . 62-Ej. 5; por tres puntos, 
60-8 6 f ,; rectif icante (ecuación 
cartesiana y ortogonal), 73-7; 
tangente, 66-5 a, 72-7 6, [ecuación 
cartesiana, 72-7 6; implícita e in- 
cremental, 67-5 c; ortogonal, 72- 
7 6; vectorial, 72-7 6]. 

Planos: directores de un paraboloi- 
de hiperbólico, 62-6 d 2 ; principa- 
les de un paraboloide, 62-3 6; ver- 
ticales, 64-2. 

Plans Freyre, J. M., xvii-v 5. 
Podaria, 74-Ej. 8. 

POINCARÉ, H., XVIII -1 e. 

Poisson, s. D„ p. XVIII, 87-3, 87-4, 
93-1 d; ecuación, 93-1; integral, 
o7-3. 

Polinomio característico, 63-5 a. 

Polo de un plano rospecto de una 
cuadrica, 62-Ej. 5. 

POMEY, J. B., XVII-Vl. 

PONTRJAGIN, L. S., XVIII-III 4. 
Potencial: de dobíe capa, xxiii-i, 
[momento, xxin-i] ; de simple ca- 
pa, 93-1 a; de un campo conser- 
vativo, 91-4 6; logarítmico, 93-Ej. 

[interpretación newtoniana, 93- 
Ej.3]. 

Potencias de una matriz, 61-4 c. 
Preimagen, 67-7, xvm-i e . 

Presión : hidrodinámica, 93-3 a; hi- 
drostática, 93-3 a; interior, 93-3. 
Pringsheim, A., 79-2 6, 81-1, 81-2, 
81-3, 81-4, 81-5; teorema, 81-1. 
Problema: de contorno, xxiii-n; 
tp)rentino » 84-4; hidrodinámico, 

Producto: de transformaciones, 61- 
3a; de un tensor por [un núme- 
ro, 63-2 a; un vector, 63-2 a, 91- 
6 c 2 ]; de un vector por un núme- 
ro real, 60-16; producto escalar 
0 mterno, 60-5, [en un espacio 
vectorial euclídeo, xvii-ii a, (for- 
ma bilineal, xvn-iia; métrica in- 
troducida, xvii-ii a) ]; exterior, 


xxin-iva, [de formas diferencia- 
les en E,„ xxiii-iv c{\; mixto, 60- 
7; tensorial, xxiii-iii 6 3 , [de vec- 
tores, 63-2 e; de un gradiente por 
un vector, 91-6 c 2 ]; vectorial 0 
externo, 60-6, 63-2 e, [de un ten- 
sor por un vector, 91-6 c, (índice 
de símbolos, p. 587). 

Productos reiterados, 60 - 7 . 

Propiedad correlativa 0 dual, 60-8 c. 
Proyección : azimutal, 77-1; cilín- 
dnca, 77-1, [transversa de Lam- 
bert-Gauss, 77-5]; cónica, 77-1; 
de un vector sobre un eje, 60-3; 
estereográfica polar, 77-4 c; sobre 
el eje «, 61-2 6. 

Proximidad, xviii-i a. 

PüISEUX, V. A., XIX-II2. 

Punto: aislado, 64-4 6; central de 
una generatriz, 75-5 a; cónico, 
bb-5; cntico o extremante, 70-1 c, 

70- 6 a; de acumulación, 64-4 6; 
de aplicación de un vector fijo, 
60-1 a; de contorno, 64-4 6; de en- 
silladura, 70-2 6; de inflexión, 

71- Ej. 5; de un espacio [puntual 
alm, xvii-iii a; topológico, xviii- 
1 . 6 ]; de universo, xviii-i a; elíp- 
tico 7°-2a, 71-4 6, 71-5; exterior, 
b4-4 6; extremante 0 crítico, 70-1 

tocai » 74-3 6; frontera, 
64-4 6, [accesible, 64-5; inaccesi- 
ble, 64-5] ; hiperbólico, 70-2 6, 71- 
4 A 71-5; impropio, 62-1 a; inte- 
rior, 64-4 6; ordinario 0 regular 
[de una curva, 67-4 6, 70-3, 72-6 
6; de una superficie, 67-5 c, 72- 
7 6J; parabólico, 70-2 c, 71-4 6, 
71-5; simple de una curva, 70-3; 
singular, [de una curva, 67-4 6 
7J- 4 > (acnodal, 71-4 6; aislado,’ 

71- 4 6; anguloso, 71-4 d 2 ; cruno- 
dal, 70-2 6, 71-4 6; cuspidal, 71- 
4 6; de detención, 71-4 d¡; de re- 
troceso de 1?- ó 2^ especie, 71-4 6 3 ; 
doble, 71-4 a, -¡ con tangentes coin- 
cidentes 71-4 6 3 [; múltiple, 70-4, 

72- 6 a, -¡ de orden n, 71-4 a\) ; de 
una mtegral, 80 - 1 ; de una super- 
ñcie, 67-5 c, 72-7 6]. 

Puntos : distintos infinitamente pró- 
ximos, 73-2; focales de una en- 
volvente, 74-3 6. 

Pupke, H., XVII-V 3. 

R 

Radiación paralela, 74-Ej. 12. 

Radio: de curvatura [de fléxión, 
73-4, 73-7; de torsión, 73-4, 73-7]; 






620 


ÍNDICE ADFABÉTICO 


de g'iro, 84-7; primera coordena- 
da esférica, 84-2. 

Kadios principales de curvatura, 
76-3 a. 

Iiama, 68-Ej. 4. 

Kandolph, J. F., XVIH-IH2. 

Kango de m, 69-6. 

Kazón de puntos alineados [doble, 
02-Ej. 2; simple, 62-Ej. 1]. 
Iiecinto, 64-5; cerrado, 64-5; con- 
torno, 64-5; corte, 64-5; frontera, 
64-5; múltiplemente conexo, 64-5; 
orden de conexión, 64-5, 64-Ej. 
15. xviii-i c; simplemente conexo, 
64-5, xvni-i c. 

Kecta: ecuación [forma general, 60- 
Hc a ; formas direccionales, 60-8 ci\ 
hessiana o normal, 60-8 para- 
métricas, 60-8 a. (normalizadas, 
00 - 8 «.; parámetros de sus pun- 
tos, 60-8 a); reducidas, 60-8 c s3 ; 
vectorial (ortogonal, 60-8 5; pa- 
ramétrica, 60-8 »)]; polar, 73-10; 
P°r dos puntos, ecuaciones, 60-8 
o; por un punto, ecuaciones, 60- 
8o; proyección desde un punto, 
60-8 c; singular en un extremo. 
70-2 c; tangentes, ecuacion implí- 
cita, 67-4 6. 5 c. 

Ked decimal, 82-2. 

Kegion. 64-5; cerrada, 64-5. 
Kbidemeister. K.. xviii-iii 4. 
Relatividad, 83-6. 

Kejiresentación. xvm-ie; afiláctica, 
77-1; autáliea o equivalente, 77- 
I ; azimutal. 77-1; cilíndrica, 77- 
4a; conforme o isogonal, 77-1, 
xx-ii. [plana. 77-3]: cónica, 77-1; 
exjilicitá, 72-7 a; geodésica, 77-1; 
geográfica, 77-1; topográfica, 

Ke p resentaciones t F - e q u i v alentes, 
72-1) c, [positi vamente, 72-9 e]; 
Inpológicamente similares, 72-9 c. 

I¿ ky I’astor, J., 60-3 a. xvn-v 4, 6, 
xviu-rii 1, 70-2 c, xix-ii 2, xxm-v 

Keyk, Th„ xvii-v 4. 

Kiiam. (}. de, xxm-rv C. 

KiiiaIK’OUK, A„ 76-5«. 76-Ej. 16; 

< i'iodro de Darboi''X-Ribaucour, 
70-5«, 76-Ej 16. 

Kiooi. (í.. 63-2 e, xx-v 4. 

Kikmann. (} F B.. p.xvn. xviii, 63- 
2- . xviii-i «, xix-ii 2 . xx-m. xx-v 
I». 78- 1 , 78-2. 78-3, 78-6 a. 78 -1 c, 

80 I MO-I). 81 5, 82-1 a. 82-3. 82-5. . 
83 6, XXl-n 1.3, 85-1. 88-1. 88-6, ! 
02 3 X X1 11-1 V 6, XXIIl-V 7 ; esjmcio ¡ 
cni'vo, 83 6, fórmula. 88-6, 82-3. ¡ 


Riesz, F„ 78-7. 

Rfos, S„ 78-7. 

Rodrigues, 0„ 76-Ej. 20, 21 ; fórmu- 
la, 76-Ej. 20. 

RogoSinski, W. W„ xxi-ii 3. 

Rolle, M„ 68-1, 73-10 a, 74-16. 

Rollet, A. P„ xviii-iii 4. 

Rotación, 61-2 6, 61-7 6, xvil-ll a; 
instantánea deí triedro intrínseco, 

73-6. 

Roth, L„ xix-ii 2. 

Rotor, 91-5, 91-6 a 3 , xxm-iiia*,; en 
coordenadas curvilíneas, 92-4 d; 
fórmula, 92-1 d. 

Rouse Ball, W. W„ xviii-iii 4 . 

Roy, M„ xxiii-v 5. 

Rozet, 0„ xvii-v 4 . 

Runge, C„ xvii-v 1. 

Rutherford, D. E„ xxiii-v 3, 5. 


S 

Sagastume Berra, A. E„ xviii-iii 1 
Saks, S„ 67-1 a. 

Salmón, G„ xvii-v 4. 

Santai.6, L. A„ 60-3 a. xvn-v 4. 
Saturación de índices, 63-2 d. 

Sauer. R„ xx-v 8. 

SCHEEFFER. L„ p. XVI. XIX-II 1. 

Schlegemilch, W„ xxiii-v 3. 
j Schlómilch, 0„ 69-5; término com- 
, plementario, 69-5. 
j Schmidt. E„ xvii-ii c; ortonormali- 
1 zación, xvii-ii c. 
i Schmidt, H„ XVII-V 2, XXIIl-V 3. 
SCHÓNFLIESS, A„ XVII-V 4. 

Schouten, J. A„ XVII-V 5. XX-V 4. 
SCHREIER, 0„ XVII-V 3. 

SCHUBERT, H„ XX-V 5. 

Schwarz, H. A„ p. XVII. 60-Ej. 25, 
XVII-II6, XVII-III6, xviii-i d, 69-2, 
72-3 6, 84-4, xxi-i; desig-ualdad de 
Cauchy-Schwarz. 60-Ej. 25. xvn- 
11 6, xvii-iii 6, xviii-i d; ejemplo, 
xxi-i a. 

SCHWERDTFEGER, H.. XVII-V 3. 
Secciones: paralelas de una cuádri- 
ca. 62-4 d; principales de una su- 
perficie, 76-3 a. 

Segmento orientado, 60-4. 

Segre, B„ xix-ii2. 

Segundo teorema dei valor medio, 
79-2; ,'interpretac-ion gráfica, 79- 
2 b . 

Seidel. P, L.. xvh-iv g , h . xvii-v8; 

método, xvii-iv g . 

Seifekt. H., xviii-iii 4, xxm-v 2. 
Semi-tensor . 63-2 e. 

Semple, J G„ xix-112. 


ÍNnrCE \I,FABÉTICO 


621 


Seno, teorema, 60-Ej. 28. 

Sentido de un vector, 60-1 a. 
Separación de un oonjunto, xviii-i c. 
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caras, 90-1; cilíndrica, 75-3; cur- 
vatura, 76-2 a, [media y total, 76- 
3 6, 76-Ej. 8] ; de área mínima, 
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